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چکیده
و است، ناپیوستگی دارای جواب مشتق�های یا جواب که هستیم روبه�رو مسایلی با موارد بعضی در
بعضی حل در همچنین نیستند. مسایل گونه این مناسب پیوسته متناهی عناصر از استفاده دیدگاه این از
از مسایل این حل برای می�شود. منفرد ماتریسی سختی، ماتریس گالرکین، روش از استفاده با مسایل

می�کنیم. استفاده ناپیوسته گالرکین روش
و حل به ادامه در می�شوند. معرفی زیرپخش معادله�ی سپس و ناپوسته گالرکین روش ابتدا پایان�نامه این در
می�پردازیم. ثابت قطعه�ای و خطی قطعه�ای ناپیوسته�ی گالرکین روش از استفاده با معادله این همگرایی آنالیز
می�دهد. نشان خوبی به را شده مطرح روش دقت و کارایی آخر فصل در شده ارایه عددی نتایج و مثال�ها

ریمان- کسری انتگرال سرسخت، معادله�ی زیرپخش، معادله�ی ناپیوسته، گالرکین روش کلیدی: واژه�های
لیوویل
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چکیده
این از و است، ناپیوستگی دارای جواب مشتق�های یا جواب که هستیم روبه�رو مسایلی با موارد بعضی در

استفاده با مسایل بعضی حل در همچنین نیستند. مسایل گونه این مناسب پیوسته متناهی عناصر از استفاده دیدگاه

استفاده ناپیوسته گالرکین روش از مسایل این حل برای می�شود. منفرد ماتریسی سختی، ماتریس گالرکین، روش از

می�کنیم.

آنالیز و حل به ادامه در می�شوند. معرفی زیرپخش معادله�ی سپس و ناپوسته گالرکین روش ابتدا پایان�نامه این در

نتایج و مثال�ها می�پردازیم. ثابت قطعه�ای و خطی قطعه�ای ناپیوسته�ی گالرکین روش از استفاده با معادله این همگرایی

می�دهد. نشان خوبی به را شده مطرح روش دقت و کارایی آخر فصل در شده ارایه عددی

ریمان-لیوویل کسری انتگرال سرسخت، معادله�ی زیرپخش، معادله�ی ناپیوسته، گالرکین روش کلیدی: واژه�های



١ فصل

مقدمه

مفاهیم و تعاریف آخر در می�پردازیم. DG اختصار به یا ناپیوسته گالرکین روش اجمالی معرفی به ابتدا فصل این در

کرد. خواهیم مطرح را نامه پایان در استفاده مورد

تاریخچه ١.١

مهمی بسیار نقش جابجایی آن�ها در که هستیم مواجه پدیده�هایی و مشکلات مسایل، با امروز مهندسی دنیای در

کوستیک، آ گازها، دینامیک جوی، پیش�بینی�های هواشناسی، است: متنوع بسیار مسایل این دامنه�ی می�کند. بازی

زیرزمینی، کننده�ی آلوده مواد انتقال عمق، کم آب�های سازی مدل نفتی، جریان�های شبیه�سازی توربولانس، جریان�های

پژوهشگران علاقه�ی جهت همین به و بوده مهم بسيار مسایل این حل غيره. و الکترومغناطیس متخلخل، محیط�های

می�گیرند، قرار هذلولوی معادلات دسته�ی جز که مسایل این واقع در است. کرده جلب خود به را زیادی دانشمندان و

شوک دارای جواب�ها این که می�شود جواب�هایی باعث مرزی مقدار مسایل نوع اين هستند. مشترکی مشکلات دارای

احجام متناهی، عناصر معمولی روش�های توسط نمی�توان را جواب�ها گونه این نتیجه در و هستند غیرخطی موج�هایی یا

آورد. به�دست متناهی تفاضلات یا و متناهی

چرا ولی می�گیرد. قرار توجه کانون در بیشتر و بیشتر روز هر ناپیوسته گالرکین روش مسایلی، چنین حل راستای در

ناپیوسته؟ گالرکین

ناپیوسته متناهی عناصر به پیوسته متناهی عناصر آیا که هستیم روبرو سوال این با همیشه متناهی عناصر روش در

در مناسبند. پیوسته جواب�های با مسایلی برای پیوسته متناهی عناصر گفت، باید جواب در خیر؟ یا دارند برتری

متناهی عناصر از استفاده دیدگاه این از و است ناپیوستگی دارای جواب که هستیم روبرو مسایلی با بقا قوانین مسایل

می�تواند مرزی مقدار مساله�ی یک که شده بنا پایه این بر ناپیوسته گالرکین نیست. مسایل گونه این مناسب پیوسته

در شود. حل پیوستگی از شرطی گونه هیچ بدون متناهی عناصر شبکه�ی یک روی تکه�ای چندجمله�ای توابع توسط

است. شده داده نشان ناپیوسته و پیوسته متناهی عناصر بین تفاوت زیر شکل



مقدمه .١ ٢فصل

ناپیوسته و پیوسته متناهی عناصر بین تفاوت نمودار :١.١ شکل

نمود. استفاده دو مرتبه� بيضوی معادله�ی يک تقريب برای ناپيوسته توابع از [٣٠] نیچه بار اولین برای ١٩٧١ سال در

مساله�ی حل در [٣٣] هیل و رید توسط ١٩٧٣ سال در بار اولین برای هذلولوی مسایل حل در ناپیوسته گالرکین روش

خطی نوترون انتقال

σu+∇.(au) = f,

نرم�افزاری و محاسباتی توان بودن پايين علت به البته شد. مطرح است، ثابت بردار یک نیز a و حقیقی عدد یک σ که

رفتن بالا با نگرفت. قرار استقبال مورد مهندسی جامعه سوی از ناپيوسته گالرکين روش�های ،٨٠ و ٧٠ دهه�های در

بسيار آن�ها جالب خواص علت به تاکنون ٩٠ دهه�ی اوايل از ناپيوسته گالرکين روش�های کامپيوترها، محاسباتی توان

نيز (LDG) موضعی ناپيوسته گالرکين روش�های ناپيوسته، گالرکين اوليه روش�های بر علاوه گرفته�اند. قرار توجه مورد

گرفته�اند. قرار استفاده مورد و يافته توسعه اخير سال�های در

،[٢٠] رِاوِیارت و لساینت توسط ١٩٧۴ سال در ODE مسایل برای ناپیوسته گالرکین روش تحلیل بار اولین برای

مرتبه�ی از خطایی ،k درجه�ی از خطی تکه�ای چندجمله�ای�های به�کارگیری با و روش این از استفاده با آن�ها شد. انجام

معادلات حل برای DG روش آنالیز برای دیگری تلاش�های ادامه در آوردند. به�دست معادلات این حل برای ۲k + ۱

تحلیل و حل به ،[١۵] جانسون ١٩٨٨ سال در همچنین و گرفت انجام [٣٧] اشواب و [١٣،١٢] هولم توسط ODE

پرداخت. سخت معادلات برای روش این

،١٩٨۵ سال در ادامه در کرد. استفاده DG روش از سهموی معادلات حل برای [١۴] جامت ،١٩٧٨ سال در

سال از همچنین شد. انجام معادلات این خطای تحلیل برای [١٠] تامی و جانسون اریکسون، توسط تلاش�هایی

پرداختند. سهموی معادلات حل برای روش این خطای کنترل مورد در بحث به جانسون و اریکسون ،١٩٩۵ تا ١٩٨٧

ماکسول معادلات شامل که هیدرودینامیکی-مغناطیسی معادلات حل برای ناپیوسته گالرکین روش اخیر سال�های در

کوتای رانگ روش [۶] سالزانو و چاونت ١٩٨٢ سال در .[۴١ ،۴٠ ،١٧ ،۴] گرفت قرار استفاده مورد هستند
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برای ناپیوسته، گالرکین کوتای رانگ روش در دادند. توسعه و کرده ابداع بقا قوانین مسایل برای را ناپیوسته گالرکین

ادامه در می�شود. استفاده کوتا رانگ روش از زمان در پیشروی برای و ناپیوسته گالرکین روش از فضا گسسته�سازی

پرداختند. روش این پایداری بهبود به [۵] چاونت و کاکبرن ١٩٨٩ سال در

پایه مفاهیم ٢.١

قضایای آن�ها از بعضی می�گیرند. قرار استفاده مورد بعد فصل در که می�پردازیم نتایجی و مفاهیم معرفی به بخش این در

[٣٢ ،١٨ ،١۶ ،١–٣] به بیشتر جزییات و آن�ها اثبات مشاهده�ی برای شده�اند. آورده اثبات بدون که هستند مشهوری

کنید. مراجعه

یک باشد، کامل خود داخلی ضرب وسیله�ی به شده القا نرم به نسبت که را داخلی باضرب فضای هر ١.٢.١ تعریف

� می�نامیم. هیلبرت فضای

هرگاه: گوییم، یکه متعامد پایه�ی یک هیلبرت، فضای یک به متعلق بردارهای از {φi}∞i=۱ خانواده�ی ٢.٢.١ تعریف

صورت به و است کرونکر دلتای δij آن در که ،⟨φi, φi⟩ = δij

δij =

 ۱, i = j

۰, i ̸= j.

� می�شود. تعریف

.x = ۰ آنگاه ،⟨x, φi⟩ = ۰ باشیم داشته i هر ازای به اگر ٣.٢.١ گزاره

باشد، فضا این به متعلق دلخواهی بردار x و هیلبرت یکفضای در یکه متعامد پایه�ی یک {φi}∞i=۱ اگر ۴.٢.١ تعریف

� می�نامیم. {φi}∞i=۱ یکه متعامد پایه�ی به نسبت x فوریه ضرایب خانواده�ی را {⟨x, φi⟩}∞i=۱ اسکالرهای خانواده�ی

آنگاه باشد. کراندار خطی عملگر یک نیز T : H۱ → H۲ و هیلبرت فضای دو H۲ و H۱ کنید فرض ۵.٢.١ تعریف

y ∈ H۲ و x ∈ H۱ هر برای هرگاه گویند T الحاقی عملگر را T ∗ : H۲ → H۱

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩.

�

T ∗ = T اگر حال باشد. کراندار خطی عملگر یک نیز T : H → H و هیلبرت فضایی H کنید فرض ۶.٢.١ تعریف

� می�گویند. T الحاق خود خطی عملگر را T ∗ آنگاه ،⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ یعنی

آنگاه باشد برقرار ⟨Tx, x⟩ ≥ ۰ عبارت ،x ∈ H هر برای و باشد خودالحاق عملگر T : H → H اگر ٧.٢.١ تعریف
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� نامند. نامنفی عملگر را T

.B۲ = T که طوری به دارد وجود B یکتای عملگر آنگاه باشد نامنفی عملگری T اگر ٨.٢.١ قضیه

هر برای هرگاه است، β ∈ (۰, ۱] مرتبه�ی از هولدر پیوستگی دارای Ω بازه�ی در شده تعریف v تابع ٩.٢.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود c ثابت x, y ∈ Ω

|v(x)− v(y)| ≤ c∥x− y∥β.

�

که است u پذیر اندازه توابع فضای ،۱ ≤ p <∞ برای Lp(Ω) لبگ فضای ١٠.٢.١ تعریف

∫
Ω
|u(x)|pdx <∞.

می�شود تعریف زیر صورت به فضا این در Lp نرم است. لبگ انتگرال انتگرال، از منظور این�جا در

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

)۱/p
, ۱ ≤ p <∞.

�

می�شود تعریف زیر شکل به v ∈ L۱(Rd) تابع فوریه�ی تبدیل ١١.٢.١ تعریف

Fv(y) = ۱
(۲π)d/۲

∫
Rd

e−iλtv(t)dt,

است زیر صورت به v تابع لاپلاس تبدیل همچنین

Lv(y) =
∫ ∞

۰
e−λtv(t)dt.

�

داریم آنگاه کند اختیار صفر مقدار (−∞, ۰] بازه�ی در v ∈ L۱(R) تابع اگر ١٢.٢.١ نتیجه

Fv(y) = ۱
(۲π)۱/۲

Lv(iy). (١.١)
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آنگاه .u, v ∈ L۲(Rd) کنید فرض (پارسوال-پلانچرل) ١٣.٢.١ قضیه

∫
Rd

Fu(y)F̄v(y)dy =

∫
Rd

u(x)v̄(x)dx.

آنگاه ،u, v ∈ L۲(Ω) کنید فرض ( کوشی-شوارتز (نابرابری ١۴.٢.١ قضیه

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥L۲(Ω)∥v∥L۲(Ω).

نسبت a اگر گویند، خطی دو را a : V × V → R عملگر باشد. برداری فضای یک V کنید فرض ١۵.٢.١ تعریف

باشیم داشته v, v۱, v۲, w, w۱, w۲ ∈ V و α ∈ R هر برای دیگر، عبارت به باشد. خطی مولفه�هایش از کدام هر به

a(v۱ + v۲, w) = a(v۱, w) + a(v۲, w);

a(αv,w) = αa(v, w);

a(v, w۱ + w۲) = a(v, w۱) + a(v, w۲);

a(v, αw) = αa(v, w).

�

می�باشد زیر خواص دارای دوخطی عملگر موارد بعضی در

اگر است متقارن a(., .) •

a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ V.

که طوری به باشد داشته وجود M > ۰ ثابت اگر است کراندار یا پیوسته a(., .) •

|a(u, v)| ≤M∥u∥V ∥v∥V ∀u, v ∈ V.

که طوری به باشد داشته وجود β > ۰ ثابت اگر گویند V-بیضوی را a(., .) •

|a(v, v)| ≥ β∥v∥۲V ∀v ∈ V.
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اگر است مثبت معین a(., .) •

a(u, v) > ۰ ∀v, u ∈ V.

را Ω از متناهی افرازی شامل Th مجموعه�ی باشد. چندوجهی کراندار دامنه�ی یک Ω کنید فرض ١۶.٢.١ تعریف

تعریف hK := sup{|x − y|
∣∣x, y ∈ K} صورت به را hK قطر .Ω̄ =

∪
K∈Th K̄ که طوری به می�گیریم درنظر

مستقل C ثابت حال است. گسسته�سازی پارامتر h این�جا در که ،h = max{hK : K ∈ Th} می�دهیم قرار و کرده

کوشی-یکنواخت افرازی را Th آنگاه است، برقرار h ≤ ChK عبارت K ∈ Th هر برای که طوری به دارد وجود h از

� می�نامند.

ارتباط در گاما تابع با مستقیم طور به که است ریاضی خاص توابع از دیگر یکی لفلر میتاگ تابع ١٧.٢.١ تعریف

می�شود. ظاهر کسری دیفرانسیل معادلات از بسیاری دقیق جواب در تابع این است.

می�شود تعریف زیر صورت به α > ۰ برای Eα(z) لفلر میتاگ تابع

Eα(z) =

+∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱) , ∀z ∈ C.

است زیر صورت به α, β > ۰ برای یافته� تعمیم لفلر میتاگ تابع همچنین

Eα,β(z) =
+∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, ∀z ∈ C.

�

برای که است u : (۰, T ) → X شکل به اندازه�پذیر توابع تمام شامل Lp((۰, T );X) فضای ١٨.٢.١ تعریف

داریم ۱ ≤ p <∞

∥u∥Lp((۰,T );X) :=

(∫ T

۰
|u(t)|pdt

)۱/p
<∞

و

∥u∥L∞((۰,T );X) := ess sup
۰<t<T

|u(t)| <∞.

�
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شکل به انتگرالی معادله�ی یک هسته�ی اگر ١٩.٢.١ تعریف

k(x, t) =
k̂(x, t)

(x− t)α

� است. ضعیف تکینگی دارای k گوییم آنگاه ،α ∈ (۰, ۱) و کراندار تابعی k̂ که طوری به باشد،



٢ فصل

ناپیوسته گالرکین و گالرکین روش

محاسبه� به روش، دو این در کلی به�طور می�پردازیم. ناپیوسته گالرکین سپس و گالرکین روش معرفی به فصل این در

مشاهده�ی برای می�پردازیم. شده داده متناهی� بعد با زیرفضای یک در مساله دقیق جواب تقریب بهترین تخمین و

کنید. مراجعه [١١ ،٧] به بیشتر جزییات

تصویر قضیه�ی ١.٢

عنوان به زد. تقریب را مساله جواب می�توان آن از استفاده با که است جبرخطی در بنیادین نتیجه�ای تصویر قضیه�ی

کمک به باشد. آن از متناهی� بعد با زیرفضایی نیز W و V داخلی ضرب فضای از عضوی u بردار کنید فرض مثال

∥u−w∥ که کرد پیدا می�توان طوری را w ∈W دیگر عبارت به یا یافت Wرا در u تقریب بهترین می�توان قضیه این

شود. ممکن مقدار کوچک�ترین

به�طوری�که باشند فضا این عضو دو v و u نیز و ⟨., .⟩ داخلی ضرب با داخلی ضرب فضای یک V اگر ١.١.٢ تعریف

� متعامدند. v و u گوییم آنگاه ،⟨u, v⟩ = ۰

هر برای فیثاغورث قضیه�ی پس می�شود، تعریف داخلی ضرب از استفاده با داخلی ضرب فضای یک نرم چون

آنگاه ،⟨u, v⟩ = ۰ همچنین و V داخلی ضرب فضای از بردار دو v و u اگر است. برقرار داخلی ضرب فضای

∥u+ v∥۲ = ⟨u+ v, u+ v⟩ = ⟨u, u⟩+ ۲⟨u, v⟩+ ⟨v, v⟩

= ⟨u, u⟩+ ⟨v, v⟩

= ∥u∥۲ + ∥v∥۲.

می�آید. حساب به تصویر قضیه�ی اثبات برای پایه�ای فیثاغورث قضیه�ی

از متناهی� بعد با زیرفضای یک نیز W و داخلی ضرب فضای یک V کنید فرض .( تصویر (قضیه�ی ٢.١.٢ قضیه
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آنگاه .u ∈ V می�گیریم درنظر همچنین باشد، V

به�طوری�که دارد وجود w ∈W یکتای بردار .١

∥u− w∥ < ∥u− z∥ , ∀z ∈W, z ̸= w.

نامند. W در u تصویر یا W فضای در u تقریب بهترین را w بردار

کند صدق زیر عبارت در z ∈W هر برای اگر تنها و اگر است، W فضای از u تقریب بهترین w بردار .٢

w ∈W, ⟨u− w, z⟩ = ۰. (١.٢)

نوشت می�توان w ∈W فرض با حال باشد، W متناهی� بعد با فضای برای پایه�ای {w۱, . . . , wn} کنید فرض

w =

n∑
j=۱

αjwj .

داریم باشد، صادق (١.٢) عبارت در w اگر

⟨
u−

n∑
j=۱

αjwj , wi

⟩
= ۰, i = ۱, ۲, . . . , n

⇒ ⟨u,wi⟩ −
n∑
j=۱

αj⟨wj , wi⟩ = ۰, i = ۱, ۲, . . . , n

⇒
n∑
j=۱

⟨wj , wi⟩αj = ⟨u,wi⟩, i = ۱, ۲, . . . , n.

حل با پس است. α۱, α۲, . . . , αn متغیر n و معادله n شامل که می�شود حاصل خطی معادله�ی دستگاه یک بنابراین

کرد. پیدا را تقریب بهترین یعنی w می�توان دستگاه این

باشند شده تعریف زیر شکل به b ∈ Rn و G ∈ Rn×n اگر

Gij = ⟨wj , wi⟩, i, j = ۱, ۲, . . . , n,

bi = ⟨u,wi⟩, i = ۱, ۲, . . . , n,

W برای متعامد پایه�ی یک {w۱, . . . , wn} اگر می�شود. حاصل Gα = b به�صورت خطی معادلات دستگاه آنگاه

به�صورت Gα = b دستگاه جواب و قطری ماتریس یک G نتیجه در wj⟩؛ , wi⟩ = ۰ داریم ،i ̸= j برای آنگاه باشد،
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است زیر

αi =
⟨u,wi⟩
⟨wi, wi⟩

, i = ۱, ۲, . . . , n.

تغییراتی مساله�ی یک برای گالرکین روش ٢.٢

است زیر به�صورت مرزی اولیه�ی مقدار با مساله یک تغییراتی شکل می�دانیم

u ∈ V, a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V, (٢.٢)

تابعک یک بیانگر نیز l(.) : V −→ R و دوخطی عملگر یک a(., .) : V × V −→ R و هیلبرت یکفضای V که

فضای این به مربوط نرم که است V فضای در داخلی ضرب دهنده�ی نشان a(., .) خطی دو شکل است. پیوسته خطی

نوشت می�توان v ∈ V هر برای پس است معروف انرژی نرم به داخلی ضرب

∥v∥E =
√
a(v, v).

جواب u ∈ V می�دانیم همچنین باشد، V از متناهی� بعد با زیرفضای W = {w۱, . . . , wn} کنید فرض ادامه در

آورد دست به را KU = F دستگاه جواب باید انرژی نرم در u تقریب بهترین یافتن برای حال است (٢.٢) مساله�ی

می�شود بیان زیر به�صورت که n× n است ماتریسی K به�طوری�که

Kij = a(wj , wi), i, j = ۱, ۲, . . . n,

می�شود تعریف زیر شکل به نیز F ∈ Rn این بر علاوه

Fi = a(u,wi) = l(wi), i, j = ۱, ۲, . . . n.

جواب می�توان U ∈ Rn از استفاده با می�نامند. نیرو بردار را F بردار و سختی ماتریس ،K ماتریس به این�جا در

کرد بیان زیر به�شکل را تقریبی

w =

n∑
i=۱

Uiwi.

چون می�گویند. گالرکین روش ،U بردار کردن پیدا برای بالا روش به

a(w,wi) = a(u,wi) = l(wi), i = ۱, ۲, . . . , n


