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مقدمه 1.0
به زیاد خیلی توجه آن علت است، گرفته قرار توجه مورد خیلی اخیراً کسري دیفرانسیل معادلات
مکانیک، فیزیک، : ازقبیل مختلف علوم در ساختارهاي چنین کاربردهاي و کسري محاسبات تئوري
می�توان آنها در موجود مراجع و [1-6] به بیشتر جزئیات براي که است غیره و مهندسی شیمی،
مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي جواب وجود مسئله�ي مقالات، از برخی اخیراً کرد. مراجعه
3 بالاچاندرن و 2 اورگان ،1 هرناندز : مثل ریاضیدانانی که داده�اند قرار بحث مورد را مجرد کسري
جواب�هاي که داده�اند نشان و داده�اند قرار اساسی نقد و بررسی مورد را کارها آن [7] مقاله�اي طی
براي را آن� وجود و صحیح ملایم جواب تعریف و نبوده صحیح قبلی کارهاي در شده ارائه ملایم
جواب یا ) جواب چندگانگی و وجود مقالات، از بعضی هم�چنین کرده�اند. بررسی اولیه مقادیر مسائل
غیرخطی آنالیز فنون از استفاده با را اولیه� شرایط با غیرخطی کسري دیفرانسیل معادله�ي ( مثبت
در ببینید. را [8-13] مراجع کرده�اند، بحث ( غیره و 4 لري-شودر قضیه�ي و نقطه-ثابت (قضیه�ي
در که است گرفته صورت کمی تحقیقات کسري دیفرانسیل معادلات براي دیریکله، مسائل مورد

کرد. اشاره [14] [15]و به می�توان خطی حالت
کسري محاسبات معرفی به را اول فصل کرده�ایم. بیان مجزا فصل سه در را نوشته این مطالب
فصل در کرده�ایم. معرفی را کسري دیفرانسیل معادلات نوشته این دوم فصل در داده�ایم. اختصاص
درگیر مرزي مقدار مسئله�ي و می�پردازیم اصلی مسئله�ي به است [21] مقاله اساس بر که سوم
مثبت جواب�هاي چندگانگی و وجود می�گیریم. نظر در را غیرخطی کسري دیفرانسیل معادله�ي با
آن، از استفاده با و می�شود ساخته مرزي مقدار مسئله�ي گرین تابع می�دهیم. قرار بحث مورد را
بررسی جهت نقطه-ثابت قضایاي از و شده تبدیل دوم نوع فردهلم انتگرال معادله�ي یک به مسئله

شود. استفاده جواب وجود

1E.Hernandez
2D.Oregan
3K.Balachandran
4Leray-Shauder



1 فصل
کسري محاسبات

ریاضی، نشده�ي حل مسئله�ي یک پرده�ي پشت در که است این حقیقت
است. عمومی قضایاي نظام�مند ساماندهی عدم اغلب

(1862-1943) هیلبرت

تاریخچه 1.1
صحیح عدد n آن در و می�کند بیان را nام مرتبه�ي مشتق که کرد اختراع لایبنیتز1 را d

ny

dxn
نماد

”اگر بپرسد: لایبنیتز3 از هوپیتال2 شد موجب 1695 سال در نمادها با ساده بازي یک شاید است.
هندسه و نامتناهی سري�هاي ”اگرچه نوشت: پاسخ در لایبیتز بود؟“ خواهد چه نتیجه باشد n =

1

2
مثبت صحیح توان�هاي از استفاده به مجاز فقط نامتناهی سري�هاي در ولی دارند هم با دوري رابطه
برابر d 1

2x” می�دهد: ادامه و نداشتیم.“ را کسري توان�هاي از استفاده حال به تا و هستیم منفی و

داد.“ خواهد مفیدي نتایج روز یک که است چیزي از آشکار پارادوکس یک این x.
√
dx

x
با است

مشتق از اشاره اولین شد، ایجاد کسري محاسبات توسعه در کوچکی پیشرفت�هاي بعد سال�هاي در
مثبت صحیح عدد mیک که y = xm با او شد ارئه لاکرویکس4 از 1819 سال در دلخواه مرتبه از

داد: توسعه را آن nام مشتق راحتی به و کرد شروع است

dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n.

1Leibniz
2Hopital
3Leibniz
4Lacroix



2 تاریخچه .1.1

آورد: دست به گاما) (تابع فاکتوریل تعمیم براي لژاندر نماد از استفاده با و

dny

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n.

داد: ارئه را n = 1
2
و y = x مثال سپس

d
1
2y

dx
1
2

=

√
4x

π
=

2
√
x√
π
.

باشد. داشته کاربرد زیادي توابع براي نمی�توانست لاکرویکس روش
این به را f(x) تابع ابتدا او شد. برداشته فوریه5 توسط بعدي قدم دلخواه مرتبه از مشتق براي

کرد: معرفی صورت

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(α)dα

∫ +∞

−∞
cos p(x− α)dp.

داریم: صحیح n براي طرفی از

dn

dxn
cos p(x− α) = pn cos[p(x− α) +

1

2
nπ].

آورد: دست به را زیر تعمیم u با n جایگذاري با فوریه

du

dxu
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(α)dα

∫ +∞

−∞
pu cos[p(x− α) +

1

2
uπ]dp.

می�کرد. فراهم u دلخواه مقدار هر براي را uام مرتبه مشتق از تعریفی رابطه این که
توسعه شروع نقطه کرد، شروع کسري محاسبات در را خود اصلی مطالعه�ي لیوویل6 1832 سال در

بود: صحیح مرتبه از مشتقات مشهور نتیجه نظریه�اش

Dmeax = ameax,

داد: بسط را دلخواه مرتبه از مشتقات او که

Dνeax = aνeax.

5Fourier
6Liouville



3 کسري محاسبات .1 فصل

شود: داده بسط سري یک صورت به f(x) اگر که کرد فرض لیوویل

f(x) =
∞∑
n=0

cne
anx, Re an > 0. (1.1)

است: چنین f(x) از دلخوا مشتق پس

Dvf(x) =
∞∑
n=0

cna
v
ne

anx.

را دلخواه مرتبه از مشتق یک فرمول این چه اگر است. معروف لیوویل فرمول اولین به فوق فرمول
است. مفید (1.1) فرم به توابعی براي فقط اما می�دهد، نماش

انتگرال یک با او کرد. آغاز را دومی تعریف بندي فرمول و بود آگاه محدودیت این از لیوویل شاید
کرد: شروع گاما تابع به وابسته معین

I =

∫ ∞

0

ua−1e−xudu, a > 0, x > 0.

آورد: دست به xu = t متغیر تغییر با

I = x−a

∫ ∞

0

ta−1e−tdt = x−aΓ(a)

یا
x−a =

1

Γ(a)
I.

آورد: دست به را زیر رابطه تا کرد اعمال بالا معادله طرف دو هر روي را Dν عملگر سپس

Dνx−a =
(−1)ν

Γ(a)

∫ ∞

0

ua+ν−1e−xudu.

رسید: کسري مشتق از خود تعریف دومین به لیوویل بنابراین

Dνx−a =
(−1)νΓ(a+ ν)

Γ(a)
x−a−ν , a > 0.

بود. a > 0 با f(x) = x−a فرم به توابع به محدود نیز تعریف این
در که بود ریمان7 از مقاله�اي یک از کسري حساب توسعه�ي در مفید پیشرفت بیشترین احتمالا

7Riemann



4 تاریخچه .1.1

سري تعمیم از ریمان شد. منتشر 1892 سال در مرگش، از پس اما بود نوشته دانشجویی دوران
کرد: تعریف و کرد استفاده کسري مرتبه انتگرال آوردن دست به براي تیلور

D−νf(x) =
1

Γ(ν)

∫ x

c

(x− t)ν−1f(t)dt+ ψ(x).

را ψ(x) متمم تابع خود تعریف به دید مناسب ریمان گیري، انتگرال پایین حد در ابهام بخاطر
کند. اضافه

در شد منتهی می�شناسیم، ریمان-لیوویل8 تعریف را آن ما که آنچه به سرانجام که کاري نخستین
فرمول با که شد، ظاهر دلخواه“ شاخص با ”مشتق عنوان با 1869 سال در سونین9 توسط مقاله�اي
لتنیکوف10 1872 تا 1868 سال از کسري محاسبات موضوع در بود. کرده شروع کوشی انتگرال
تعمیمی “ دلخواه نماي با مشتق نظریه اصلی مفاهیم بر ”شرحی عنوان با او مقاله نوشت. مقاله چهار
تعریف صورت این به ν دلخواه مرتبه از انتگرال که شد این به منتهی دو آن کار بود. سونین مقاله از

شود:

cD
−ν
x f(x) =

1

Γ(ν)

∫ x

c

(x− t)ν−1f(t)dt, Re(ν) > 0 (2.1)

کاربردي تعریف بیشترین است. متمم تابع بدون ریمان تعریف همان (2.1) رابطه x > c براي
باشد: c = 0 که است زمانی

0D
−ν
x f(x) =

1

Γ(ν)

∫ x

0

(x− t)ν−1f(t)dt, Re(ν) > 0 (3.1)

می�نامند. ریمان-لیوویل انتگرال را کسري انتگرال از فرمول این که
می�شود: صورت این به (2.1) باشد بی�نهایت منفی c وقتی

−∞D
−ν
x f(x) =

1

Γ(ν)

∫ x

−∞
(x− t)ν−1f(t)dt, Re(ν) > 0 (4.1)

8Riemann-Liouville
9Sonin

10Letnikov



5 کسري محاسبات .1 فصل

ریمان-لیوویل کسري انتگرال 2.1
روي و بوده تکه�اي پیوسته J ′ = (0,∞) روي f تابع و Re ν > 0 کنید فرض .1.2.1 تعریف

t > 0 هر براي آنگاه باشد، پذیر انتگرال J = [0,∞) از متناهی بازه�ي زیر هر

0D
−ν
t f(t) =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1f(ξ)dξ (5.1)

می�نامیم. ν مرتبه�ي از f تابع ریمان-لیوویل کسري انتگرال را

فوق تعریف مورد در بحث
نیازمندیم همچنین بود. خواهد ناسره انتگرال (5.1) کسري انتگرال آنگاه 0 < Re ν < 1 اگر
که −1 < µ < 0 با tµ و ln t مانند توابعی با تا باشد تکه�اي پیوسته�ي J ′ = (0,∞) در f تابع

باشد. داشته مطابقت می�کند رفتار صفر نقطه�ي همسایگی در
کرد. خواهیم فرض ν > 0 نوشته این در توضیح:

می�نامیم. Cکلاس را هستند (1.2.1) تعریف شرایط داراي که توابعی دسته .2.2.1 تعریف

کسري انتگرال از مثال چند 1.2.1
داریم: کسري انتگرال تعریف بنابر µ > −1 که f(t) = tµ کنید فرض مثال: J

0D
−ν
t tµ =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1 ξµdξ.

داشت خواهیم ξ = tu متغیر تغییر با

0D
−ν
t tµ =

1

Γ(ν)
tµ+ν

∫ 1

0

(1− u)ν−1 uµdu

=
1

Γ(ν)
B (µ+ 1, ν) tµ+ν

=
Γ(µ+ 1)tµ+ν

Γ(µ+ 1 + ν)
.

پس

0D
−ν
t tµ =

Γ(µ+ 1)tµ+ν

Γ(µ+ 1 + ν)
, ν > 0, µ > −1, t > 0. (6.1)
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است: چنین K ثابت کسري انتگرال آنگاه باشد، µ = 0 فوق مثال در اگر بویژه

0D
−ν
t K =

K

Γ(ν + 1)
tν , ν > 0. (7.1)

می�باشد ثابت یک a که باشد f(t) = eat اگر مثال: J
تعریف از استفاده با و هست C کلاس از eat که است واضح

0D
−ν
t eat =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1eaξdξ, ν > 0. (8.1)

داشت خواهیم x = t− ξ متغییر تغییر با

0D
−ν
t eat =

eat

Γ(ν)

∫ t

0

xν−1e−axdx, ν > 0. (9.1)

داشت خواهیم کنیم اعمال را ax = ξ متغیر تغییر (9.1) در اگر

0D
−ν
t eat =

eat

Γ(ν)aν

∫ at

0

ξν−1e−ξdξ. (10.1)

تابع نام به معروفی مقدماتی تابع به اما نیست مقدماتی تابع یک (10.1) انتگرال که است واضح
می�شود. تعریف زیر صورت به تایع این که می�باشد وابسته ناقص گاماي

داریم Re ν > 0 براي ناقص: گاماي تابع .3.2.1 تعریف

γ∗(ν, t) =
1

Γ(ν)tν

∫ t

0

ξν−1e−ξdξ.

داریم فوق تعریف از استفاده با

γ∗(ν, at) =
1

Γ(ν)(at)ν

∫ at

0

ξν−1e−ξdξ.

نوشت: زیر صورت به می�توان را (10.1) درنتیجه

0D
−ν
t eat = tνeatγ∗(ν, at). (11.1)
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نشان Et(ν, a) نماد با آن�را شد، خواهد دیده کسري محاسبات در بارها (11.1) راست سمت چون
داد: خواهیم

Et(ν, a) = tνeatγ∗(ν, at). (12.1)

داریم: کسري انتگرال تعریف از استفاده با f(t) = cos(at) کنید فرض مثال: J

0D
−ν
t cos(at) =

1

Γ(ν)

∫ t

0

ξν−1 cos a(t− ξ)dξ, ν > 0. (13.1)

می�نویسیم: صورت این به راحتی براي که

0D
−ν
t cos(at) = Ct(ν, a). (14.1)

داشت: خواهیم کسري انتگرال تعریف از استفاده با مجددا f(t) = sin(at) کنید فرض J

0D
−ν
t sin(at) =

1

Γ(ν)

∫ t

0

ξν−1 sin a(t− ξ)dξ, ν > 0. (15.1)

می�کنیم: بیان صورت این به نیز را این که

0D
−ν
t sin(at) = St(ν, a). (16.1)

کرده�ایم. استفاده t− ξ = x متغیر تغییر از اخیر مثال دو در توضیح:

داشت: خواهیم را زیر فشرده�ي فرمول�هاي ν > 0 براي درنتیجه

0D
−ν
t eat = Et(ν, a),

0D
−ν
t cos(at) = Ct(ν, a), (17.1)

0D
−ν
t sin(at) = St(ν, a).

باشد: ν = 1
2
اگر بویژه

0D
− 1

2
t eat = Et(

1

2
, a)

=
eata−

1
2

√
π

∫ at

0

ξ−
1
2 e−ξdξ.



8 ریمان-لیوویل کسري انتگرال .2.1

داشت خواهیم کنیم اعمال را ξ 1
2 = t متغیر تغییر فوق رابطه�ي در اگر

0D
− 1

2
t eta =

2eata−
1
2

√
π

∫ (at)
1
2

0

e−t2dt

= eata−
1
2Erf(at)

1
2 . (18.1)

می�شود: تعریف صورت این به و می�باشد خطا تابع Erf ،(18.1) در که

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−ξ2dξ.

همچنین

0D
− 1

2
t cos(at) = Ct(

1

2
, a)

=

√
2

a
[cos(at)C(x) + sin(at)S(x)] . (19.1)

و

0D
− 1

2
t sin(at) = St(

1

2
, a)

=

√
2

a
[sin(at)C(x)− cos(at)S(x)] . (20.1)

که
x =

√
2at

π

می�شوند: تعریف زیر صورت به و هستند فرنل انتگرال�هاي S(x) و C(x) و

C(x) =

∫ x

0

cos
1

2
πt2dt,

S(x) =

∫ x

0

sin
1

2
πt2dt.

وجود ابهام احتمال اگر می�کنیم، حذف 0D
−ν
t نماد از را t و 0 اندیس�هاي سادگی براي توضیح:

کرد. خواهیم استفاده اصلی نماد از باشد صفر غیر انتگرال پایین حد یا باشد داشته
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جملاتی فرم به را f تابع در t صحیح توان کسري انتگرال می�توان آیا ببینیم می�خواهیم حال
کرد؟ بیان f تابع کسري انتگرال�هاي از
داریم: (1.2.1) تعریف از f ∈ C اگر

D−ν [tf(t)] =
1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1[ξf(ξ)]dξ, ν > 0.

بنویسیم: را زیر اتحاد فوق، انتگرال در براکت داخل عبارت جاي به اگر

[t− (t− ξ)]f(ξ)

داشت: خواهیم

D−ν [tf(t)] =
1

Γ(ν)

(∫ t

0

(t− ξ)ν−1[t− (t− ξ)]f(ξ)dξ

)
=

1

Γ(ν)

(
t

∫ t

0

(t− ξ)ν−1f(ξ)dξ −
∫ t

0

(t− ξ)νf(ξ)dξ

)
= t[D−νf(t)]− ν[D−ν−1f(t)].

نتیجه در

D−ν [tf(t)] = t[D−νf(t)]− ν[D−ν−1f(t)]. (21.1)

مثال به�عنوان

D−ν [teat] = tEt(ν, a)− νEt(ν + 1, a). (22.1)

D−ν [t cos(at)] = tCt(ν, a)− νCt(ν + 1, a), ν > 0. (23.1)

D−ν [t sin(at)] = tSt(ν, a)− νSt(ν + 1, a), ν > 0. (24.1)
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آنگاه باشد نامنفی صحیح عدد p اگر داد. تعمیم می�توان راحتی به را (21.1) معادله�ي

D−ν [tpf(t)] =
1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1[ξpf(ξ)]dξ, ν > 0 (25.1)

و

ξp = [t− (t− ξ)]p =

p∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
tp−k(t− ξ)k.

داشت: خواهیم (25.1) در عبارت این کردن جانشین با

D−ν [tpf(t)] =
1

Γ(ν)

p∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
tp−k

∫ t

0

(t− ξ)ν+k−1f(ξ)dξ

=
1

Γ(ν)

p∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
Γ(ν + k)tp−k[D−(ν+k)f(t)].

(26.1)

است صورت این به tp kام مشتق که می�دانیم طرفی از

Dktp =
Γ(p+ 1)

Γ(p− k + 1)
tp−k =

p!

(p− k)!
tp−k.

می�دانیم نیز )و
−m
n

)
= (−1)n

Γ(m+ n)

n!Γ(m)
.

نوشت زیر صورت به می�توان را (26.1) بنابراین

D−ν [tpf(t)] =

p∑
k=0

(
−ν
k

)
[Dktp][D−ν−kf(t)]. (27.1)

مثال به�عنوان

D−ν [tpeat] =
1

Γ(ν)

p∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
Γ(ν + k)tp−kEt(ν + k, a). (28.1)
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اگر حال بود. صفر انتگرال�گیري پایین حد آنها همه� در کرده�ایم بررسی الان تا که را مثال�هاي
کرد؟ می�توان چه نباشد صفر انتگرال�گیري پایین حد

بگیرید نظر در را زیر فرمول

cD
−ν
t f(t) =

1

Γ(ν)

∫ t

c

(t− ξ)ν−1f(ξ)dξ, ν > 0, 0 6 c < t. (29.1)

است. [c,∞) روي C کلاس از f آن در که
داشت: خواهیم (29.1) در ξ = t(1− x) متغیر تغییر با

cD
−ν
t f(t) =

tν

Γ(ν)

∫ τ

0

xν−1f(t− tx)dx, (30.1)

آن در که
τ =

t− c

t

با است. دلخواه µ ، c > 0 اگر و است µ > −1، c = 0 اگر .f(t) = tµ کنید فرض مثال: J
داشت: خواهیم (30.1) در جایگذاري

cD
−ν
t tµ =

tµ+ν

Γ(ν)

∫ τ

0

xν−1(1− x)µdx

=
tµ+ν

Γ(ν)
Bτ (ν, µ+ 1), (31.1)

می�شود. (6.1) رابطه�ي به تبدیل (31.1) باشد، c = 0 اگر که
داشت: خواهیم (30.1) از باشد، sin(at) یا cos(at) یا eat، f(t) اگر گذشته این از

cD
−ν
t eat = eacEt−c(ν, a),

cD
−ν
t cos(at) = (cos ac)Ct−c(ν, a)− (sin ac)St−c(ν, a), (32.1)

cD
−ν
t sin(at) = (sin ac)Ct−c(ν, a) + (cos ac)St−c(ν, a).
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هر ازاي به آنگاه باشد µ, ν > 0 و بوده پیوسته J = [0,∞) روي f کنید فرض .4.2.1 قضیه
داشت: خواهیم بازه این از t

D−ν [D−µf(t)] = D−(µ+ν)f(t) = D−µ[D−νf(t)]. (33.1)

ببینید. را 4 بخش 3 فصل [1] مرجع اثبات.
4.2.1 قضیه�ي مورد در بحث

I همانی عملگر D0 باید باشد، برقرار است ν = 0 یا µ = 0 که زمانی فوق قضیه اینکه براي
باشد. همانی عملگر D0 که می�کنیم قرارداد پس شود، تعریف

که دیدیم f پیوسته تابع و p مثبت و صحیح عدد هر براي

D−pf(t) =
1

(p− 1)!

∫ t

0

(t− x)p−1f(x)dx (34.1)

µ = p کنیم فرض (33.1) در اگر است،که f(t) تابع از انتگرال بار p حاصل (34.1) رابطه�ي
داشت: خواهیم

D−p[D−νf(t)] = D−(p+ν)f(t) = D−ν [D−pf(t)]. (35.1)

کسري انتگرال با برابر f تابع ν مرتبه�ي کسري انتگرال از انتگرال بار p حاصل که می�بینیم بنابراین
هستند. f از انتگرال بار p، ν مرتبه�ي کسري انتگرال با برابر آنها دوي هر و است p+νمرتبه��ي از f
بعضی که است برقرار کسري انتگرال�هاي براي ترکیب قانون که می�دهد نشان قضیه این همچنین

می�نامیم. نیز کسري انتگرال براي نما�ها قانون را آن اوقات
استفاده (4.2.1) قضیه�ي از می�توان ،پس است پیوسته eat چون باشد، f(t) = eat اگر مثال: J

کرد
D−ν [D−µeat] = D−(µ+ν)eat, ∀ν > 0, µ > 0.

پس: D−µeat = Et(µ, a) داریم (17.1) از اما

D−(µ+ν)eat = Et(µ+ ν, a).



13 کسري محاسبات .1 فصل

بنابراین

D−νEt(µ, a) = Et(µ+ ν, a), µ > −1, ν > 0. (36.1)

داشت خواهیم صورت همین به و

D−νCt(µ, a) = Ct(µ+ ν, a), µ > −1, ν > 0, (37.1)

D−νSt(µ, a) = St(µ+ ν, a), µ > −2, ν > 0. (38.1)

مشتق از کسري انتگرال و کسري انتگرال از مشتق 2.2.1
آنگاه: باشد ν > 0 و بوده پیوسته J = [0,∞) روي f کنید فرض .5.2.1 قضیه

آنگاه: باشد C کلاس از Df اگر الف-

D−ν−1[Df(t)] = D−νf(t)− f(0)

Γ(ν + 1)
tν ,

t > 0 براي آنگاه باشد پیوسته J بازه�ي در Df اگر ب-

D[D−νf(t)] = D−ν [Df(t)] +
f(0)

Γ(ν)
tν−1.

ببینید. را 5 بخش 3 فصل [1] مرجع اثبات.
داشت: خواهیم (5.2.1) قضیه (الف) قسمت از استفاده با f(t) = eat اگر مثال: J

D−ν−1[aeat] = D−ν [eat]− tν

Γ(ν + 1)

داریم: (17.1) از استفاده با و

aEt(ν + 1, a) = Et(ν, a)−
tν

Γ(ν + 1)
(39.1)

داشت: خواهیم (5.2.1) قضیه (ب) قسمت از استفاده با

DEt(ν, a) = aEt(ν, a) +
tν−1

Γ(ν)


