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गھانوଦا৯دکا॥تభنار࢟ت�یآنगھان.
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انبساطͬ غیر توابع ثابت نقاط برای همͽرایی قضایای

سعیدی شهرام دکتر مشاور: استاد واعظͬ حمید دکتر راهنما: استاد

آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع
ریاضͬ

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:
٩٩ صفحه: تعداد ١٣٨٩ زمستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

و ثابت نقاط پذیر، میانگین گروه�های نیم میانگین، کلیدواژه�ها:
تکراری. فرآیندهای

چͺیده
را انبساطͬ غیر تابع برای زو و مارینو توسط شده ثابت قضیۀ رساله این در
اکیداً −δ کراندار، غیر خطͬ، غیر عملͽر جایͽذاری با و فرضکمتر ͷی با
خطͬ، عملͽر جای به δ+λ > ١ شرط با F انقباضنمای اکیداً λ و افزاینده
توابع از پذیر میانگین گروه نیم برای ،γ ثابت با A مثبت قویاً و کراندار
کین توسط شده بیان قضیۀ علاوه به مͬ�کنیم. ثابت و بیان انبساطͬ غیر
انبساطͬ غیر توابع از نامتناهͬ پذیر شمارش خانوادۀ برای همͺارانش و
پذیر شمارش خانوادۀ و انبساطͬ غیر توابع از پذیر میانگین نیم�گروه به را
قضیه که مͬ�دهیم نشان مͬ�دهیم. توسیع انبساطͬ غیر توابع از نامتناهͬ
مͬ�شود. نتیجه شده) داده (توسیع قضیه این از براحتͬ همͺارانش و کین
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مقدمه

مهم مباحث از ͬͺی انبساطͬ غیر توابع ثابت نقاط برای تکراری فرآیندهای مبحث
و کرده بحث زمینه این در متعددی نویسندگان است. غیرخطͬ تابعͬ آنالیز جالب و
اعضایيكخانواده اشترك در يكنقطه يافتن بدستآورده�اند. را جالبی و مهم نتایج
در اغلب كه است مسئله�ای انبساطͬ غیر توابع ثابت نقاط حاوی مجموعه�های از
يك يافتن مͬ�شويم. مواجه آن با مهندسͬ و رياضͬ علوم از مختلف زمينه�هاي
نگاشت�های ثابت نقاط روی دوم درجه تابع يك سازی مͬ�نيمم مسئله برای جواب
از است. سيͽنال�ها تقريب در جمله از زيادی اهميت دارای عمل در غيرانبساطͬ
را تغييراتͬ نامساوی�های حل مانند كاربردی علوم در بسياری مسائل ديͽر سوی
غیر توابع از خانواده�ای ثابت نقاط اشتراک در ثابت نقطۀ يك يافتن به مͬ�توان

داد. کاهش انبساطͬ
مختصری اول فصل نخست بخش در مͬ�باشد. فصل سه بر مشتمل رساله این
است مروری اول فصل دوم بخش مͬ�کنیم. بیان را تکراری فرآیندهای تاریخچۀ از
لم بخش این در همچنین و مختلف منابع در شده بیان قضایای و لم�ها تعاریف، بر
٢.١.٣ اثباتقضیۀ در که انقباضنما، اکیداً −λ و افزاینده نگاشتδ−قویاً به مربوط
این سوم بخش در مͬ�کنیم. ثابت و بیان را است، شده استفاده آن از مͺرر طور به
مشهور نتایج ازجمله و انبساطͬ غیر توابع به مربوط قضایای و لم�ها تعاریفو فصل،
در مͬ�کنیم. بیان را انبساطͬ غیر توابع مورد در ٢ شیوجͬ و تاکاهاشͬ و ١ براک
میانگین گروه�های نیم به مربوط قضایای و لم�ها و تعاریف فصل، این چهارم بخش
فرآیندهای از برخͬ دوم، فصل اول بخش در مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را پذیر

١Bruck
٢Shioji

چ



ح مقدمه

کاربردهایی و رفته�اند بͺار انبساطͬ غیر توابع ثابت نقاط تقریب برای که تکراری
روی دوم درجۀ تابع ͷی سازی مینیمم برای بهینه شرط و وردشͬ نامساویهای در
این دوم بخش در مͬ�کنیم. بیان را دارند، انبساطͬ غیر نگاشت�های ثابت نقاط
توابع از پذیر میانگین گروه�های نیم ثابت نقاط تقریب برای که فرآیندهایی فصل،
از گرفتن ایده با سوم فصل اول بخش در مͬ�کنیم. بیان را رفته�اند بͺار انبساطͬ غیر
را ٢.١.٣ قضیۀ ٧.٢.٢ و ۶.٢.٢ ،۴.٢.٢ ،۶.١.٢ ،۴.١.٢ ،٢.١.٢ ،١.١.٢ قضیه�های
قضیه این در که کرده�ایم ثابت انبساطͬ غیر توابع از پذیر میانگین گروه نیم برای را
،۴.١.٢ قضیه�های در که γ ثابت با A مثبت قویاً و کراندار خطͬ، عملͽر بجای
کراندار غیر و خطͬ غیر عملͽر از رفته کار به ٧.٢.٢ و ۶.٢.٢ ،۴.٢.٢ ،۶.١.٢
برده�ایم بͺار را δ + λ > ١ شرط با F نمای انقباض اکیداً λ و افزاینده اکیداً −δ

اکیداً −١
٢ و افزاینده قویاً −γ ،A نگاشت γ > ١

٢ که حالتͬ در که کرده�ایم ثابت و
،۴.٢.٢ ،٨.١.٢ ،٧.١.٢ قضیه�های از گرفتن ایده با همچنین و است انقباض�نما
انبساطͬ غیر توابع از پذیر میانگین گروه نیم برای را ۵.١.٣ قضیه ٨.٢.٢ و ۶.٢.٢
براحتͬ [٢٠] مرجع از ٨.١.٢ قضیۀ و [٩] مرجع از ٧.١.٢ قضیۀ که کرده�ایم ثابت
میانگین�ها از کاربردهایی فصل این دوم بخش در مͬ�شوند. نتیجه ۵.١.٣ قضیۀ از

است. شده استخراج زیر مقالۀ دو رساله این از داده�ایم. قرار بررسͬ مورد را

1. H. Piri and H. Vaezi, Strong convergence of a generalized iterative method
for semigroup of nonexpansive mappings in Hilbert spaces, Fixed Point
Theory and Applications (2010), Art. ID 907275, 1-16.

2. H. Piri and H. Vaezi, An iterative method for amenable semigroup and
infinite family of non expansive mappings, To appear in Bulletin of the
Iranian Mathematical Society.



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

پژوهش پیشینۀ و تاریخچه ١.١

H حقیقͬ هیلبرت فضای از محدب و بسته خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد انبساطͬ غیر نگاشت T : C → C و بوده

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

تقریب برای معمولا˟ تکراری فرآیندهای .Fix(T ) = {x ∈ C : Tx = x} مͬ�دهیم قرار

تقریبنقاط برای فرآیندها این از بعضͬ مͬ�روند. بͺار انبساطͬ غیر ثابتتوابع نقاط

همزمان ثابت نقاط این که مͬ�روند کار به انبساطͬ غیر توابع از خانواده�ای ثابت

فرآیند نخستین . است ٢ موازنه�ای مسئلۀ چند و ١ وردشͬ نامساوی چند جواب
١Variational inequality
٢equilibrium problem

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

صورت به ٣ هالپرن توسط ١٩۶٧ سال در تکراری

xn+١ = αnx٠ + (١− αn)Txn, n ≥ ٠. (١.١)

ثابت [۶] هالپرن است. [٠,١] عضو {αn}∞n=١ دنبالۀ و x٠ ∈ C آن در که تعریفشد

شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ اگر که کرد

و limn→∞ αn = ٠ (C١

∑∞
n=٠ αn = ∞ (C٢

هیلبرت فضای استدر شده تولید توسط(١.١) که {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه کند، صدق

داد نشان [١٠] ۴ لیونز ١٩٧٧ سال در است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای حقیقͬ

شرط و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ اگر که

limn→∞
αn−αn−١

α٢n
= ٠ (C٣

فضای در است شده تولید (١.١) توسط که {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه کند، صدق

{ ١
n+١}

∞
n=١ ⊂ R دنبالۀ وضوح به است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای حقیقͬ باناخ

۵ ویتمن ١٩٩٢ سال در مͬ�کند. صدق کردند فرض لیونز و هالپرن که شرایطͬ در

شرط و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ اگر کرد ثابت [٣٣]
٣Halpern
۴Lions
۵Wittmann



٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

∑∞
n=١ |αn+١ − αn| < ∞ (C۴

فضای در است شده تولید (١.١) توسط که {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه کند، صدق

۶ زو ٢٠٠٢ سال در بالاخره است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای حقیقͬ باناخ

شرط ،(C۴) شرط ویا (C٣) شرط بجای [٣۶]

limn→∞
αn

αn+١
= ١ (C۵

(C۵) شرط و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ اگر کرد ثابت و داد پیشنهاد را

باناخ فضای در است شده تولید (١.١) توسط که {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه کند، صدق

ثابتکرد زو استهمچنین .x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای یͺنواختهموار حقیقͬ

در {xn}∞n=١ دنبالۀ همͽرایی برای بود فرضکرده هالپرن که (C٢) و (C١) شرایط که

دنبالۀ همͽرایی برای شرایط این نیست معلوم ولͬ است لازم حقیقͬ باناخ فضای

مختلفͬ دنباله�های موضوع این بررسͬ برای نه. یا هستند کافͬ فضا این در {xn}∞n=١

را [٣٩ ،٣٨ ،٣۵ ،٢٩ ،٢٨ ،١۵ ،١۴ ،٩ ،۴] مراجع مثال عنوان (به شده�اند تعریف

{xn}∞n=١ دنبالۀ همͽرایی برای (C٢) و (C١) شرایط آیا که مسئله این هرچند ببینید.)

در است. مطرح باز مسئلۀ عنوان به هنوز نه، یا است کافͬ حقیقͬ بانخ فضای در

داد. تعمیم هیلبرت فضای در زیر صورت به را ویتمن کار [٣۴] زو سال٢٠٠٣

۶Xu



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

توی به C از انبساطͬ غیر نگاشتهای از خانواده�ای {T١, T٢, · · · , Tn} کنید فرض

{xn}∞n=١ دنبالۀ و باشد γ ثابت با مثبت قویاً و کراندار خطͬ، نگاشت A باشند، C

.Tn = Tn mod N آن در که شود تولید xn+١ = αn+١u+ (I − αn+١A)Tn+١xn توسط

یا (C۴) و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ ⊂ [٠,١] دنبالۀ اگر

،limn→∞
αn

αn+N
= ١ (C۶

علاوه به کند، صدق

N∩
i=١

Fix(Ti) = Fix(T١T٢ · · ·TN ) = Fix(TNT١...TN−١)

= · · · = Fix(T٢T٣ · · ·TNT١),

است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای {xn}∞n=١ آنگاه

چسبانͬ تقریب روش به که زیر، تقریب روش [١۴] ٧ مودافͬ ٢٠٠٠ سال در

کرد. معرفͬ انبساطͬ غیر تابع ثابت نقاط تقریب برای را است مرسوم ٨

توسط {xn}∞n=١ دنبالۀ و باشد αثابت با انقباضͬ نگاشت f : C → C فرضکنید

xn+١ =
αn

١+ αn
f(xn) + (I − αn

١+ αn
)Txn (٢.١)

و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ اگر کرد ثابت مودافͬ شود. تعریف

شرط
٧Moudafi
٨Viscosity Approximation Method



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

،limn→∞ | ١αn
− ١

αn+١
| = ٠ (C٧

هیلبرت فضای استدر شده تولید توسط(٢.١) که {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه کند، صدق

با [١٣] زو و ٩ مارینو ٢٠٠۶ سال در است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای حقیقͬ

تکراری فرآیند چسبانͬ تقریب روش از استفاده

xn+١ = αnγf(xn) + (I − αnA)Txn

اگر کردند ثابت و کردند معرفͬ انبساطͬ غیر توابع ثابت نقاط تقریب برای را

کند، صدق (C۵) ویا (C۴) و (C٢) ،(C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ و γ ∈ (٠, γ
α)

است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای هیلبرتحقیقͬ فضای در {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه

توسط {xn}∞n=١ دنبالۀ اگر کردند ثابت [٩] زو و ١٠ کیم ٢٠٠۵ سال در

{
yn = βnf(zn) + (١− βn)Txn,
xn+١ = αnxn + (١− αn)yn, n ≥ ١,

شرط در {αn}∞n=١ دنبالۀ و شود تولید

٠ < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞ αn < ١ (C٨

فضای در {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه ، کند صدق (C٢) و (C١)شرایط در {βn}∞n=١ دنبالۀ و

کارهای از گرفتن الهام با است. x∗ ∈ Fix(T ) به قوی همͽرای حقیقͬ هیلبرت
٩Marino

١٠Kim



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

ثابت [٢٠] همͺارانش و ١١ کین ،[١۴] مودافͬ و [١٣] زو و مارینو ،[۶] هالپرن

که طوری به باشد H بر انبساطͬ غیر نگاشت�های از دنباله�ای {Ti}∞i=١ اگر که کردند

شرایط در {βn}∞n=١ دنبالۀ ،(C۶) شرط در {αn}∞n=١ دنبالۀ ،F =
∩∞

i=١ Fix(Ti) ̸= ∅

شرط در {γn}∞n=١ دنبالۀ و (C٢) و (C١)

،limn→∞ |γn+١ − γn| = ٠ (C٩

توسط {xn}∞n=١ دنبالۀ و کند صدق
zn = γnxn + (١− γn)Wnxn,
yn = βnγf(zn) + (I − βnA)zn,
xn+١ = αnxn + (١− αn)yn, n ≥ ١,

است، Tn ،· · · ،T٢ ،T١ توسط شده تولید نگاشت −W ،Wn آن در که شود تولید

لائو است. x∗ ∈ F به قوی همͽرای حقیقͬ هیلبرت فضای در {xn}∞n=١ دنبالۀ آنگاه

نیم برای زیر صورت دو به را هالپرن کارهای ٢٠٠٨ سال در [١١] ١٢ همͺارانش و

دادند. قرار مطالعه مورد انبساطͬ غیر توابع از پذیر میانگین گروه

اکیداً باناخ فضای محدب و فشرده خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض

φ = {Tt : t ∈ S} و چپ پذیر برگشت گروه نیم S باشد، E هموار و محدب

زیر X ،Fix(φ) =
∩

t∈S Fix(T ) ̸= ∅ طوری�که به باشد C بر انبساطͬ غیر گروه نیم

چپ منظم قویاً میانگین�های از دنباله�ای {µn}∞n=١ است، پایا −φ که B(S) از فضایی
١١Qini
١٢Lau



٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

و x١ ∈ C اگر کند. صدق (C٢) و (C١) شرایط در {αn}∞n=١ دنبالۀ و باشد X بر

توسط {xn}∞n=١ دنبالۀ

xn+١ = αnxn + (١− αn)Tµnxn, n ≥ ١,

است. x∗ ∈ Fix(φ) به قوی همͽرای {xn}∞n=١ آنگاه شود، تولید

E هموار باناخ فضای محدب و فشرده خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض

انبساطͬ غیر گروه نیم φ = {Tt : t ∈ S} و چپ پذیر برگشت گروه نیم S باشد،

که B(S) از فضایی زیر X ،Fix(φ) =
∩

t∈S Fix(T ) ̸= ∅ که طوری به باشد C بر

و باشد X بر چپ پایای مجانباً میانگین�های از دنباله�ای {µn}∞n=١ است، پایا −φ

اگر کند. صدق (C١) شرط در که باشد حقیقͬ اعداد از دنباله�ای {αn}∞n=١ ⊂ (٠,١)

توسط {xn}∞n=١ دنبالۀ و x١ ∈ C

xn+١ = αnxn + (١− αn)Tµnxn, n ≥ ١,

است. x∗ ∈ Fix(φ) به قوی همͽرای {xn}∞n=١ آنگاه شود، تعریف

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٢.١

در که باشند حقیقͬ اعداد از دنباله�هایی {cn} و {bn} کنید فرض .١.٢.١ قضیه

شرایط



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

∞∑و
n=٠ bn = ∞ ،{bn} ⊂ [٠,١] (١

،∑∞
n=٠ |bncn| < ∞ یا و lim supn→∞ cn ≤ ٠ (٢

هر ازای به طوری�که به باشد حقیقͬ اعداد از دنباله�ای {an} اگر مͬ�کنند. صدق

،n ∈ N

an+١ ≤ (١− bn)an + bncn,

آنگاه

lim
n→∞

an = ٠.

.[٣۴] مرجع به کنید رجوع برهان.

باشند. dY و dX مترهای با متری فضاهای Y و X کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

ومثبت حقیقͬ عدد هرگاه نامند انقباضͬ نگاشت را Y توی به X از f نگاشت

،x, y ∈ X هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود r < ١

dY (f(x), f(y)) ≤ rdX(x, y).

انقباضͬ نگاشت f و کامل متری Xفضای اگر انقباضباناخ) (اصل .٣.٢.١ قضیه

عضو یعنͬ است. فرد به منحصر ثابت نقطۀ دارای f آنگاه باشد، X توی به X از



٩ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

که طوری به دارد وجود x٠ ∈ X فرد به منحصر

f(x٠) = x٠.

.[٣٢] مرجع به کنید رجوع برهان.

باشد. X ͷمتری فضای از خالͬ غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را Fix(f) ،f : C → X نگاشت برای

Fix(f) = {x ∈ C : f(x) = x}.

قویاً را Q = {qn,m}n,m∈N+ ماتریس .N+ = N ∪ {٠} کنید فرض .۵.٢.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه گویند منظم

،supn≥٠
∞∑

m=٠
| qn,m |< ∞ (a

و
∞∑

m=٠
qn,m = ١ ،n ∈ N هر ازای به (b

.limn→∞
∞∑

m=٠
| qn,m+١ − qn,m |= ٠ (c

هر ازای به آنگاه باشد، منظم قویاً ماتریس Q = {qn,m}n,m∈N+ اگر .۶.٢.١ لم

،m ∈ N

lim
n→∞

|qn,m| = ٠.



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

. [٧] مرجع به کنید رجوع برهان.

دار وزن میانگین ماتریس را Q = {qn,m}n,m∈N+ منظم قویاً ماتریس تعریف٧.٢.١.

هرگاه گویند

lim
n→∞

∞∑
m=٠

| qn+١,m − qn,m |= ٠.

ازای به صورت دراین باشد. داخلͬ ضرب فضای (E, ⟨., .⟩) فرضکنید .٨.٢.١ لم

داریم ،α+ β + γ = ١ که α, β, γ ∈ [٠,١] و x, y, z ∈ E هر

∥ αx+ βy + γz ∥٢

= α ∥ x ∥٢ +β ∥ y ∥٢ +γ ∥ z ∥٢

− αβ ∥ x− y ∥٢ −αγ ∥ x− z ∥٢ −βγ ∥ y − z ∥٢ .

.[١٧] مرجع به کنید رجوع برهان.

دنبالۀ هر برای هرگاه مͬ�کند صدق اُپیال شرط در X نرمدار فضای .٩.٢.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط است، x به ضعیف همͽرای که X اعضای از {xn}∞n=١

،y ̸= x که y ∈ X هر ازای به (a

lim sup
n→∞

∥xn − x∥ < lim sup
n→∞

∥xn − y∥.



١١ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

،y ̸= x که y ∈ X هر ازای به (b

lim inf
n→∞

∥xn − x∥ < lim inf
n→∞

∥xn − y∥.

مͬ�کند. صدق اُپیال شرط در هیلبرت فضای هر .١٠.٢.١ لم

.[١۶] مرجع به کنید رجوع برهان.

،x, y ∈ H هر ازای به آنگاه باشد، حقیقͬ هیلبرت فضای H اگر .١١.٢.١ لم

∥x+ y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ٢⟨y, x+ y⟩.

.[٣۵] مرجع به کنید رجوع برهان.

بوده H هیلبرت فضای از خالͬ غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض .١٢.٢.١ تعریف

از است عبارت ͷکلاسی وردشͬ نامساوی باشد. خطͬ غیر نگاشت B : C → H و

،y ∈ C هر ازای به که طوری به x ∈ C کردن پیدا

⟨Bx, y − x⟩ ≥ ٠.

هیلبرت فضای از محدب و بسته خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C اگر .١٣.٢.١ قضیه

که طوری به دارد وجود y٠ ∈ C فرد به منحصر عضو آنگاه ،x ∈ H و باشد H

∥x− y٠∥ = d(x,C) = inf
y∈C

∥x− y∥.
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.[١] مرجع به کنید رجوع برهان.

فضای از محدب و بسته خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

فرد به منحصر عضو ،x ∈ H هر ازای به ١٣.٢.١ قضیۀ بنا�به باشد. H هیلبرت

که طوری به دارد وجود PCx ∈ C

∥x− PCx∥ = d(x,C).

مͬ�نامند. C روی به متری تصویر آنرا که است C توی به H از نگاشتͬ PC بنابراین

هیلبرت فضای از محدب و بسته خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C اگر .١۵.٢.١ قضیه

هستند. معادل زیر گزاره�های باشد، C روی به H از متری تصویر PC و بوده H

،y = PCx (١)

است: زیر وردشͬ نامساوی جواب y (٢)

⟨x− y, y − z⟩ ≥ ٠, ∀z ∈ C.

.[١] مرجع به کنید رجوع برهان.

هیلبرت فضای از محدب و بسته خالͬ، غیر مجموعۀ زیر C اگر .١۶.٢.١ نتیجه

،x, y ∈ H هر ازای به آنگاه باشد، C روی به H از ͷمتری تصویر PC و بوده H

∥PCx− PCy∥ ≤ ∥x− y∥.


