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چͺیده
رئوس از D مجموعه باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گرافͬ G = (V,E) کنید فرض
از D مجموعه باشد. مجاور ،D از رأسͬ با V − D عضو هر هرگاه است، احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف
رأسͬ و D از رأسͬ با نیست، D در که رأسͬ هر هرگاه است، مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی ،Gگراف رئوس
در مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه مینیمم ،γr(G) ،G مهارشده احاطه�ای عدد باشد. مجاور V −D از
مͬ�کنند، اختیار را کران�ها این که را گراف�هایͬ و کرده پیدا ،γr(G) برای کران�هایͬ پایان�نامه، این در است. G
همبند گرافͬ G آن در که γr(G) + γr(Ḡ) حاصلجمع برای پایین و بالا کران ͷی نیز و مͬ�کنیم دسته�بندی

مͬ�کنیم. ارائه است،

مهارشده. احاطه�ای عدد احاطه�ای، عدد کلیدی: واژگان
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گفتار پیش

داشته چشمͽیری رشد نیز گراف نظریه علوم، سایر و ͷترونیͺال کامپیوتر، علوم رشد با همزمان اخیر، سال�های در
شبͺه�های و کامپیوتر علوم همچون مختلف زمینه�های در آن فراوان کاربرد�های دلیل به احاطه�گری مفهوم است.

برخورداراست. خاصͬ اهمیت از ͬͺترونیͺال
ͷی گردید. معرفͬ [٣] در ١ همͺارانش و دومͺه توسط ۱۹۹۹ سال بار نخستین مهارشده احاطه�ای عدد مفهوم
مجموعه در که رأس هر اینجا، در زندانبان�هاست. و زندانͬ�ها مسئله برای مهارشده احاطه�ای عدد مفهوم کاربرد
باشد مهارشده �احاطه�گر مجموعه در که رأس هر و است زندانͬ ͷی موقعیت با متناظر نیست، مهارشده احاطه�گر
در است مشاهده قابل زندانبان ͷی موقعیت توسط زندانͬ، هر موقعیت حال است. زندانبان ͷی موقعیت با متناظر
کمترین از استفاده اینجا در مͬ�شود. دیده دیͽر زندانͬ ͷی موقعیت حداقل توسط زندانͬ هر موقعیت که صورتͬ

دارد. اهمیت ممͺن، زندانبان تعداد
و بالا کرانهای همچنین، مͬ�آوریم. دست به خاصͬ، گراف�های برای را پارامتر این دقیق مقدار دوم، فصل در
کران ͷی نهایتا مͬ�کنیم. دسته�بندی مͬ�کنند، اختیار را کرانها این که را گراف�هایͬ و کرده ارائه γr(G) برای پایین

مͬ�آوریم. دست به است همبند گرافͬ G آن در که γr(G) + γr(Ḡ) برای پایین و بالا
آنͽاه باشد، n مرتبه از درختͬ T اگر که مͬ�دهیم نشان سوم، فصل در

مͬ�کنیم. مشخص مͬ�کنند، اختیار را کران این که درخت�هایͬ همچنین، .γr(T ) ≥ ⌈(n+ ۲)/۳⌉

پرداخت. خواهیم بزرگ مهارشده احاطه�ای عدد با گراف�هایͬ بررسͬ به چهارم، فصل در

١Domke

١



١ فصل

تعاریف

مقدماتͬ مفاهیم ١.١

مͬ�کنیم. بیان مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که را گراف نظریه مقدماتͬ تعاریف برخͬ بخش این در
باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض

آن باشند منطبق برهم یال ͷی دوسر هرگاه باشد. G از یالͬ e = uv هرگاه مجاورند v و uرأس دو .١.١.١ تعریف
یال که است گرافͬ ساده گراف گویند. موازی یال�های را یͺسان انتهای و ابتدا رئوس با متمایز یال دو و طوقه را

باشد. نداشته طوقه و موازی

گراف مجاورند. باهم دلخواه رأس دو هر آن در که است n مرتبه از ساده گرافͬ Kn کامل گراف .٢.١.١ تعریف
مͬ�نامند. تهͬ گراف را یال فاقد

در است. G در -مسیر (u, v) کوتاهترین طول برابر dG(u, v) ،u, v ∈ V (G) رأس دو بین فاصله� .٣.١.١ تعریف
از گریز ،G در v مانند رأسͬ برای .dG(u, v) = ∞ مͬ�کنیم تعریف نباشد ,u)-مسیری v) هیچ شامل G صورتͬ�که
نامیده G شعاع را Gگراف رئوس بین موجود فاصله کمترین مͬ�باشد. v از رأس دورترین و v بین فاصله e(v) مرکز
نشان diam(G) با و نامیده G قطر را G گراف رئوس بین موجود فاصله بزرگترین و مͬ�دهند نشان rad(G) با و

مͬ�دهند.

که گرافͬ مͬ�نامند. همبند را Gگراف باشد، موجود مسیری Gگراف متمایز رأس دو هر بین هرگاه .۴.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده ناهمبند نباشد، همبند

درختمͬ�نامند. را دور بدون همبند گراف .۵.١.١ تعریف

V (H) ⊆ V (G) هرگاه گرافGگویند زیر Hرا دراین�صورت باشند. گراف Gدو Hو فرضکنید تعریف١.١.۶.
فرض مͬ�نامند. G فراگیر زیرگراف را H آن�گاه ، E(H) ⊆ E(G) و V (H) = V (G) اگر .E(H) ⊆ E(G) و
مجموعه و بوده S آن رأس�های مجموعه که است G از زیرگرافͬ ، S توسط القاشده زیرگراف .S ⊆ V (G) کنید
یال�ها از مجموعه�ای توسط القایͬ زیرگراف باشد. S در آن�ها انتهای دو هر که است G یال�های از متشͺل یال�هایش

مͬ�شود. تعریف مشابه به�صورت

٢



٣ مقدماتͬ مفاهیم .١.١

مͬ�نامند. آن همبندی مؤلفه را گراف ͷی ماکسیمال همبند زیرگراف .٧.١.١ تعریف

نباشند، مجاور رأسͬ دو هیچ آن در که ،V (G) از S زیرمجموعه باشد. گراف ͷی G کنید فرض .٨.١.١ تعریف
شامل G از مستقلͬ مجموعه هیچ هرگاه است ماکسیمال G در S مستقل مجموعه مͬ�شود. نامیده مستقل مجموعه
|S′|> |S| شرط با S′ مستقل مجموعه هیچ هرگاه مͬ�شود نامیده ماکسیمم S مستقل مجموعه نباشد. موجود S

نشان α(G) با و نامیده G استقلال عدد را G گراف در ماکسیمم مستقل مجموعه ͷی رئوس تعداد نباشد. موجود
مͬ�دهند.

عدد را ماکسیمم جورسازی اندازه و نامیده جورسازی را Gگراف در یال�ها از مستقل مجموعه ͷی .٩.١.١ تعریف
مͬ�دهند. نشان α′(G) با و گویند جورسازی

D آن�گاه باشد، داشته مؤلفه ͷی از بیش G −D اگر .D ⊆ V (G) و بوده همبند G کنید فرض .١٠.١.١ تعریف
یا بوده ناهمبند G − D که طوری به را، G از D رأسͬ برش ͷی اندازه مینیمم گویند. G از رأسͬ برش ͷی را
همبندی عدد اگر است k-همبند ،G گراف مͬ�دهند. نشان κ(G) با و نامیده G همبندی عدد باشد، بدیهͬ گراف

باشد. k حداقل آن

یال-همبندی عدد شود، ناهمبند گراف تا حذفشوند گرافGباید در که را یال�هایͬ تعداد مینیمم تعریف١١.١.١.
مͬ�دهند. نشان κ′(G) با و نامیده

مͬ�دهند. نشان NG(v) با و نامیده v باز ͬͽهمسای را G در v رأس با مجاور رئوس تمام مجموعه .١٢.١.١ تعریف
از عبارتست v بسته ͬͽهمسای

NG[v] = NG(v) ∪ {v}.

تنها رأس صفر، درجه رأس مͬ�دهند. نشان degG(v) با و نامیده G در v رأس درجه را |NG(v)| .١٣.١.١ تعریف
را G درجه مینیمم و ماکسیمم مͬ�نامند. اتͺاء رأس را برگ ͷی همسایه� تنها مͬ�شود. برگنامیده ،ͷی درجه رأس و

مͬ�کنند تعریف چنین و داده نشان δ(G) و ∆(G) با ترتیب به

∆(G) = max{deg(v) : v ∈ V (G)} , δ(G) = min{deg(v) : v ∈ V (G)}

از عبارتست S مجموعه باز ͬͽهمسای .S ⊆ V (G) کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

NG(S) =
∪
v∈S

NG(v).

از عبارتست Pn[u, S] ،S به نسبت u خصوصͬ ͬͽهمسای آن�گاه u ∈ S و S ⊆ V (G) اگر

Pn[u, S] = N [u]−N [S − {u}].

باشد. ناهمبند G− v هرگاه برشͬگویند، رأس را G همبند گراف از v رأس .١۵.١.١ تعریف

کامل ،G در v همسایه�های توسط القاشده زیرگراف هرگاه نامند سادکͬ را G گراف از v رأس .١۶.١.١ تعریف
است. سادکͬ انتهایͬ، رأس هر مثال، طور به باشد.



۴ تعاریف .١

و V۲ ̸= ∅ و V۱ ̸= ∅ آن در که V = V۱ ∪ V۲ هرگاه گویند؛ دوبخشͬ را G = (V,E) گراف .١٧.١.١ تعریف
که را V۲ و V۱ بخش�های با بخشͬ دو گراف باشد. V۲ در انتها ͷی و V۱ در انتها ͷی دارای G یال هر و V۱ ∩ V۲ = ∅

Km,n با و کاملنامیده دوبخشͬ گراف را است مجاور V۲ از عضو هر با V۱ عضو هر و |V۲| = n ، |V۱| = m آن در
مͬ�نامند. ستاره را K۱,n دوبخشͬ گراف مͬ�دهند. نشان

مͬ�شوند. تعریف مشابه به�طور کامل چندبخشͬ و چندبخشͬ گراف�های

با همراه ،w رأسجدید افزودن و e یال حذف از است عبارت Gگراف در uv یال کردن زیرتقسیم تعریف١٨.١.١.
زیرتقسیم از که است گرافͬ S(K۱,t) سالم عنͺبوت مͬ�شود). زیرتقسیم ی�ͷبار حداکثر یال (هر .wv و uw یال دو
حداکثر زیرتقسیم از که است گرافͬ St زخمͬ عنͺبوت و مͬ�شود حاصل ،t ≥ ۲ برای ،K۱,t ستاره یال�های همه

مͬ�شود. حاصل ،t ≥ ۲ برای ،K۱,t ستاره از یال t− ۱

گراف G[S] القایͬ زیرگراف به�طوری�که است V (G) از S مانند زیرمجموعه�ای ،G از یͷخوشه .١٩.١.١ تعریف
مͬ�دهند. نشان ω(G) با و نامیده G خوشه�ای عدد را G در خوشه ͷی رأس�های تعداد ماکسیمم باشد. کامل

مͬ�آید. بدست آن رأس هر به آویز یال ͷی افزودن با H از که است گرافͬ G = H ◦K۱ کرونای .٢٠.١.١ تعریف

V (G۱) ∪ V (G۲) رئوس مجموعه با است گرافͬ ،G۱ ∪G۲ ،G۲ و G۱ مجزای گراف دو اجتماع .٢١.١.١ تعریف
. E(G۱) ∪ E(G۲) یال�های مجموعه و

احاطه�گر مجموعه�های ٢.١

باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G کنید فرض

با V (G)−D عضو هر هرگاه مͬ�شود نامیده احاطه�گر مجموعه ͷی ،Gگراف در D ⊆ V مجموعه .١.٢.١ تعریف
ͷی است. G احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه کوچͺترین ،γ(G) ،G گراف احاطه�ای عدد باشد. مجاور ،D از رأسͬ

مͬ�نامند. -مجموعه γ(G)ͷی را γ(G) اندازه با احاطه�گر مجموعه

رأسͬ هر هرگاه مͬ�شود؛ نامیده مهارشده، احاطه�گر یͷمجموعه ،G گراف در D ⊆ V مجموعه .٢.٢.١ تعریف
کوچͺترین ،γr(G) ،G مهارشده احاطه�ای عدد باشد. مجاور ،V − D از رأسͬ و D از رأسͬ با نیست D در که
-مجموعه γr(G)ͷی را γr(G) اندازه با احاطه�گر مجموعه ͷی مͬ�باشد. G مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه

مͬ�نامند.



٢ فصل

گراف�ها در مهارشده احاطه�ای عدد

مقدمه ١.٢

است بدیهͬ اول گزاره چند اثبات مͬ�کنیم. تعیین را خاص گراف�های از برخͬ مهارشده احاطه�ای عدد بخش این در
مͬ�کنیم. خودداری آنها بیان از و

.γr(Kn) = ۱ آنͽاه باشد، مثبت صحیح عدد ͷی n ̸= ۲ اگر � .١.١.٢ گزاره

.γr(K۱,n−۱) = n آنͽاه باشد، صحیح عدد ͷی n ≥ ۲ اگر � .٢.١.٢ گزاره

.γr(Kn۱,n۲) = ۲ آنͽاه ،min{n۱, n۲} ≥ ۲ که طوری به باشند صحیح اعداد n۲ و n۱ اگر � .٣.١.٢ گزاره

آنͽاه باشد، صحیح عدد ͷی t ≥ ۳ اگر � .۴.١.٢ گزاره

γr(Kn۱,...,nt) =

 ۱ min{n۱, ..., nt} = ۱ اگر

۲ درغیراین�صورت

و n ≥ ۱ کنید فرض .γ(G) ≤ γr(G) لذا است احاطه�گر مجموعه ͷی مهارشده احاطه�گر مجموعه هر چون
و {v, v۱, ..., vk−۱}رئوس مجموعه کردن اضافه با ،Pn−k از آمده دست به گراف G گیرید و k ∈ {۱, ..., n− ۲, n}

و γr(G) = k ،|V (G)| = nصورت این در باشد. V (Pn−k) ∪ {v۱, ..., vk−۱} در رأس هر به v رأس کردن متصل
است. شده ثابت زیر قضیه بنابراین .γ(G) = ۱

است. بزرگ کافͬ بقدر γr(G)− γ(G) تفاضل که طوری به دارد وجود G مانند همبند گرافͬ � .۵.١.٢ گزاره

.γr(Pn) = n− ۲⌊n−۱
۳ ⌋ آنͽاه باشد، صحیح عدد ͷی n ≥ ۱ اگر � .۶.١.٢ گزاره

همچنین، .v۱, vn ∈ S بوضوح باشد. Pn = v۱v۲...vn از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S کنید فرض برهان.
صورت این در باشد. داشته وجود مولفه�ها این از تا m کنید فرض است. ٢ اندازه از دقیقاً V − S از مولفه هر

.|S| = n− ۲m ≥ n− ۲⌊n−۱
۳ ⌋ اینرو از .m ≤ ⌊n−۱

۳ ⌋ بنابراین و ۲m+m+ ۱ ≤ n

n − ۲⌊n−۱
۳ ⌋ اندازه از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی V − {vi|۱ ≤ i ≤ ۳⌊n−۱

۳ ⌋, i ≡ {(mod۳)۳یا۲ طرفͬ، از
□ مͬ�کند. تمام را برهان این و است

داریم: ۶.١.٢ گزاره برهان مشابه استدلالͬ با

۵



۶ گراف�ها در مهارشده احاطه�ای عدد .٢

.γr(Cn) = n− ۲⌊n۳ ⌋ آنͽاه ،n ≥ ۳ اگر � .٧.١.٢ گزاره

گراف تنها K۱,n−۱ ستاره که مͬ�دهد نشان زیر گزاره .γr(G) ≤ n داریم n مرتبه از G گراف هر برای بوضوح
.γr(G) = n که است n مرتبه از G همبند

ͷی G اگر تنها و اگر γr(G) = n صورت این باشد.در n ≥ ۳ مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض � .٨.١.٢ گزاره
باشد. ستاره

در دلخواه مجاور رأس دو v و u کنید فرض .diam(G) = ۲ بوضوح .n ≥ ۳ و γr(G) = n کنید فرض برهان.
ͷی G یعنͬ این و دارد برگ n− ۱ ،G اینرو از باشد. برگ v و uرئوس از ͬͺی باید صورت این در باشند. Gگراف
□ است. برقرار بوضوح نیز گزاره عͺس است. ستاره

با باید مهارشده مجموعه ͷی خارج رأس هر چون آنͽاه نیست، ستاره که باشد n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر
.γr(G) ≤ n− داشت۲ خواهیم باشد، مجاور آنجا در رأسͬ

ͬͺی T اگر تنها و اگر γr(T ) = n− ۲ صورت این در باشد. n ≥ ۳ مرتبه از درختͬ T کنید فرض � .٩.١.٢ قضیه
باشد. آمده دست به اتͺا رئوس به آویز یالهای افزودن با آنها از یا بوده P۶ یا P۵ ،P۴ از

دست به مسیرها این اتͺای رئوس به آویز یال شدن افزوده با آنها از یا بوده P۶ یا P۵ ،P۴ ،T اگر بوضوح برهان.
.γr(T ) = n− ۲ آنͽاه باشد، �آمده

شامل T آنͽاه diam(T ) ≥ ۶ اگر .γr(T ) = n − ۲ که طوری به باشد n مرتبه از درختͬ T کنید فرض بالعͺس،
احاطه�گر مجموعه ͷی V (T ) − {v۲, v۳, v۵, v۶} صورت این در اما است. ،v۱, ..., v۷ مانند ،P۷ القایͬ زیرگراف

بنابراین است. تناقض این که است n− ۴ اندازه از T از مهارشده
داریم است، ٢ قطرشان که هستند درخت�هایͬ تنها ستاره�ها و نیست ستاره ͷی T چون بعلاوه، .diam(T ) ≤ ۵

مͬ�کنیم. بررسͬ را زیر حالت سه .diam(T ) ≥ ۳

این در است. ⟨{v۱, v۲, v۳, v۴}⟩ مثلا ،P۴ القایͬ زیرگراف شامل T صورت این در .diam(T ) = ۳ :١ حالت
باشند. متصل v۳ یا v۲ به باید رئوس بقیه بوضوح صورت

این در است. ⟨{v۱, v۲, v۳, v۴, v۵}⟩ مثلا ،P۵ القایͬ زیرگراف شامل T صورت این در .diam(T ) = ۴ :٢ حالت
در باشد، داشته دیͽر همسایه�ای مسیر رئوس از غیر v۳ اگر چون باشند. متصل v۴ یا v۲ به باید رئوس بقیه صورت
ͷی که ،γr(T ) ≤ n− ۳ بنابراین و است T از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی V (T )− {v۲, v۳, v۴}صورت این

باشد. متصل v۴ یا v۲ به باید نیست مسیر روی که رأسͬ هر بنابراین است. تناقض
هستند رئوسͬ v۵ و v۲ بوضوح، باشد. قطری مسیر ͷی P = v۱v۲v۳v۴v۵v۶ فرضکنید .diam(T ) = ۵ :٣ حالت
این در باشد، داشته دیͽر همسایه�ای مسیر رئوس از غیر (v۴ ترتیب v۳(به اگر باشد. متصل مͬ�تواند آنها به برگ که

V (T )− {v۲, v۳, v۴}صورت
است. تناقض ͷی که است n − ۳ اندازه از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی (V (T ) − {v۳, v۴, v۵} ترتیب (به
□ مͬ�کند. تمام را برهان این و باشد متصل v۵ یا v۲ به باید نیست مسیر روی که رأسͬ هر بنابراین



٧ مقدمه .١.٢

γr(G) = n− صورت۲ این در باشد، دور ͷی شامل و بوده n مرتبه از همبند گرافͬ G فرضکنید � .١٠.١.٢ قضیه
دست به دور این رئوس از دوتا حداکثر به برگ تعدادی کردن اضافه با C۳ از G یا بوده C۵ یا C۴ ،G اگر تنها و اگر

باشد. آمده

باشد، دور این رئوس از دوتا حداکثر به برگ تعدادی افزودن با C۳ از آمده دست به گراف یا C۵ یا C۴ ،G اگر برهان.
.γr(G) = n− ۲ بوضوح آنͽاه

اگر چون باشد. داشته ۶ حداقل طول از دوری نمͬ�تواند G صورت این در .γr(G) = n − ۲ کنید فرض
مجموعه ͷی V (T ) − {v۱, v۲, v۴, v۵} آنͽاه باشند، ۶ حداقل طول از دور ͷی متوالͬ رئوس v۱, v۲, v۳, v۴, v۵, v۶

مͬ�کنیم. بررسͬ را زیر حالت دو حال است. تناقض ͷی این که است G از مهارشده احاطه�گر
همسایه�ای ،v۲ مثلا رئوس، این از ͬͺی اگر است. v۱, v۲, v۳, v۴ متوالͬ رئوس با ،C۴ یا ،C۵ ͷی شامل G :١ حالت
ͷی این که است n− ۳ از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی V (G)− {v۱, v۲, v۳} آنͽاه باشد، داشته v۳ و v۱ از غیر

.G ∼= C۵ یا G ∼= C۴ بنابراین، است. تناقض
دور روی رئوس از غیر همسایه�ای v۳ و v۲ ،v۱ رئوس از کدام هر اگر است. (v۱, v۲, v۳) مثلث، شامل G :٢ حالت
بدون تناقضاست. ͷی این که Gاست از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی V (G)−{v۱, v۲, v۳} آنͽاه باشند، داشته

ندارد. v۳ و v۲ از غیر همسایه�هایͬ v۱ گیرید برهان، کلیت از شدن کاسته
نیست، دور روی که ،w۲ مثلا دیͽری، رأس به متصل که باشد داشته ،u۲ مثلا دور، از غیر همسایه�ای (v۳ v۲(یا اگر
است. تناقض ͷی این که است n− ۳ اندازه از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی V (G)− {v۱, v۲, u۲} آنͽاه باشد،
□ باشد. متصل مͬ�تواند نیستند، دور روی که ͷی درجه رئوس به تنها دور روی رأس هر بنابراین،

اجتماعͬ G اگر تنها و اگر γr(G) = n صورت این در باشد. n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض .١١.١.٢ نتیجه
از ͬͺی با G مولفه�های از ͬͺی دقیقاً اگر تنها و اگر γr(G) = n− ۲ همچنین، باشد. تنها رئوس و ستاره�ها از مجزا

باشد. K۱ یا ستاره ͷی دیͽر مولفه هر و باشد همریخت ٢.١.٢ و ١.١.٢ قضیه�های در شده داده گراف�های

مͬ�شود. نتیجه بͬ�درن زیر گزاره

بدون گرافͬ H آن در که G ∼= K۱ +H اگر تنها و اگر γr(G) = ۱ آنͽاه باشد، گراف ͷی G اگر � .١٢.١.٢ گزاره
است. تنها رأس

مͬ�رسانیم. پایان به درخت ͷی مهارشده احاطه�ای عدد برای پایینͬ کران اثبات و ارائه با را بخش این

تنها و اگر γr(T ) = ∆(T ) همچنین، .γr(T ) ≥ ∆(T ) آنͽاه باشد، n ≥ ۳ مرتبه از درختͬ T اگر � .١٣.١.٢ قضیه
باشد. ستاره غیر زخمͬ عنͺبوت ͷی T اگر

احاطه�گر مجموعه هر و دارد برگ ∆(T ) حداقل T چون باشد. n ≥ ۳ مرتبه از درخت ͷی T کنید فرض برهان.
نباشد، ستاره که T زخمͬ عنͺبوت هر برای بوضوح، .γr(T ) ≥ ∆(T ) داریم باشد، برگ�ها همه شامل باید مهارشده
در ∆(T ) درجه از رأس v گیرید .γr(T ) = ∆(T ) که باشد درخت ͷی T فرضکنید حال .γr(T ) = ∆(T ) داریم
دقیقاً بنابراین و باشد T برگ�های همه شامل باید S بوضوح، باشد. T در γr-مجموعه ͷی S کنید فرض و باشد T
نیست، ستاره T چون صورت این در است. T رئوس مجموعه V کنید فرض است. برگ�ها همه مجموعه با برابر



٨ گراف�ها در مهارشده احاطه�ای عدد .٢

.x′ ̸= y′ آنͽاه x ̸= y اگر که طوری به است متصل x′ ∈ S ͷی به حداقل x ∈ V − S رأس هر و |V − S| ≥ ۲

زخمͬ عنͺبوت ͷی T نتیجه در است. متصل S در دیͽر رأس ͷی دقیقاً و v به V − S −{v} در رأس هر بنابراین،
□ نیست. ستاره که است

نوردهاوس-گادوم نوع از نامساوی ٢.٢

با متناظر نتیجه�ای کردند. ارائه [٨] در آن مͺمل و گراف ͬͽرن عدد حاصلجمع روی کران�هایͬ گادوم١ و نوردهاوس
باشد، n ≥ ۲ مرتبه از گرافͬ G اگر یعنͬ، است؛ آمده دست به� [۶] در پاین٣ و جاگر٢ توسط احاطه�ای عدد برای آن
ارائه زیر صورت به [٧] در آروموگام۵ و جوزف۴ توسط بهتر بالای کران ͷی .۳ ≤ γ(G) + γ(Ḡ) ≤ n + ۱ آنͽاه

گردید:
.γ(G)+ γ(Ḡ) ≤ (n+۴)/۲ آنͽاه باشند، نداشته تنها رئوس Ḡ و G که طوری به باشد n مرتبه از گرافͬ G اگر

مͬ�کنیم. ارائه مهارشده احاطه� عدد برای نوردهاوس-گادوم نوع از کرانهایͬ ادامه در

مرتبه از گرافͬ G اگر بعلاوه، .۴ ≤ γr(G) + γr(Ḡ) آنͽاه باشد، n ≥ ۲ مرتبه از گرافͬ G اگر � .١.٢.٢ قضیه
وصول قابل کران�ها این همچنین، .γr(G) + γr(Ḡ) ≤ n+ ۲ آنͽاه ،Ḡ ≇ P۳ و G ≇ P۳ که طوری به باشد n ≥ ۲

هستند.

در .γr(G) = ۱ گیرید .γr(Ḡ) ≥ ۳ آنͽاه γr(G) = ۱ اگر که دهیم نشان است نیاز تنها پایین، کران برای برهان.
،γr(H̄) = ۱ اگر حال است. تنها رأس بدون گرافͬ H آن در که G ∼= K۱ +H ،١٢.١.٢ گزاره طبق صورت این
تنها رأس دارای H که مͬ�دهد نتیجه این ندارد. تنها رأس H ′ آن در که H̄ ∼= K۱ +H ′ ،١٢.١.٢ گزاره طبق آنͽاه

.γr(Ḡ) ≥ ۳ نتیجه در و γr(H̄) ≥ ۲ بنابراین است. تناقض ͷی این که است
ناهمبند، یͷگراف مͺمل چون .n ≥ ۴ گیرید است. واضح حͺم آنͽاه n = ۲,۳ اگر ثابتمͬ�کنیم. را بالا کران حال
،N = NG(u) ∩ NG(v) و uv ∈ E کنید فرض است. همبند G = (V,E) که کرد فرض مͬ�توان است، همبند

.I = {w|است ⟨A⟩Ḡ �در تنها رأس ͷی w } و A = V −N − {u, v}

برقرار بالا کران و بوده Ḡ در مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی {u, v} آنͽاه ،I = ∅ اگر .N = ∅ و |I| ≤ ۱ :١ حالت
.|I| = ۱ کنید فرض حال است.

.deg(w) ≥ ۲ که طوری به است موجود (N(u) − {v}) ∪ (N(v) − {u}) در w مانند رأسͬ صورت این در
احاطه�گر مجموعه ͷی V − {u,w} صورت این در باشد. u به متصل w گیرید مسئله، کلیت از شدن کاسته بدون

بنابراین، است. Ḡ در مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی {u, v} ∪ I و بوده G مهارشده

γr(G) + γr(Ḡ) ≤ (n− ۲) + ۲+ |I| ≤ n+ ۱ < n+ ۲.

مجموعه ͷی {u, v}∪N ∪ I و G در مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی A∪{u} چون .N ̸= ∅ و |I| ≤ ۱ :٢ حالت
داریم است، Ḡ در مهارشده احاطه�گر

γr(G) + γr(Ḡ) ≤ (|A|+ ۱) + (۲+ |N |+ |I|) = (|A|+ |N |+ ۲) + ۱+ |I| ≤ n+ ۲.
١Nordhaus-Gaddum
٢Jaeger
٣Payan

۴Joseph
۵Arumugam



٩ نوردهاوس-گادوم نوع از نامساوی .٢.٢

هر به (v′ ترتیب ′u(به رأس است، I در (v′ ترتیب ′u(به چون که کنید توجه .u′, v′ ∈ I گیرید .|I| ≥ ۲ :٣ حالت
x ∈ N ∪ {u, v} آن در که را e = xy ∈ E(G) یال است. متصل G در (A− {v′} ترتیب −A(به {u′} در رأس
این در بͽیرید. نظر در را w′ ∈ {u′, v′} − {y} و w ∈ {u, v} − {x} کنید فرض بͽیرید. نظر در yاست، ∈ A و

.γr(G) + γr(Ḡ) ≤ n+ ۲ اینرو، از است. G از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی {w,w′}صورت
هستند. وصول قابل شده، ارائه پایین، و بالا کران که مͬ�دهیم نشان ادامه در

بͽیرید. نظر در را P۴ مسیر ،n = ۴ برای بͽیرید. نظر در را Kn کامل گراف ،n = ۲,۳ برای پایین، کران برای
فرض و n۱ + n۲ = n − ۱ و min{n۱, n۲} ≥ ۲ که باشند صحیحͬ اعداد n۲ و n۱ کنید فرض ،n ≥ ۵ برای
و γr(Ḡ) = ۳ ،γr(G) = ۱ ،١٢.١.٢ و ٣.١.٢ گزاره طبق صورت این در .G ∼= K۱ + H و H̄ ∼= Kn۱,n۲ کنید
□ است. دقیق بالا کران ،γr(K۱,n−۱) + γr(K̄۱,n−۱) = n+ ۲ چون .γr(G) + γr(Ḡ) = ۴



٣ فصل

درخت�ها در مهارشده احاطه�ای عدد

پایین کران ١.٣

کران کران، این که مͬ�دهیم نشان حال .γr(Pn) ≥ ⌈n+۲
۳ ⌉ آنͽاه ،n ≥ ۱ اگر که شد داده نشان ۶.١.٢ گزاره در

از مولفه�ای دهنده نشان ،T (u, uv) بخش، این در هست. نیز درخت�ها در مهارشده احاطه�ای عدد برای دقیقͬ پایین
است. u شامل T − uv

.γr(T ) ≥ ⌈n+۲
۳ ⌉ آنͽاه باشد، n ≥ ۱ مرتبه از درختͬ T اگر .١.١.٣ قضیه

n ≤ ۵ مرتبه از درخت�های همه برای حͺم که دید مͬ�توان براحتͬ است. n روی استقراء روش به اثبات برهان.
کنید فرض حال باشد. برقرار ،n ≥ ۶ ،n از کمتر مرتبه از درخت�های همه برای حͺم کنید فرض است. برقرار

.γr ≥ ⌈n+۲
۳ ⌉ که مͬ�دهیم نشان .γr = min{γr(T است|( n مرتبه از درخت ͷی T }

فرض ،F در درخت�ها همه بین .F = {T | γr(T ) = γrبه�طوری�که است n مرتبه از درخت ͷی T } کنید فرض
اگر باشد. مینیمم ،s(T ) است، ٣ حداقل آنها درجه که رئوسͬ درجه�های حاصلجمع که شود انتخاب طوری T کنید
ͷی S گیرید و s(T ) ≥ ۱ کنید فرض اینرو از .γr = γr(Pn) ≥ ⌈n+۲

۳ ⌉ بنابراین و T ∼= Pn آنͽاه ،s(T ) = ۰

�باشد. T از مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه
آنͽاه ،deg v ≥ ۳ اگر :١ ادعا

،v ̸∈ S (i)
است. متصل S رأس ͷی به دقیقاً v (ii)

.deg v = ۳ (iii)

Ti کنید فرض ،i = ۱, ۲, ..., d برای کنید. دار ریشه v در را T و N(v) = {v۱, v۲, ..., vd} کنید فرض برهان.
ادعا هست. نیز Ti در که باشد T از برگͬ li گیرید و مͬ�شود القاء فرزندانش و vi توسط که باشد T از زیردرختͬ
S مجموعه اینرو از و l۱ ∈ S پس است، متعلق S به T برگ هر چون صورت، این در ،v ∈ S گیرید .v ̸∈ S مͬ�کنیم
به v۲l۱ یال کردن اضافه و vv۲ یال کردن حذف با T از که است T ′ درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی همچنین
بنابراین .v ̸∈ S نتیجه در است. متناقض S انتخاب با ،s(T ′) < s(T ) چون، حال .T ′ ∈ F بنابراین مͬ�آید. دست
،۳ ≤ k ≤ d kای، برای اگر است. مجاور ،v۲ مانند نیست، S در که رأس ͷی با و ،v۱ مانند ،S از رأس ͷی با v

١٠
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کردن اضافه و vvk یال کردن حذف توسط T از که T ′ درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S آنͽاه ،vk ∈ S

رسید. خواهیم تناقض به S انتخاب با ،s(T ′) < s(T ) چون، .T ′ ∈ F بنابراین و است مͬ�آید، دست به vkl۱ یال
T ′ درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S صورت این در ،d ≥ ۴ اگر است. S در v همسایه تنها v۱ بنابراین
به منجر که مͬ�آید دست به v۳l۱ و v۳v۴ یال�های کردن اضافه و vv۴ و vv۳ یال�های کردن حذف با T از که است
□ .d = ۳ بنابراین شد. تناقضخواهد

نیستند. مجاور باهم ،٣ درجه از رأسͬ دو هیچ :٢ ادعا

،deg v۲ = ۳ اگر .deg v۱ ≤ ۲ استو S در v همسایه تنها v۱ ،١ ادعا در شده برده کار به مطالب از استفاده با برهان.
صورت این در است. S در که T۲ از رأسͬ با مجاور و نیست S در که است T۲ از رأسͬ مجاور v۲ ،١ ادعا طبق آنͽاه
دست به l۱v۲ یال کردن اضافه و vv۲ یال حذف با T درخت از که T ′ درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S
مجاور v۲ چون .deg v۲ ≤ ۲ بنابراین است. S انتخاب با متناقض بالا همانند که T ′ ∈ F بنابراین مͬ�باشد. مͬ�آید،
□ .deg v۳ = ۲ مشابه، طور به .deg v۲ = ۲ که مͬ�دهد نتیجه این است، S از رأسͬ
v′۱گیرید .deg v۱ = ۲ ،١ ادعا طبق صورت این در نیست. برگ v۱ ،١ ادعا در شده برده کار به استدلال از استفاده با
با T درخت از که است T ′ درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S صورت این در باشد. v از غیر v۱ همسایه
نتیجه در است. T ′ برگ ͷی v۱ و T ′ ∈ F بنابراین مͬ�باشد. مͬ�آید، دست به v′۱l۲ یال کردن اضافه و v۱v′۱ یال حذف
صورت، این در باشد. v از غیر vi همسایه v′i گیرید ،i = ۲,۳ برای است. T برگ ͷی v۱ که کرد فرض مͬ�توان

است. T در برگ ͷی v′۲ که کنیم فرض مͬ�توانیم دادیم، انجام v۱ برای که طور همان حال .v′۲, v′۳ ∈ S

باشد T از زیردرختͬ T ′ گیرید .n ≥ ۷ کنید فرض اینرو، از .γr(T ) = ۳ = ⌈n+۲
۳ ⌉ بوضوح آنͽاه ،n = ۶ اگر

و است T ′ مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی S ∩ V (T ′) صورت این در مͬ�شود. القاء فرزاندانش و v′۳ توسط که
اینرو از و γr(T ′) ≥ ⌈n−۳

۳ ⌉ داریم فرضاستقراء بنابر .|S| ≥ ۲+γr(T
′) نتیجه، در .|S∩V (T ′)| ≥ γr(T

′) اینرو از

γr(T ) = |S| ≥ ⌈n+ ۳
۳ ⌉ ≥ ⌈n+ ۲

۳ ⌉.

□
ͷی ادامه در Fn = {T | γr(T ) = ⌈n+۲

۳ به�طوری�که⌈ است n مرتبه از درخت ͷی T } گیرید ،n ≥ ۱ برای
عملͽری T درخت روی (١) نوع عملͽر کنید فرض منظور، این برای مͬ�کنیم. ارائه F خانواده از مفید دسته�بندی
نوع عملͽر و مͬ�کند ضمیمه نیست، ،T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه هیچ به متعلق v رأس به P۲ ͷی که است
،T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی به متعلق که v رأس به P۳ ͷی که است عملͽری T درخت روی (٢)
مͬ�آید. دست به آن یال i کردن زیرتقسیم با K۱,۳ از که باشد درختͬ Ti گیرید ،i = ۱, ۲ برای مͬ�کند. ضمیمه است،
T مانند درخت�هایͬ از خانواده�ای L۳k گیرید مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را درخت�ها از خانواده سه حال
خانواده�ای L۳k+۱ کنید فرض آید. دست به (٢) نوع عملͽر از متناهͬ دنباله�ای با T۲ درخت از که باشد ۳k مرتبه از
بالاخره، آید. دست به (٢) نوع عملͽر از متناهͬ دنباله�ای با P۴ از که باشد ۳k + ۱ مرتبه از T مانند درخت�هایͬ از
متناهͬ دنباله�ای با T۱ از یا و P۵ از یا که باشد ۳k + ۲ مرتبه از T مانند درخت�هایͬ از خانواده�ای L۳k+۲ کنید فرض
عملͽر از متناهͬ دنباله ͷی بعد و (٢) نوع عملͽر از متناهͬ دنباله ͷی با T۲ از یا و آید دست به (٢) نوع عملͽر از

آید. دست به (٢) نوع عملͽر از متناهͬ دنباله ͷی سپس و (١) نوع
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آوردیم. زیر در شده، بیان مͺرر صورت به نیز قبلا́ که را زیر ساده لم

برگ هر صورت این در باشد، T درخت از شده مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D کنید فرض .٢.١.٣ لم
است. D به متعلق T

.Fn = Ln ،n ≥ ۴ برای .٣.١.٣ قضیه

مͬ�کنیم. ثابت لم، ٨ بیان با را ٣.١.٣ قضیه

با دقیقا T از رأس ͷی حداکثر همچنین، است. برگ دو حداکثر با مجاور T رأس هر آنͽاه T ∈ Fn اگر .۴.١.٣ لم
است. مجاور برگ دو

که کنید فرض .|D| = ⌈n+۲
۳ ⌉ ،T ∈ Fn چون باشد. T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D گیرید برهان.

مجموعه ͷی D − {v۱, v۲} صورت این در باشد. مجاور ،v۳ و v۲ ،v۱ مثلا ، برگ سه حداقل با T از v مانند رأسͬ
بنابراین است. T ′ = T − {v۱, v۲} از مهارشده احاطه�گر

نتیجه ،١.١.٣ قضیه از است n − ۲ مرتبه از درخت ͷی T ′ چون دیͽر طرف از .γr(T ′) ≤ |D| − ۲ = ⌈n−۴
۳ ⌉

بیشتر با T از رأسͬ هیچ بنابراین است. غیرممͺن که ،⌈n۳ ⌉ ≤ ⌈n−۴
۳ ⌉ صورت، این در .γr(T ′) ≥ ⌈n۳ ⌉ مͬ�شود

برگ دو با مجاور هردو که باشند T از متمایزی رئوس v و u که کنید فرض همچنین، نمͬ�باشد. مجاور برگ دو از
D − {l۱, l۳} صورت این در باشند. ،v به متصل برگ دو l۴ و l۳ و u به متصل برگ دو l۲ و l۱ کنید فرض باشند.
بنابراین .γr(T ′) ≤ |D| − ۲ = ⌈n−۴

۳ ⌉ اینرو از است. T ′ = T − {l۱, l۳} از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی
□ است. برگ دو با مجاور T رأس ͷی حداکثر بنابراین مͬ�شود. منجر تناقض به دوباره این و γr(T ′) ≥ ⌈n۳ ⌉

T اتͺای رأس هیچ و است مجاور برگ ͷی با حداکثر T رأس هر آنͽاه n ̸≡ ۲(mod ٣) و T ∈ Fn اگر .۵.١.٣ لم
نیست. T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه به متعلق

دو حداقل با T از v مانند رأسͬ که کنید فرض باشد. T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D گیرید برهان.
است. T ′ = T −{l۱} از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷیD−{l۱}صورت این در باشد. مجاور ،l۲ و l۱ مثلا ، برگ
،١.١.٣ قضیه از و است n − ۱ مرتبه از درختͬ T ′ بنابراین .γr(T ′) = γr(T ) − ۱ = ⌈n−۱

۳ ⌉ داریم T ∈ Fn چون
.n ≡ ۲(mod ٣) اینͺه مͽر است غیرممͺن که ،⌈n−۱

۳ ⌉ ≤ ⌈n+۱
۳ ⌉ اینرو، از .γr(T ′) ≥ ⌈n+۱

۳ ⌉ مͬ�شود نتیجه
،v ∈ D و باشد l۱ مانند برگͬ با مجاور v اگر حال، نیست. مجاور برگ ͷی از بیش با T از رأسͬ هیچ بنابراین
اینͺه مͽر است تناقض ͷی که است T ′ = T − {l۱} از مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D − {l۱} بوضوح آنͽاه
□ .n ≡ ۲(mod ٣)

.T ′ ∈ Fn+۳ آنͽاه آید، دست به (٢) عملͽر توسط T درخت از T ′ و T ∈ Fn اگر .۶.١.٣ لم

اضافه D به را T ′ جدید برگ صورت این در باشد. T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D گیرید برهان.
داشت خواهیم اینرو از T ∈ Fn چون حال، مͬ�باشد. T ′ برای مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی حاصل که مͬ�کنیم
داشت خواهیم ،١.١.٣ قضیه طبق و است n+ ۳ مرتبه از درخت ͷی T ′ اینرو، از .γr(T ′) ≤ γr(T )+ ۱ = ⌈n+۵

۳ ⌉

□ .T ′ ∈ Fn+۳ بنابراین و γr(T ′) = ⌈n+۵
۳ ⌉ نتیجه در .γr(T ′) ≥ ⌈n+۵

۳ ⌉
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لم از نتیجه ͷی زیر لم .Lk ⊆ Fk ،k = ۶ kو = ۴ ازای به ،L۶ = {T۲} ⊆ F۶ و L۴ = {P۴} = F۴ چون
است. ،۶.١.٣

.Ln ⊆ Fn آنͽاه ،n ̸≡ ۲(mod ٣) و n ≥ ۴ اگر .٧.١.٣ لم

.Fn ⊆ Ln آنͽاه ،n ̸≡ ۲(mod ٣) و n ≥ ۴ اگر .٨.١.٣ لم

و n = ۴ برای نتیجه ،F۶ = {T۲} = L۶ و F۴ = {P۴} = L۴ چون است. n ≥ ۴ روی استقراء به اثبات برهان.
،۴ ≤ k < n شرط با صحیح، اعداد همه برای کنید فرض .n ≡ ۲(mod ٣) و n ≥ ۷ گیرید است. برقرار n = ۶

احاطه�گر مجموعه ͷی D کنید فرض .T ∈ Ln که مͬ�دهیم نشان .T ∈ Fn گیرید .Fk ⊆ Lk ،k ̸≡ ۲(mod ٣)
برگ vn و v۱ صورت این در باشد. T در مسیر طولانͬ�ترین P : v۱, v۲, ..., vm گیرید باشد. T مینیمم مهارشده
٢ درجه از اتͺا رأس ͷی v۲ مͬ�شود نتیجه ،۵.١.٣ لم از است، مسیر طولانͬ�ترین P چون .v۱ ∈ D بنابراین و هستند
نباشد، درست حالت این اگر .deg vm−۲ = ۲ یا deg v۳ = ۲ که مͬ�دهیم نشان .v۳ ̸∈ D بنابراین .v۲ ̸∈ D و بوده

مͬ�کنیم. ثابت را زیر ادعاهای ادامه از قبل .T ∗ = T (v۳, v۳v۴) گیرید .deg vm−۲ ≥ ۳ و deg v۳ ≥ ۳ آنͽاه

است. T ∗ انتهایͬ رئوس شامل D ∩ V (T ∗) و v۴ ∈ D ،T ∗ ∼= P۵ آنͽاه نباشد، اتͺا رأس ͷی v۳ اگر :٣ ادعا

v۳ مرکز با ،r ≥ ۱ ،K۱,r+۱ ستاره ͷی از مͬ�تواند T ∗ است. مسیر طولانͬ�ترین P و deg v۳ ≥ ۳ چون برهان.
لم١.٣.۵، طبق و است D به متعلق T ∗ برگ هر که داریم مͬ�آید. دست به یͺبار، آن یال هر دقیقاً زیرتقسیم توسط
دست به درخت T ′ کنید فرض .v۴ ∈ D داشت خواهیم v۳ ̸∈ D چون نیست. T ∗ اتͺای رأس هیچ شامل D

چون حال .γr(T ′) ≤ |D| − r صورت این در باشد. {v۱, v۲, v۳} از غیر T ∗ رئوس همه حذف با T از آمده
،١.١.٣ قضیه طبق اینرو، از و است n − ۲r مرتبه از درختͬ T ′ همچنین، .γr(T ′) ≤ ⌈n+۲−۳r

۳ ⌉ داریم ،T ∈ Fn

و r = ۱ باشیم داشته باید ،n ̸≡ ۲(mod ٣) چون حال .⌈n+۲−۲r
۳ ⌉ ≤ ⌈n+۲−۳r

۳ ⌉ بنابراین، .γr(T ′) ≥ ⌈n+۲−۲r
۳ ⌉

□ .n ≡ ۰(mod ٣)

است. T ∗ انتهایͬ رئوس شامل D ∩ V (T ∗) و v۴ ̸∈ D ،T ∗ ∼= P۴ آنͽاه باشد، اتͺا رأس ͷی v۳ اگر :۴ ادعا

مجموعه ͷی D − {l۱} آنͽاه ،v۴ ∈ D اگر است. متصل l۱ مثلا برگ، ͷی به تنها v۳ ،۵.١.٣ لم بنابر برهان.
از درختͬ T ′ چون، .γr(T ′) ≤ ⌈n−۱

۳ ⌉ مͬ�شود T،نتیجه ∈ Fn چون حال است. T ′ = T − l۱ مهارشده احاطه�گر
است غیرممͺن این که ⌈n+۱

۳ ⌉ ≤ ⌈n−۱
۳ ⌉ مͬ�کند ایجاب که γr(T

′) ≥ ⌈n+۱
۳ ⌉ ،١.١.٣ قضیه بنابر است n− ۱ مرتبه

r کردن زیرتقسیم با v۳ مرکز با ،r ≥ ۱ ،K۱,r+۱ ستاره از T ∗ درخت پس .v۴ ̸∈ D بنابراین .n ̸≡ ۲(mod ٣) چون
اتͺا رأس هیچ شامل D ،۵.١.٣ لم طبق حالیͺه، در دارد، تعلق D به T ∗ برگ هر مͬ�آید. دست به یͺبار دقیقاً آن یال
در باشد. {v۳, l۱} از غیر T ∗ رئوس همه حذف با T از آمده دست به درخت دهنده نشان T ′ کنید فرض نیست. T ∗

١.١.٣ طبق قضیه از است n − ۲r مرتبه از درختͬ T ′ چون، حال .γr(T ′) ≤ |D| − r = ⌈n+۲−۳r
۳ ⌉ صورت این

و r = ۱ اینͺه مͽر است غیرممͺن این که ⌈n+۲−۲r
۳ ⌉ ≤ ⌈n+۲−۳r

۳ ⌉ اینرو، از .γr(T ′) ≥ ⌈n+۲−۲r
۳ ⌉ مͬ�شود نتیجه

□ .n ≡ ۰(mod ٣)
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به درخت T ′ اگر بنابراین است. برقرار T (vm−۲, vm−۲, vm−۳)درخت برای ۴ و ٣ ادعای برای مشابه وضعیتͬ
T ′ مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D − {v۱, vm} آنͽاه باشد، v۱, v۲, vm−۱, vm رئوس حذف با T از آمده دست
خواهیم ١.١.٣ قضیه از است n − ۴ مرتبه از درختͬ T ′ چون، .γr(T ′) ≤ |D| − ۲ = ⌈n−۴

۳ ⌉ بنابراین و است
بنابراین، .n ̸≡ ۲(mod ٣) زیرا است غیرممͺن این که ⌈n−۲

۳ ⌉ ≤ ⌈n−۴
۳ ⌉ نتیجه، در .γr(T ′) ≥ ⌈n−۲

۳ ⌉ داشت
.deg vm−۲ = ۲ یا deg v۳ = ۲ که مͬ�شود نتیجه

درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D − {v۱} بنابراین .v۴ ∈ D صورت این در .deg v۳ = ۲ کنید فرض
مرتبه از درختͬ T ′ حال، .γr(T ′) ≤ |D| − ۱ = ⌈n−۱

۳ ⌉ داریم ،T ∈ Fn چون و است T ′ = T − {v۱, v۲, v۳}

.T ′ ∈ Fn−۳ بنابراین .γr(T ′) = ⌈n−۱
۳ ⌉ اینرو، از .γr(T ′) ≥ ⌈n−۱

۳ ⌉ مͬ�شود نتیجه ١.١.٣ قضیه از و است n− ۳

(٢) نوع عملͽر توسط T ′ درخت از T ترتیب، بدین .T ′ ∈ Ln−۳ اینرو از و Ln−۳ ⊆ Fn−۳ استقراء، فرض بنابر
□ .T ∈ Ln مͬ�شود ۶.١.٣نتیجه لم از بنابراین است. شده ساخته

دست به (١) نوع عملͽر توسط Fn+۲ به متعلق T ′ درخت از T آنͽاه ،n ̸≡ ۲(mod ٣) و T ∈ Fn اگر .٩.١.٣ لم
مͬ�آید.

جدید برگ کردن اضافه با صورت این در باشد. T در مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D فرضکنید برهان.
،n ̸≡ ۲(mod ٣) و T ∈ Fn چون حال، مͬ�آید. دست به T ′ برای مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D به T ′

،١.١.٣ قضیه بنابر است، n + ۲ مرتبه از درختͬ T ′ چون .γr(T ′) ≤ γr(T ) + ۱ = ⌈n+۵
۳ ⌉ = ⌈n+۴

۳ ⌉ داریم
□ .T ′ ∈ Fn+۲ بنابراین و γr(T ′) ≥ ⌈n+۴

۳ ⌉ اینرو، از .γr(T ′) ≥ ⌈n+۴
۳ ⌉

.L۳n+۲ ⊆ F۳n+۲ آنͽاه ،n ≥ ۱ اگر .١٠.١.٣ لم

.L۵ = {P۵, T۱} ⊆ F۵ زیرا است برقرار بوضوح حͺم آنͽاه n = ۱ اگر است. n ≥ ۱ روی استقراء به اثبات برهان.
در .F ∈ L۳(n+۱)+۲ گیرید .L۳(n+۱)+۲ ⊆ F۳(n+۱)+۲ که مͬ�دهیم نشان .L۳n+۲ ⊆ F۳n+۲ و n ≥ ۱ کنید فرض
با T ′ توسط T اگر مͬ�آید. دست به (٢) نوع عملͽر ͷی یا و (١) نوع عملͽر ͷی توسط T ′ درخت از T صورت این
عملͽر از استفاده با تنها T ′ ساختمان و دارد ۳n+ ۳ مرتبه ،T ′ صورت این در بیاید، دست به (١) نوع عملͽر ͷی
،٩.١.٣ لم بنابر اینرو از .T ′ ∈ F۳n+۳ ،۶.١.٣ لم طبق بنابراین، مͬ�آید. دست به T۲ درخت از شروع با و (٢) نوع
۳n + ۲ مرتبه دارای T ′ آنͽاه بیاید، دست به (٢) نوع عملͽر ͷی با T ′ از T اگر دیͽر، طرف از .T ∈ F۳(n+۱)+۲

□ .T ∈ F۳n+۵ داشت خواهیم ۶.١.٣ طبق و T ′ ∈ F۳n+۲ استقراء، فرض بنابر .T ′ ∈ L۳n+۲ و است

.F۳n+۲ ⊆ L۳n+۲ آنͽاه ،n ≥ ۱ اگر .١١.١.٣ لم

فرض است. برقرار n = ۱ برای حͺم ،F۵ = {P۵, T۱} = L۵ چون است. n ≥ ۱ روی استقراء به اثبات برهان.
.T ∈ F۳n+۲ گیرید .F۳k+۲ ⊆ L۳k+۲ باشیم داشته ،۱ ≤ k < n ،k صحیح اعداد همه برای و n ≥ ۲ کنید
،١.١.٣ قضیه طبق باشد. T مینیمم مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D کنید فرض .T ∈ L۳n+۲ که مͬ�دهیم نشان
و هستند برگ vm و v۱ صورت این در باشد. T در قطری مسیر ͷی P : v۱, v۲, ..., vm کنید فرض .|D| = n + ۲

زیر امͺانپذیر حالت دو است. ٢ درجه از اتͺا رأس ͷی v۲ که فرضکرد مͬ�توان ،۴.١.٣ طبق ،v۱, vm ∈ D بنابراین
مͬ�گیریم. نظر در را است، برگ دو یا برگ ͷی به متصل v۲ که را



١۵ پایین کران .١.٣

.T ∗ = T (v۳, v۳v۴) گیرید
D−{v۱, vm}صورت این در ،v۲ ∈ D اگر است. برگمتصل دو به vm−۱ صورت این در .deg vm−۱ = ۳ حالت١:
و γr(T ′) ≤ |D| − ۲ = n صورت این در اما است. T ′ = T − {v۱, vm} درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی

.v۳ ̸∈ D نتیجه در و v۲ ̸∈ D بنابراین است. غیرممͺن که γr(T
′) ≥ ⌈۳n+۲

۳ ⌉ = n+ ۱

.deg v۳ = ۲ :۵ ادعا

T ∗ است، مسیر طولانͬ�ترین P چون صورت، این در نباشد. اتͺا رأس ͷی v۳ و deg v۳ ≥ ۳ که فرضکنید برهان.
رأس هر ،۴.١.٣ لم طبق همچنین مͬ�آید. دست به یͺبار دقیقاً یال هر زیرتقسیم با v۳ مرکز با ،r ≥ ۱ ،K۱,r+۱ ستاره از
،v ̸∈ D چون نیست. T ∗ اتͺای رأس هیچ شامل D شد، داده نشان v۲ برای که همانطور و است ٢ درجه از T ∗ اتͺا
و {v۱, v۲, v۳} از غیر T ∗ رئوس همه حذف با T از آمده دست به درخت دهنده نشان T ′ اگر بنابراین، .v۴ ∈ D

۳n+ ۱− ۲r مرتبه از درختͬ T ′ همچنین، .γr(T ′) ≤ |D| − r − ۱ = n+ ۱− r صورت این در باشد، vm حذف
است. اتͺا رأس ͷی v۳ بنابراین است. تناقض ͷی ،γr(T ′) ≥ n+ ۱− ⌊ ۲r۳ ⌋ ،١.١.٣ قضیه طبق بنابراین، و است
ͷی D − {l, vm} صورت این در ،v۴ ∈ D اگر است. متصل ،l۱ مثلا برگ، ͷی به تنها v۳ ،۴.١.٣ لم طبق
.v۴ ̸∈ D بنابراین است. تناقض ͷی بالا مانند که است T ′ = T − {l۱, vm} درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه
T ∗ برگ هر مͬ�آید. دست به یͺبار دقیقاً یال هر زیرتقسیم با v۳ مرکز با ،r ≥ ۱ ،K۱,r+۱ ستاره از مͬ�تواند T ∗ درخت
دست به درخت دهنده نشان T ′ اگر بنابراین، نیست. T ∗ اتͺای رأس هیچ Dشامل که صورتͬ در است، Dمتعلق به
.γr(T ′) ≤ |D| − r − ۱ = n+ ۱− r آنͽاه باشد، vm حذف و {v۳, l۱} از غیر T ∗ رئوس همه حذف با T از آمده
□ .deg v۳ = ۲ بنابراین است. تناقض ͷی که ،γr(T ′) ≥ n+ ۱− ⌊ ۲r۳ ⌋ بنابراین،
درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D − {v۱} اینرو از .v۴ ∈ D بنابراین .deg v۳ = ۲ ،۵ ادعا طبق
۳n− ۱ مرتبه از درختͬ T ′ همچنین، .γr(T ′) ≤ |D| − ۱ = n+ ۱ داریم اینرو، از و است T ′ = T − {v۱, v۲, v۳}

طبق .T ′ ∈ F۳(n−۱)+۲ اینرو از و γr(T ′) = n+ ۱ = ⌈۳n+۱
۳ ⌉ بنابراین، .γr(T ′) ≥ n+ ۱ ،١.١.٣ قضیه بنابر و است

عملͽر توسط T ′ درخت از T پس، .T ′ ∈ L۳(n−۱)+۲ بنابراین و F۳(n−۱)+۲ ⊆ L۳(n−۱)+۲ داریم استقراء، فرض
.T ∈ L۳n+۲ ،۶.١.٣ لم طبق اینرو، از مͬ�شود. ساخته (٢) نوع

مجموعه ͷی D − {v۱, vm} آنͽاه باشند، D به متعلق هردو vm−۱ و v۲ رئوس اگر .deg vm−۱ = ۲ :٢ حالت
.v۲ ̸∈ D که فرضکرد مͬ�توان بنابراین تناقضاست. ͷی که است، T ′ = T −{v۱, vm}درخت مهارشده احاطه�گر
است T ′ = T −{v۱, v۲}درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷیD−{v۱} آنͽاه ،v۴ ̸∈ D اگر .v۳ ̸∈ D نتیجه در
مͬ�شود نتیجه ١.١.٣ قضیه بنابر اینرو از است ۳n مرتبه از درختͬ T ′ چون، .γr(T ′) ≥ n + ۱ داریم بنابراین، و

بنابراین، .γr(T ′) ≥ n+ ۱

مͬ�شود نتیجه ٩.١.٣ لم بنابر اینرو از �مͬ�شود. ساخته (١) نوع عملͽر توسط T ′ درخت از T چون .T ′ ∈ L۳n

.T ∈ L۳n+۲ داریم ،١ حالت بنابر آنͽاه deg v۳ = ۲ اگر چون .v۴ ∈ D که فرضکرد مͬ�توان بنابراین .T ∈ L۳n+۲

.deg v۳ ≥ ۳ که کنیم فرض مͬ�توانیم اینرو از

.T ∈ L۳n+۲ آنͽاه نباشد، اتͺا رأس ͷی v۳ اگر :۶ ادعا

دو یا برگ ͷی به متصل u حال .u ∈ D کنید فرض باشد. v۴ و v۲ از متمایز v۳ از همسایه ͷی u گیرید برهان.



١۶ درخت�ها در مهارشده احاطه�ای عدد .٣

که N [u]− {v۳}حذف با T درخت از T ′ درخت حالت، هر در است. برگ
١.١.٣ قضیه بنابر اینرو از و است ۳n− ۱ حداقل T ′ مرتبه همچنین، مͬ�آید. دست γr(Tبه ′) ≤ |D| − deg u ≤ n

مجموعه ͷی D − {v۱} صورت این در اما .u ̸∈ D بنابراین است. تناقض ͷی که γr(T
′) ≥ n+ ۱ مͬ�شود نتیجه

□ .T ∈ L۳n+۲ و T ′ ∈ F۳n داده�ایم، نشان بالا در حالیͺه در است T ′ = T −{v۱, v۲}درخت مهارشده احاطه�گر

صورت این در باشد، متصل برگ دو به v۳ فرضکنید است. T اتͺا رأس ͷی v۳ فرضکرد مͬ�توان ،۶ ادعا طبق
مرتبه T ′ همچنین، مͬ�شود. تولید γr(T ′) ≤ |D| − ۲ = n با T ′ درخت که مͬ�کنیم حذف T از را برگ دو این
برگ، ͷی به تنها v۳ بنابراین است. تناقض ͷی که γr(T

′) ≥ n + ۱ ،١.١.٣ قضیه بنابر اینرو از و دارد ۳n حداقل
درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D−{vm, l۱}صورت این در vm−۱ ∈ D فرضکنید است. متصل ،l۱ مثلا
مͬ�توان ،v۴ به توجه با .vm−۲ ̸∈ D همچنین و vm−۱ ̸∈ D اینرو از تناقضاست. ͷی که است T ′ = T −{vm, l۱}

vm−۲ که کرد فرض مͬ�توان مͬ�کنیم)، جایͽزین v۳ جای به را vm−۲ (که ۶ ادعا طبق .vm−۳ ̸∈ D که کرد فرض
و v۳ فرضکنید است. متصل ،l۲ مثلا برگ، ͷی به تنها vm−۲ ،v۳ به توجه با صورت این در است. T اتͺا رأس ͷی
T ′ = T −{l۱, l۲}درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷیD−{l۱, l۲}صورت این در باشند، داشته ٣ درجه vm−۲

.deg v۳ ≥ ۴ که کرد فرض مͬ�توان بنابراین است. تناقض ͷی که است
در که تناقض همان به صورت این در ،u ∈ D کنید فرض باشد. l۱ و v۴ ،v۲ از متمایز v۳ همسایه ͷی u گیرید
درخت مهارشده احاطه�گر مجموعه ͷی D−{v۱}صورت این در .u ̸∈ D بنابراین مͬ�رسیم. شد، داده نشان ۶ ادعا
□ .T ∈ L۳n+۲ و T ′ ∈ F۳n داده�ایم، نشان بالا در حالیͺه در است T ′ = T − {v۱, v۲}

مͬ�آید. دست به ١١.١.٣ و ١٠.١.٣ ،٨.١.٣ ،٧.١.٣ لم�های به توجه با ،٣.١.٣ قضیه حال



۴ فصل

بزرگ مهارشده احاطه�ای عدد با گراف�هایͬ

مهارشده احاطه�ای عدد روی کران�هایͬ ١.۴

.γr(G) ≤ n داریم و Gاست مهارشده احاطه�گر مجموعه V (G)صورت این در باشد، n مرتبه از همبند Gگرافͬ اگر
عدد روی بالا کران [٣] در همͺارانش و دومͺه١ است. دقیق کران این که مͬ�دهد نشان K۱,n−۱ ستاره�های خانواده
مجموعه B کنید فرض دادند. قرار بررسͬ مورد را ٢ حداقل درجه مینیمم با همبند گراف ͷی مهارشده احاطه�ای

باشد. ١.۴ شͺل در شده داده نشان گراف�های

گراف�ها از B مجموعه :١.۴ شͺل

آنͽاه ،G ̸∈ B اگر باشد. δ(G) ≥ ۲ با n ≥ ۳ مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض [٣] .١.١.۴ قضیه

γr(G) ≤ (n− ۱)/۲.
١Domke

١٧


