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 فصل اول                     

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

 

 

 

مجموعه ای ناتهی باشد. تابع  Xفرض کنید  . 1. 1ریف تع IRXXd را یک تابع  :

Xzyxdمی نامیم هرگاه به ازای هر  Xبر  متر فاصله یا یک ,,, در شرایط زیر صدق کند 

الف(   0, yxd  و  0, yxd  اگر و فقط اگرyx ، 

ب(    yxdxyd ,, ، 

پ(      yzdzxdyxd ,,,     (ی)نامساوی مثلث. 

، زوج حالتدر این  dX را یک نقطه فضای  Xxرا یک فضای متری می نامیم و هر  ,

  د.متری می نامن

تابع  . 1. 1مثال   yxyx , یک متریک برIR  است که به آن متر معمولی یا اقلیدسی

 گویند.
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فضای متری  . 9. 1تعریف  dX مفروض اند. در این صورت  0rو عدد  Xxنقطه ، ,

 عبارت است از rو شعاع  xبه مرکز  باز گوی

 

فضای متری  . 1. 1تعریف  dX مفروض اند. در این  0rو عدد  Xx، نقطه ی  ,

 عبارت است از rو شعاع  xبه مرکز  گوی بستهصورت 

    }.,:{, ryxdXyrxB  

فرض کنید  . 6. 1مثال  yxB گوی بازی در فضای متری  , dX باشد و  , rxBy ,. 

قرار می دهیم  yxdrr , به آسانی دیده می شود که .   rxBryB ,, . 

فضای متری  . 5. 1تعریف  dX XAو زیر مجموعه  ,   مفروض اند. می گوییمA 

وجود داشته  0r، اسکالر Ax به ازای هرو  Aیا  Aاست هرگاه  بازمجموعه ای 

 باشد به طوری که

.  ArxB , 

باز است اگر و فقط اگر اجتماعی از گوی های باز باشد. به عنوان مثال در  Aبه عبارت دیگر 

 مجموعه اعداد حقیقی هر بازه باز مجموعه ای باز است.

فضای متری  . 7. 1تعریف  dX XAو زیر مجموعه  ,   مفروض اند. می گوییمA 

 مجموعه ای باز باشد. cAاست هرگاه بسته مجموعه ای 

 است.به عنوان مثال هر بازه بسته دو مجموعه اعداد حقیقی، مجموعه ای بسته    

    }.,:{, ryxdXyrxB 
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فضای متری .  8. 1تعریف  dX XAو زیر مجموعه  ,   .مفروض اندA  درX چگال 

XAاست هرگاه   به عبارت دیگر ؛A  درX  چگال است اگر و فقط اگر به ازای هر

 .uAداشته باشیم  uمجموعه باز ناتهی مانند 

 چگال اند. cQو  Qدر مجموعه اعداد حقیقی  . 3. 1مثال 

فضای متری  . 9. 1تعریف  dX XAو زیر مجموعه ناتهی  ,   مفروض اند. در این صورت

 عبارت است از A قطر

.    },:,sup{ AyxyxdA  

واضح است که    A0 . 

       0A  اگر و فقط اگرA ی باشد. همچنین واضح است که مجموعه ای تک عضو

   AA  . 

 

فضای متری  . 11. 1تعریف  dX XAو زیر مجموعه ناتهی  ,   مفروض اند. در این صورت

A  است هرگاه کراندار  A. 

ی فضای متر . 11. 1تعریف  dX XK، زیر مجموعه ,   و خانواده 
Iiiu


از زیر مجموعه  

مفروض اند.  Xهای  
Iiiu


اشد و باز ب iuاست هرگاه هر  Kبرای  پوشش بازیک  

 Ii iuK


. 
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فضای متری  . 19. 1تعریف  dX XKو زیر مجموعه  ,   .مفروض اندK  مجموعه را

کرد.  پیداحداقل یک زیر پوشش متناهی  Kهر پوشش باز برای  گویند هرگاه بتوان فشرده

 مجموعه ای فشرده باشد. Xیک فضای متری فشرده است هرگاه  Xمی گوییم 

در مجموعه اعداد حقیقی  . 11. 1مثال  nn,  یک پوشش باز برایQ  می باشد. همچنین











n

2
یک پوشش باز برای  نیز 1, 1,0 .می باشد 

مجموعه ای فشرده است. به طور  Xهر زیر مجموعه متناهی فضای متری  . 16. 1مثال 

 کلی هر اجتماع متناهی از مجموعه های فشرده، مجموعه ای فشرده است.

XINfمفروض است در این صورت هر تابعی مانند  Xمجموعه ناتهی  . 15. 1تعریف  : 

قرار دهیم  INnبه ازای هر  هرگاه می نامیم. Xدر  دنبالهرا یک   nxnf  آنگاه دنباله ،

f  را معمولاً با نماد nx  یا}{ nx .نشان می دهیم 

فضای متری  . 1. 1تعریف  dX و دنباله  Xx، نقطه , nx  درX .گوییم  مفروض اند

دنباله  nx  بهx هرگاه به ازای هر همسایگی  همگراستx  مانندu ، وجود داشته باشد 

INN  به طوری که اگر  وجود داشته باشدNn آنگاه ، uxn . 

INNعضو ، 0ی هر به عبارت دیگر به ازا         به طوری که هرگاه  وجود داشته باشد

Nn آنگاه ، 

.  xxd n ,  

 )یکتایی حد( هر دنباله حداکثر به یک نقطه همگراست . 6. 1قضیه 

  . ]02. 1. 3 [رجوع شود به   .اثبات
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فضای متری  . 5. 1تعریف  dX و دنباله  , nx  درX  مفروض است. گوییم nx  یک

0 ،INNبه ازای هر است هرگاه  دنباله کشی   به طوری که اگر وجود داشته باشد

Nnm ,آنگاه ، 

.  nm xx ,  

و می نویسیم   0,lim ,  nmmn xxd  یا  0, nm xxd. 

 

 

}:{با فرض  . 7. 1مثال  NnxE nN  مشاهده می شود که ، nx  دنباله ای کشی است 

اگر و فقط اگر   0NE. 

اگر دنباله کشی  . 11. 1مثال  nx  در فضای متری dX زیر دنباله ای همگرا مانند  , 
nKx 

داشته باشد، آنگاه  
nnx .همگراست 

xxفرض کنید  حل.
nk   0و.  در این صورت عددی طبیعی مانندN به  یافت می شود

Nnm هرگاهطوری که  , آنگاه داریم ، 

,   
2

,


nm xxd 

Nnهمچنین اگر  خواهیم داشت ،  
2

,


xxd
nk بنابراین اگر .Nn خواهیم داشت ، 

.         xxxxdxxdxxd
nnn kkknn ,,,, 

xxn و این یعنی . 

فضای متری  . 8. 1تعریف  dX به نقطه ای از  Xاست هرگاه هر دنباله کشی در  کامل ,

X .همگرا باشد 
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ای متری به این ترتیب، در فض       dX ، دنباله , nx  همگراست اگر و فقط اگر nx 

 دنباله ای کشی باشد.

 کامل است. KIRفضای اقلیدسی  1Kبه ازای هر عدد  . 19. 1تبصره 

XA، زیر مجموعه ,xyفضاهای متری  . 11. 1تعریف   نقاط ،Aa   وyl  و تابع

yAf :  مفروض اند. می نویسیم  lxfax lim  حد تابع و می گوییمf در نقطه a 

 وجود داشته باشد به طوری که هر گاه 0 ،0به ازای هر است هرگاه 

   axd  داشته باشیم، آنگاه 0,

.   lxfd ,  

 گزاره های زیر معادل اند. 02. 1با توجه به داده های تعریف  . 3. 1قضیه 

ف( ال  lxfax lim 

 

به ازای هر دنباله  ب( nx  از نقاطA  به طوری کهaxn   وaxn  دنباله ،  nxf 

 همگراست.

 .]02. 1. 2 [ رجوع شود بهاثبات. 

yXfو تابع  Xa، نقطه  ,XYای متری فضاه .11. 1تعریف  :  مفروض اند. گوییمf 

ه طوری که اگر وجود داشته باشد ب 0 ،0به ازای هر است هرگاه  پیوسته aدر 

  axd  ، آنگاه خواهیم داشت ,

.     afxfd ,  
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)قضیه اشتراک کانتور( فضای متری  .11. 1قضیه  dX مفروض است. در این صورت گزاره  ,

 های زیر هم ارزند.

 کامل است Xالف( 

نزولی از مجموعه های بسته ناتهی مانند  ب( به ازای هر دنباله 
1nnA  به طوری که

  0nA. 

مجموعه 





1n

nAA .دقیقاً از یک نقطه تشکیل شده است  

 .]02. 2. 0 [  رجوع شود بهاثبات. 

، شرط  07. 1در قضیه  .11. 1تذکر   0nA ی است و نمی توان آن را حذف کرد.اساس 

1n ،به ازای هر  IRفرض کنید در  .13. 1مثال   ,nAn
باشد. در این صورت  







1n

nA 

قرار دهیم  1nاگر به ازای هر 









nn
Bn

1
3,

1
ن گاه آ 2 3,2

1







n

nB  و در نتیجه این

  اشتراک بیش از یک نقطه دارد.

فرض کنید  .19. 1تعریف  dX فضای متری بوده و  , nx  دنباله ای درX  و  عددی

10حقیقی با شرط   باشد به طوری که 

 .   nnnn xxdxxd ,, 112   

 در این صورت nx  در  کشیدنباله ایX .است 
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 )قضیه نقطه ثابت باناخ یا قضیه انقباض( .11. 1قضیه 

فرض کنید  dX XXfفضای متری کامل بوده و  , :  یک تابع انقباض باشد. در این

 دقیقاً یک نقطه ثابت دارد. fصورت 

 .]1. 1. 0 [رجوع شود به اثبات. 

شرط اساسی است و نمی توان آن را حذف  Xکامل بودن  31. 1در قضیه  .16. 1تبصره 

کرد. بعنوان مثال تابع   1,01,0: f  با ضابطه ی 
2

x
xf   یک انقباض است، ولی نقطه

 ثابت ندارد.

نمی توان به جای  31. 1در قضیه  .15. 1تبصره       yxkdyfxfd ,,   10و  k  شرط

      yxdyfxfd ,,   را گذاشت. بعنوان مثال تابع   ,0,0:f بطه با ضا

  12  xxf  در شرط      yxdyfxfd ,,  .صدق می کند ولی نقطه ثابت ندارد 

XXfیک فضای متری فشرده بوده و تابع  Xاگر  .17. 1تبصره  :  به ازای هرyx   در

شرط       yxdyfxfd ,,  کند آنگاه  صدقf  دقیقاً یک نقطه ثابت دارد. در حقیقت تابع

IRXy :  با ضابطه    xfxdxy , پس مینیمم مطلق خود را در نقطه ؛ پیوسته است

 است. فشرده Xاختیار می کند، زیرا  Xpای مانند 

اگر        0pg آنگاه با فرض ،  qpf  داریم 

.              pgpfpdqfpfdqfqdqg  ,,, 

که تناقض است. بنابراین   0pg  یا  ppf بنابراین .f .نقطه ثابت دارد 
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ل فضای متری کام .18. 1مثال  dX XXfو تابع  , :  مفروض اند. فرض کنید به ازای

دقیقاً یک نقطه ثابت  fیک تابع انقباض باشد. در این صورت  m ،mfعددی طبیعی مانند 

mfgدارد، زیرا هرگاه قرار دهیم   31. 1آنگاه بنابر قضیه ،y  دقیقاً یک نقطه ثابت دارد که

می نامیم. پس  pآن را   ppg   و از این رو    pfpgf . 

gfffgحال رابطه      m .. 1    نشان می دهد که 

     pgfpfg    یا     pfpfg  

بنابراین  pf  نیز یک نقطه ثابتg  است. چونg فقط یک نقطه ثابت دارد پس 

 .  ppf  

تابع  .13. 1مثال    ,1,1:f ابطه با ض  









x
xxf

2

2

 را در نظر می گیریم. 1

f  یک نقطه ثابت با ثابت انقباض
2

است، زیرا به ازای هر دو عدد  2و دارای نقطه ثابت  1

 مداری 1yو  1xدلخواه 

    


















y
yxyfxf

2

2

1

2

1

2

1 

                                                 
,

2

1

2
1

2

1

yx

xy
yx





 

1زیرا 
2

1 
xy

 . 

باید معادله  fبرای یافتن تنها نقطه ثابت   xxf  را حل کنیم، پسx
x

x 









2

2

  یا 1

22 x 2، بنابراینx . 
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10و با فرض  31. 1با استفاده از نمادگزاری قضیه  .11. 1تبصره  x مشاهده می شود که ،

 خواهیم داشت 2n, 1, 0به ازای ... , 37. 1در مثال 

n

nx  22 

2اسکالرهای دلخواه و بزرگتر صفر و  cو  فرض کنید 
2

 c
 تابع .f  را بصورت زیر

 تعریف می کنیم.

 

  











x
xxf

ccf



2

1

,,:

 

انقباض  یک تابع انقباض با ثابت fدر این صورت 
2

 است. و دارای نقطه ثابت  1

IRIفرض کنید بازه  .98. 1مثال    و تابع پیوستهIIf :  و نقطهIa  به گونه ای

 باشند که 

.    aafff  

نقطه ثابت نداشته باشد.  fحداقل یک نقطه ثابت دارد، زیرا فرض کنید  fدر این صورت 

IRIgدر این صورت تابع  :  با ضابطه    xxfxg   یا همواره مثبت است یا همواره

 منفی

a ،متوالیاً مقادیر  xمواره مثبت باشد. اگر به جای ه gحال فرض کنید  af  و  aff  را

جاگذاری کنیم، نابرابری     aafff  .به دست می آید و این تناقض است 
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 فصل دوم                                                   

انقباض ها در فضاهای متری جزئی 

 دوگان

 

 

XXبر  dتابعی حقیقی مقدار نامنفی مانند شبه متر منظور از  .1. 1تعریف    می باشد به

Xzyxطوری که به ازای هر  ,, .خواص زیر برقرار است 

yxلف( ا  اگر و فقط اگر     0,,  xydyxd، 

ب(      yzdzxyxd ,,, . 

عبارت است از زوج  فضای شبه متری      dX  dیک مجموعه غیرتهی بوده و  Xکه  ,

 است. Xیک شبه متر روی 
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IRXXdمفروض است و تابع  Xمجموعه ناتهی  .1. 1مثال  :  در شرایط زیر صدق

 می کند

الف(   0, yxd  اگر و فقط اگرyx ، 

ب(      zydzxdyxd ,,, . 

 است Xیک متر در  dدر این صورت 

xzاگر در شرط )ب( قرار دهیم  حل. آنگاه خواهیم داشت ، 

 .   xydyxd ,,    (1) 

 رابطه زیر بدست می آید ,xyبا تعویض نقش 

   yxdxyd ,,    (0) 

 ( نتیجه می شود0و )( 1حال از رابطه )

   xydyxd ,,  

xyحال اگر در شرط )ب( قرار دهیم   آنگاه به ازای هر ،x  وz  خواهیم داشت

 zxd ,20  یا  0, zxd  و بنابراینd .همه ویژگی های یک متر را دارد 

 

گوییم  Xدر  توپولوژیرا یک  Xاز زیر مجموعه های مجموعه  Tگردایه  .9. 1تعریف 

 دارای خاصیت زیر باشد. Tهرگاه 

TXو  Tالف(  ، 

n ,...,1،0i  ،TViب( هرگاه به ازای   آنگاه 

TVVVV n  ...321. 
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پ( هرگاه 
IV }{  گردایه دلخواهی از عضوهایT ناشمارا( باشد آنگاه)متناهی، شمارا ، 

TV
I







 . 

را  Tرا یک فضای توپولوژی و عضوهای  Xباشد، آنگاه  Xیک توپولوژی در  Tهرگاه 

 مند.می نا Xمجموعه های باز در 

 fباشد، آنگاه گوییم  Yبه توی  Xنگاشتی از  fفضاهای توپولوژی بوده و  ,XYهرگاه      

Y ،ر د Vپیوسته است اگر به ازای هر مجموعه باز  Vf 1  باز درX .باشد 

را با  dتوپولوژی ایجاد شده توسط شبه متری  .1. 1تعریف  dT  نشان می دهیم که دارای

پایه ای به صورت   }0,:,{   XxxBd
وی های باز( است، که در آن به ازای هر )دسته گ 

Xx  0و .تعریف می کنیم 

    }.,:{,   yxdXyxBd 

XXروی  sdباشد آنگاه تابع  Xیک شبه متر روی  dاگر  .6. 1تعریف   بصورت   

     },,,{, xydyxdMaxyxd s  

 است. Xتعریف می شود که یک متر بر 

IRXXdفرض کنید  .5. 1تعریف  :  شبه متر باشد. تابع متقارنIRXXd s :  به

Xyxازای هر  , ود.به صورت زیر تعریف می ش 

     .,,, xydyxdyxd s  

یک متر بوده و همچنین  sdکه در آن    sdTdT . 
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فرض کنید )نگاشت انقباض در فضای شبه متری( .7. 1تعریف  dX یک فضای شبه  ,

متری باشد و نگاشت    dXdXf ,,:   فرض کنید اسکالر را در نظر بگیرید وIRc  با

10شرط   c  وجود داشته باشد به طوری که به ازای هرXyx , داشته باشیم 

      .,, yxdcyfxfd  

 نامیده می شود. c با پایای انقباض  انقباضیک  fدر اینصورت 

تابعی است مانند متر جزئی دوگان .8 .1تعریف  IRXXP به طوری که به ازای  :

Xzyxهر  ,, دارای خواص زیر می باشد 

yxالف(    اگر و فقط اگر     yypyxPxxP ,,, ، 

ب(    yxpxxp ,, ، 

پ(    xypyxp ,, ، 

ت(        yypzypyxpzxp ,,,, . 

عبارت است از زوج  فضای متری جزئی دوگان     pX یک مجموعه ناتهی  Xکه در آن  ,

 است. Xیک متر جزئی دوگان بر  Pو 

یک توپولوژی مانند  Xبر  Pهر متر جزئی دوگان .3. 1تبصره  PT  برX  ایجاد می کند

به طوری که دارای پایه ای به صورت   }0,:,{   XxxBp  می باشد که در آن به ازای هر

Xx  0و اریمد 

 .      },,:{,   xxpyxpXyxBp 

متر جزئی دوگان و  Pفرض کنید  .11. 1قضیه  ,aBp  یک گوی باز و ,aBx p .باشد 
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 موجود است به طوری که  0در این صورت اسکالر 

.    ,, aBxBx pp  

فرض کنید  اثبات. ,aBx p باشد بنابراین خواهیم داشت 

 .  axP , 

 را به صورت زیر تعریف می کنیم حال اسکالر 

 .   xxPaxP ,,   (1) 

و هم چنین  0چون بنا به فرض   axP  باشد پس خواهیم داشت می ,

.  xxP , 

در نتیجه  ,xBx p حال نشان می دهیم .    ,, aBxB pp  فرض کنید . ,xBy p 

 بنابراین داریم

  xyp , 

 ( خواهیم داشت1از رابطه )

 .     xxpaxpxyp ,,,  

 بنابراین 

.       xxpaxpxyp ,,, 

 در نتیجه از شرط )ت( متر جزئی دوگان خواهیم داشت

.  axp , 

بنابراین  ,aBy p  و در نتیجه    ,, aBxB pp . 
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دنباله  .11. 1تعریف  
INnnx


در فضای متری جزئی دوگان  PX گفته می  دنباله کشی ,

موجود باشد به طوری IRشود هرگاه حد دنباله وجود داشته باشد یعنی، اسکالری مانند 

 که

  .,lim ,  mnmn xxp 

فضای متری جزئی دوگان  .11. 1تعریف  PX گفته می شود اگر و فقط اگر دنباله  کامل ,

کوشی  
INnnx


 همگرا باشد. Xدر  

، زوج مرتبی است مانند Xبر مجموعه  شبه متر وزن دار )موزون( .19. 1تعریف  ,d ،

IRXو  Xیک شبه متر بر  dکه در آن  :  یک تابع وزن است به طوری که به ازای هر

Xyx , داریم 

.    yxydxyxd  ,, 

 

فرض کنید  .11. 1قضیه  ,d  شبه متر وزن دار برX  باشد. تابعIRXXP :  را به

Xyxازای هر  , به صورت زیر تعریف می کنیم 

 .    xyxdyxP  ,, 

بوده و  Xیک متر جزئی دوگان بر  Pدر این صورت    dTpT . 

است. برای درستی  Xیک متر جزئی دوگان بر  Pاثبات. در ابتدا نشان می دهیم که 

Xyxخاصیت )الف( متر جزئی دوگان فرض کنید  ,  باشد چون

     yyPyxPxxP ,,,  پس بنا بر تعریف ،P در فرض خواهیم داشت 
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.  yxyxdx  , 

 داریم  13. 0از تعریف 

،    yyxydxyxdx  ,, 

 در نتیجه

.    0,,  xydyxd 

yxبنابراین   حال اگر .yx  واضح است که ،     yyPyxPxxP ,,,  در نتیجه .

 خاصیت )الف( متر جزئی دوگان برقرار است.

Xyxچون به ازای هر  ,  ،  0, yxd ی باشد. پس به ازای هر مXyx ,  داریم 

.  xyxdx  , 

Xyx، به ازای هر  13. 0از تعریف  , نتیجه می شود که 

.   yxPxxP ,,  

چون  10. 0بنابراین خاصیت )ب( متر جزئی دوگان نیز برقرار است. حال با توجه به تعریف 

Xyxزای هر به ا ,  ،    yxydxyxd   می باشد پس از فرض خواهیم داشت ,,

.   xyPyxP ,,  

 بنابراین خاصیت )پ( متر جزئی دوگان برقرار می باشد.

Xzyxاز طرفی بنا بر خاصیت )ب( شبه متر چون به ازای هر   ,,  ،

     zydyxdzxd ,,,  می باشد پس خواهیم داشت 

.        yyzydxyxdxzxd  ,,, 
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Xzyxبنابراین به ازای هر  ,, داریم 

       yyPzyPyxPzxP ,,,,  

یک متر جزئی دوگان می  Pدر نتیجه هر چهار خاصیت متر جزئی دوگان برقرار بوده و 

 باشد.

حال نشان می دهیم     dTPT   یعنی باید نشان دهیم پایه های دو توپولوژی ،

با هم معادل اند. فرض کنید  dو شبه متر  Pحاصل از متر جزئی دوگان  ,xBy P از ،

 داریم 8. 0تعریف 

.     xxPyxP ,,  (1) 

فرض از طرفی بنا به     xyxdyxP   ، پس خواهیم داشت,,

.     yxdxxPyxP ,,,  

 ( خواهیم داشت1در نتیجه از رابطه )

.  yxd , 

بنابراین  ,xBy d و این نشان می دهد ،   dTPT . 

به طور مشابه می توان نشان داد اگر   ,xBy d  باشد آنگاه ,xBy P پس .

   PTdT  .و در نتیجه حکم برقرار است 

 

فرض کنید  .16. 1لم PX را بر مجموعه غیر  pdفضای متری جزئی دوگان باشد. تابع  ,

 عریف می کنیم.به صورت زیر ت Xتهی 


