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چͺیده

عاری تعادل پایداری پردازیم. مͬ واگیردار بیماری دو ͬͺدینامی زیستͬ های مدل بررسͬ به نامه پایان این در

دستیابͬ برای ها حل راه مهمترین از ͬͺی دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را واگیردار بیماری تعادل و بیماری از

نمودار و مثال قالب در که عددی سازی شبیه نام به بحثͬ ارائه به همچنین است. لیاپونوف تابع هدف، این به

پردازیم. مͬ باشد، مͬ کاربردی پارامترهای از برخͬ و بیماری تغییرات

لیاپونوف. تابع جاذب، سرتاسری طور به تعادل، نقاط پایداری، ،SIR مدل کلیدی: واژگان



೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

دوستانͬ با هم�کلاس بزرگوار اساتیدی محضر در تا شدند من حامͬ که را مهربان پدری سپاس و تقدیر

بماند. باقͬ دلم در خاطرشان ابد تا که شوم

سپاس بودند پایان�نامه این در من راهنمای استاد که را محمدحسنͬ دکتر خانم سرکار ارجمندم استاد

دکتر آقای و مقدری دکتر آقای و احمدی دکتر آقای سبزواری، دکتر آقای بزرگوار اساتید دیͽر از مͬ�گویم.

کنم. مͬ قدردانͬ کردم تجربه و علم کسب محضرشان در که محمدی

بعد طه، مهربانم نامزد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا از

بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان، امیدبخش

اঀھامس࢔طا਩ی
ඟ໕دادماه۱۳۹۲



مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

٧ اولیه مفاهیم و تعاریف :١ فصل

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺدینامی سیستم ١.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر ١.١.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه ٢.١.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبͬ نقطه ٣.١.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطه ۴.١.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولوی ۵.١.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جذاب ۶.١.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاذب سرتاسری طور به ٧.١.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار مجانباً ٨.١.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپونوف مفهوم در پایداری ٩.١.١

ح



١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم ͷی در تعادل نقطه ͷی تعریف ١٠.١.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودگردان غیر و خودگردان ١١.١.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار مجانباً سرتاسری طور به ١٢.١.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپونوف تابع ٢.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپونوف کاندید تابع تعریف ١.٢.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . کران بͬ محوراً لیاپونوف کاندید تابع تعریف ٢.٢.١

١٨ . . . . . . . . . . . خودگردان های سیستم برای لیاپونوف اساسͬ قضایای ٣.٢.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار تعادل نقطه ۴.٢.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار مجانباً موضعͬ طور به تعادل نقطه ۵.٢.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار مجانباً سرتاسری طور به تعادل نقطه ۶.٢.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بندینͺسون دولاک- قضیه ٣.١

٢٢ SIR مدل با بیماری ͷی ͬͺدینامی تحلیل :٢ فصل

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیماری مدل بررسͬ و تحلیل ١.٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی سازی شبیه ٢.٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ٣.٢

۵۶ کاربردی ابزار ͷی لیاپونوف: تابع :٣ فصل

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اپیدمͬ ͷی گونه ریاضͬ مدل بررسͬ و تحلیل ١.٣

خ



۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری و لیاپونوف تابع ٢.٣

٧٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

٧۶ مراجع

د



پیشͽفتار

عمومͬ سلامت مهم سؤالات و بیماری گسترش بینͬ پیش و فهمیدن برای ریاضیات از پیش، سال هزاران از

خرافات و ترس منبع بیماری امروز به تا تاریخ قبل ما از است. بوده استفاده مورد انتقال اصلͬ پارامتر با

با مدل ایجاد برای ریاضͬ مختلف ابزارهای نیازمند بیماری های ͷدینامی از جامع تصویر ͷی است. شده

بیماری مورد در گیری تصمیم برای ریاضیات چه اگر است. مدل آماری آنالیز و دیفرانسیل معادلات حل

دارد وجود خاصͬ های عامل که نیست انͺاری هیچ اما است شده گرفته کار به خوب خیلͬ نسبتاً واگیردار

های مدل اکثر نماید. مͬ مشͺل ریاضͬ ابزار با آنها توصیف عبارتͬ به نیستند. ریاضیات مناسب هنوز که

با بالاتر رده از مجموعه در تواند مͬ جمعیت که شود مͬ شروع شده ثابت قضیه تعدادی از بیماری از ریاضͬ

اشخاص تحقیق؛ مورد های رده معمولا˟ شود. تقسیم جزئͬ های قسمت به بیماری، رابطه و تجربه به توجه

است، SIR مدل عنوان به مدل چنین ”R”هستند. شده ایمن اشخاص یا ”I”و آلوده اشخاص ،”S”مستعد

بیماری به ابتلا مستعد بیماری، ورود از قبل و اول مرحله در خاص جمعیت ͷی افراد که است صورت بدین

سوم مرحله در و دارد وجود بیماری به ابتلا دوم مرحله در جمعیت، به بیماری مورد اولین ورود با هستند.

عمر پایان تا که معنͬ بدین شوند؛ مͬ بیماری از شدگͬ ایمن مرحله وارد بهبودی از بعد بیماری به مبتلایان

نوع این از داشـت. خواهند بیماری از شـدگͬ ایمن دوره ͷی حداقــل یا و شـوند نمͬ دچار بیماری به هرگز

١



پیدا گسترش تواند مͬ مدل این کرد. اشاره ... و مرغان آبله سرخجه، ،ͷسرخ های بیماری به توان مͬ

را خود ایمنͬ شده ایمن گروه افراد که هنͽامͬ باشد. موقت ایمنͬ حالت دهنده نمایش که طوری به کند

شود؛ مͬ نامیده SIRS مدل توسعه این گردند. مͬ باز مستعد افراد گروه به دهند، دست از زمان طول در

برابر در ایمنͬ هیچ بیماری، از بهبودی از پس بیماران که است مدلͬ SIS مدل سرماخوردگͬ. بیماری مثل

مننژیت الریه، ذات سل، های بیماری همچون هستند. بیماری به ابتلا مستعد هم باز و داشت نخواهند بیماری

... و

انتقال از پس بیماری آن، در که دارد وجود بیماری، ͬͽنهفت دوره همچون مراحلͬ ها مدل از بعضͬ در البته

برد. نام را ایدز بیماری توان مͬ نوع این از که شود مͬ بیماری ͬͽنهفت مرحله وارد شخص به

بود، بسته جمعیت(فضای) ͷی در واگیردار بیماری به آلوده اشخاص تعداد محاسبه که SIR مدل اولین

طاعون بیماری بررسͬ برای مذکور مدل بود. شده پیشنهاد ،١٩٢٧ سال در کندریچ١ ͷم و ͷکرم توسط

گشایش کلید اما بود، افتاده پا پیش ظاهر به و ساده بسیار مدل این چه اگر شد. گرفته کار به و ابداع سیاه

که شود مͬ گرفته کار به ای جامعه برای مدل این رود. مͬ شمار به زیست٢ͬ ریاضیات برای بسیاری درهای

سیاه طاعون از رهایͬ از بعد فرد همچنین ندارد. جمعیت کاهش و افزایش عبارتͬ به یا است بسته کاملا́

شود. مͬ ایمن همیشه برای

١ Kermack and McKendrick

٢Biological Mathematics

٢



باشد. مͬ زیر صورت به مذکور مدل

dS

dt
= −rSI

dI

dt
= rSI − λI

dR

dt
= λI

احیاناً شده(و ایمن افراد تعداد و آلوده افراد تعداد مستعد، افراد تعداد نشانه ترتیب به R(t)، I(t) ،S(t)

تفسیر هستند. بهبود سرعت و بیماری انتقال سرعت ترتیب به λ و r پارامترهای است. t زمان در شده) فوت

تعداد نسبت همان به و شود مͬ کم آنها انفعال و فعل واسطه به مستعد افراد جمعیت است. آسان مدل این

از شوند مͬ معالجه آلوده افراد از تعدادی چون دیͽر طرف از یابد. مͬ افزایش مͺانیزم واسطه به آلوده افراد

گیرند. مͬ قرار شده ایمن افراد رده در و شده کاسته آلوده افراد جمعیت

معطوف آزمایشات بخشͬ اعتبار به را خود زیرا باشد مͬ متفاوت ها دانش سایر با اپیدمͬ ریاضیاتͬ شناخت

به ریاضͬ بندی مدل باشد. مͬ اخلاقͬ غیر هم گاه و سخت بسیار گاه تجربه، و آزمایش که چرا کند؛ نمͬ

فراهم را بینͬ پیش قابل گیری همه ͷی ریزی طرح که مختلف های استراتژی مقایسه برای ابزاریست عنوان

حادث و وقوع مورد در هایͬ بینͬ پیش آوردن وجود به اپیدمیولوژی بندی مدل دیͽر هدف همچنین آورد. مͬ

شیوع نحوه�ی آنالیز برای مهمͬ ابزار ریاضͬ بندی مدل گفت توان مͬ واقع در باشد. مͬ آینده در بیماری شدن

باشد. مͬ پارامترها و مقادیر فرضیات، شدن روشن موجب مدل بندی فرمول فرایند است. بیماری کنترل و

مزیت و اهداف کنار در باشند. داشته واضحͬ تفسیر باید گیری همه مدل ͷی در شده برده کار به پارامترهای

٣



محدودیت این ترین واضح و اولین باشند. مͬ نیز هایͬ محدودیت دارای آنها ریاضͬ، های مدل فراوان های

و آزمایش شد، گفته که طور همان که چرا هستند؛ واقعیت از سازی ساده نوعͬ آنها تمامͬ که است این ها

بصورت فرضیات بررسͬ و تحقیق اگر (البته است اخلاقͬ غیر و ممͺن غیر گاه ها، داده تخمین برای تجربه

فرمول هنͽام باشد). ارزش با تواند مͬ مقداری ماهیت ͷی با فرضیات پذیرش باشد، ممͺن غیر درست

شود. گرفته نظر در عامل کدام و حذف عامل کدام که شود گرفته تصمیم است لازم خاص، بیماری ͷی بندی

مدل دارد. ͬͽبست شود، داده جواب آنها به باید و شود مͬ پرسیده که خاصͬ های سوال به اغلب انتخاب این

بسیار که است وارد آن بر اشͺال این اما باشند مͬ کمͬ پارامترهای دارای که دارند را مزیت این ساده های

است بسیاری پارامترهای شامل اما باشند، تر واقعͬ است ممͺن پیچیده های مدل است. واقعͬ غیر و خام

کند. مͬ پیچیده و سخت را محاسبات آنها، تمامͬ گرفتن نظر در که

دلیل مهمترین شود. مͬ نادرستͬ های بینͬ پیش به منجر گاه فرضیات، پذیرش و بندی مدل سازی ساده

در بیماری انتقال که است این بیماری، حقیقͬ شیوع و ریاضͬ مدل های بینͬ پیش و رفتارها بین تفاوت

واقع در است. آنها هوشمندانه�ی های العمل عͺس و رفتارها و بشر نوع انفعالات و فعل اساس بر واقعیت

بنابراین کنند. نمͬ رفتار ها، سلول و ها باکتری همچون دلیل با بینͬ پیش قابل های راه از هرگز ها انسان

پذیرفت. را ریاضͬ بندی مدل های محدودیت هم و ها قابلیت هم باید

ممͺن ،SIR واگیردار های بیماری مدل اولیه اصول و ریاضͬ لحاظ به مسری امراض علم تاریخ جزئیات

پویا فرایند ͷی واگیردار بیماری انتقال شود. یافت م۵ͬ و اندرسن ماری۴، بایل٣ͬ، از هایͬ کتاب در است

٣Bailey

۴Murray

۵Anderson and May

۴



روش اساس بر SIR های مدل عملͺرد آید. مͬ پدید آلوده افراد و مستعد افراد بین تعامل توسط که است

با هایͬ فرض چنین اخیر، دهه چند طول در شود. مͬ ساخته و شده طراحͬ مستعد به آلوده افراد از انتقال

مواجه اند بوده توجه مورد گیری چشم جهات از که انتقال توابع معقول تعداد آن، برآیند و سؤالات تعدادی

ها دستͽاه دیͽر یا و روانشناسͬ شناسͬ، جامعه موقعیت یابد افزایش عفونت درجه اگر معمولا˟ است. بوده

جداسازی قرنطینه، ،ͷماس پوشیدن تأثیر سارس۶، بیماری شیوع برای اخیراً گیرد. مͬ قرار کامل تأثیر تحت

به را دنیا که بود ٢٠٠١ سال آسیا) شرق معروف(در اپیدمͬ همان سارس است.(بیماری شده ثابت غیره و

کرد) مشغول خود

نداشت. آل ایده مدل با زیادی فرق واگیردار بیماری شد نمͬ رسیدگͬ عمومͬ سلامت واکنش به اگر واقع در

کنترل تواند مͬ ͷسرخ بیماری گسترش و شیوع باقیمانده، جامعه از کارگران و بیمار کودکان جداسازی با

آبله اگر هستند. خاص، بیماری برای خوبͬ خیلͬ شده شناخته ایمنͬ برنامه جداسازی، و قرنطینه شود.

از جلوگیری روش برنامه اجرای زمان به ͬͽبست طاعون از پیشͽیری است. مفید بسیار شود، ظاهر ͬͺکوچ

مختلف برنامه از استفاده ها، ͷک کشتن برای کش حشره بردن کار به عمومͬ، آموزش شامل: که دارد ابتلا

بیماری. و مرده حیوانات از دوری و ها) حشره کردن شخصͬ(دفع محافظت

ضروری زنͬ واکسن سطح و مدت طولانͬ رفتار به و کند مͬ کنترل را ها بیماری گسترش اصلͬ، پارامتر ͷی

واگیردار بیماری محقق توسط R٠ است. اساسͬ تͺثیر تعداد Rپارامتر٠ این دارد. ͬͽبست کنͬ، ریشه برای

مͬ تعریف مستعد، کاملا́ جمعیت ͷی در آلوده اشخاص توسط ثانویه موارد علت متوسط تعداد عنوان به

خواهد افزایش آن موارد تعداد و شود مستعد کاملا́ جمعیت وارد تواند مͬ بیماری R٠ > ١ که زمانͬ شود.
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گوید مͬ ما به R٠ بنابراین شد. خواهد متوقف بیماری گسترش همیشه برای R٠ < ١ که زمانͬ و یافت؛

دوره در واگیردار بیماری محققین از تعدادی نتایج امروزه است. بیماری به ابتلا خطر در چقدر جمعیت که

است. شده آماده اساسͬ، تͺثیر تعداد

بعد های فصل در که اولیه مفاهیم و تعاریف از بعضͬ اول فصل در است. فصل سه شامل نامه پایان این

کنیم. مͬ بیان را گیرند مͬ قرار استفاده مورد

مرجع از برگرفته و است بخش سه شامل که باشد مͬ SIR مدل با بیماری ͷی ͬͺدینامی تحلیل دوم فصل

شناسیم مͬ را بیماری از عاری تعادل پردازیم. مͬ بیماری مدل بررسͬ و تحلیل به اول بخش در باشد. مͬ [۶]

و تعاریف از استفاده با و دهیم مͬ تشخیص را واگیردار بیماری تعادل R٠ تعریف به توجه با همچنین و

بررسͬ مورد را واگیردار بیماری تعادل و بیماری از عاری تعادل برای پایداری شرایط شده مطرح قضایای

به شهودی طور به پردازیم، مͬ سیستم مختلف کامپیوتری سازی شبیه ارائه به دوم بخش در دهیم. مͬ قرار

با مستعد) افراد روی منفͬ تأثیر (میزان α پارامتر و آلوده) افراد روی مثبت تأثیر (میزان β پارامتر بین رابطه

بیماری مدل تحلیل از کلͬ گیری نتیجه به انتهایͬ بخش در برد. خواهیم پͬ آلوده) افراد (تعادل I∗ پارامتر

پردازیم. مͬ

برای را لیاپونوفͬ تابع فصل این در است. [۵] مرجع از برگرفته است؛ بخش دو بر مشتمل که سوم فصل

پردازیم مͬ SIRS و SIR مدل بررسͬ و تحلیل به نخست بخش در کنیم. مͬ مطرح SIRS و SIR مدل

این پایداری به شده مطرح لیاپونوف تابع از استفاده با بعدی بخش در و آوریم مͬ بدست را آن های تعادل و

پردازیم. مͬ تعادل نقاط

۶



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



ͬͺدینامی سیستم .١.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بیان گـیرند، مͬ قرار استفاده مورد بعد های فصـل در که را ای بنیادی تعاریف و مفاهـیم فصـل این در

مفاهیم ادامه در کنیم. مͬ شروع آن به وابسته تعاریف و ͬͺدینامی سیستم اولیه تعریف با ابتدا کنیم. مͬ

کنیم. مͬ استفاده [١] مرجع از منظور بدین آورد. خواهیم را استفاده مورد قضایای و لیاپونوف تابع به مربوط

ͬͺدینامی سیستم ١.١

مجموعه ضرب بروی شده تعریف مقدار حقیقͬ پیوسته تابع ͷی ϕ : Z× R −→ R کنید فرض تعریف:

باشیم: داشته را زیر شرط دو کنید فرض حال باشد. مͬ حقیقͬ اعداد مجموعه و صحیح اعداد

ϕ(٠, x) = x ∀x ∈ R .١

ϕ(K + L, x) = ϕ(K,ϕ(L, x)) ∀K,L ∈ Z, ∀x ∈ R .٢

باشد. برقرار ٢ شرط تنها اگر است، گسسته١ شار نیم یا گسسته ͬͺدینامی سیستم نیم ͷی ϕ گوییم

های نͽاشت از پارامتری ͷی خانواده ͷی که شود مͬ گفته گسسته جهت این از شار نیم تعریف، این در

گفته بعدی ͷی آن به کند. مͬ تغییر صحیح اعداد بروی و گسسته مراحل در پارامترها این که است پیوسته

نیز Rn بروی مشابه طور به شاری نیم توانیم مͬ کند. مͬ عمل حقیقͬ اعداد مجموعه بروی که زیرا شود مͬ

برقرار هم ١ شرط اگر شود، مͬ گفته کامل٢ شار ͷی ϕ تابع به نامیم. مͬ n-بعدی را آن که کنیم تعریف

باشد.

باشد، زمان Z اگر که گفت بتوان است.(شاید همانͬ ϕ(٠, ·) نͽاشت K = ٠ برای که گوید مͬ ١ شرط

١ Discrete Semiflow

٢ Flow

٨


