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Q-رده تابع ؛ هرمیت–هادامار نامساوی ینسن؛ نامساوی Q-رده؛ تابع کلیدی: واژگان
عملΎری؛ منظر تابع مثبت؛ ͳخط نگاشت عملΎری؛ محدب خودالحاق؛ ؛عملΎر عملΎری
ناجابجایی. f-واگرایی تابعک چوی–دیویس–ینسن؛ نامساوی عملΎرها؛ از پیوسته میدان

چ΋یده
و پرداخته ͳحقیق Q-رده توابع ͳبررس به لازم مقدمات و مفاهیم بیان از پس رساله این در
ایم. کرده بیان توابع این برای را ͳ΋استراوس و هرمیت–هادامار ینسن، نوع از هایی نامساوی
ینسن نامساوی نوع Έی و کانترویچ نامساوی Έی جمله از عملΎری نامساوی چند همچنین
عملΎری Q-رده توابع ͳمعرف به سپس ایم. نموده بیان ͳحقیق Q-رده توابع برای عملΎری
اثبات آنها برای را هرمیت–هادامار و ینسن عملΎری نامساوی توابع، این ͳبررس با و پرداخته
کرده ͳبررس را عملΎری ی΋نوای توابع و عملΎری Q-رده توابع بین رابطه همچنین ایم. کرده
هیلبرت فضای روی عملΎرهای برای را هاردی–هیلبرت نامساوی نوع چند ادامه در ایم.
به سپس و کرده ͳمعرف را ناجابجایی f-واگرایی تابعک مفهوم انتها در ایم. کرده اثبات
منظر تابع و ناجابجایی f-واگرایی تابعک مقایسه با جمله، از ایم. پرداخته آن خواص ͳبررس

ایم. داده توسیع عملΎرها به را اطلاعات نظریه از عددی نامساوی Έی عملΎری،
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پیشگفتار

در ͳفراوان کاربردهای که است ͳمهم پژوهشهای ی زمینه ها ماتریس آنالیز و عملΎرها نظریه

در نمونه عنوان به دارد. اقتصاد و آمار ،ͳریاض Έفیزی ها، سیستم کنترل نظریه ،ͳعلم محاسبات

عملΎرهای با سیستم ͳ΋فیزی عناصر ،ͳکوانتوم Έانی΋م سیستم Έی برای ͳریاض مدل Έی بیان

Έکم به اغلب ͳ΋فیزی سیستم حالت شوند. ͳم توصیف H هیلبرت فضای Έی روی خودالحاق

و بوده سیستم عنصر Έی A اگر بنابراین شوند. ͳم مدل زمینه هیلبرت فضای روی ی΋ه بردارهای

بود. خواهد ⟨Ax, x⟩ همان حالت این در A ͳونگΎچ باشد، سیستم حالت با متناظر x ∈ H

محض ریاضیات دیΎر موضوعات از بسیاری در را تحقیقات این پای رد توان ͳم علاوه به

تابع هر برای شوند. ͳم ظاهر نامساوی ش΋ل به ها ماتریس آنالیز در قضایا از بسیاری کرد. پیدا

نامساوی گفت توان ͳم دارد. وجود هایی نامساوی ها ماتریس فضای روی شده تعریف مختلط

است. ها ماتریس آنالیز ͳکم جنبه بازتاب عملΎری) های نامساوی همان ماتریسͳ(یا های

یافت. ها نامساوی از اثری توان ͳم کاربردی و محض ریاضیات های زمینه تمام در تقریباً

آنها از جدید هایی گونه ساله هر است شده باعث مطالعات دیΎر در ها نامساوی فراوان کاربرد

و تغییرات حساب دیفرانسیل، معادلات نظریه مانند ریاضیات از هایی زمینه در کنند. پیدا ظهور

تر مناسب های صورت یافتن و توسیع برای تلاش اند، شده احاطه ها نامساوی توسط که هندسه

از ͳمختلف های جنبه ها نامساوی مطالعه است. کرده پیدا بیشتری نمود Έکلاسی های نمونه از

مفهوم بهتر فهم مانند بنیادی اصول در تحقیق طرف Έی از کند. ͳم منعکس را مدرن ریاضیات

این در نامساوی. Έی کاربردن به در جدید های ایده یافتن دیΎر طرف از و تحدب، و ی΋نوایی



٢ گفتار پیش

نامساوی آنها، از ͳ΋ی اند. شده ریاضیات در قدرتمند ابزاری به تبدیل ها نامساوی این از ͳبرخ میان

ͳریاض ینسن، توسط ١٩٠۶ و ١٩٠۵ های سال در مقاله دو چاپ از پس باشد. ͳم ینسن١ مشهور

ͳترق برای بسیاری دلایل کرد. رشد سرعت به محدب توابع نظریه ،ͳدانمارک مشهور مهندس و دان

بطور مدرن آنالیز از زیادی بسیار های زمینه اینکه ابتدا کرد. بیان توان ͳم نظریه این گیر چشم

نظریه به محدب توابع که این دیΎر کنند. ͳم استفاده محدب توابع از مستقیم غیر یا مستقیم

کاربرد نتیجه مشهور های نامساوی از بسیاری که چنان است وابسته و Έنزدی بسیار ها نامساوی

هستند. محدب توابع

که ͳتوابع ͳیعن هستند. عملΎری توابع به موسوم توابع از هایی رده است، مهم ما برای آنچه اما

مرهون توابع نوع این مطالعه شوند. ͳم تعریف هیلبرت فضای Έی خودالحاق عملΎرهای روی

مطالعه مورد و شده ͳمعرف کنون تا عملΎری توابع از رده چندین باشد. ͳم عملΎری های نامساوی

شد آغاز لونر٢ توسط ١٩٣٠ سال در عملΎری ی΋نوای توابع مطالعه مثال عنوان به اند. گرفته قرار

بعد قرن نیم به Έنزدی کرد. پیدا ادامه کراوس٣ توسط عملΎری محدب توابع ͳمعرف با بعد ͳاندک و

[٢٨] پدرسن و هنسن رسید. خود اوج به پدرسن۵ و هنسن۴ زیبای بسیار کار با توابع این مطالعه

ͳنویسندگان کارهای با توابع از رده این مطالعه کردند. سازی مشخص را عملΎری محدب توابع

به موسوم توابع این از دیΎر گونه کرد. پیدا ادامه پچریچ٨ و ٧ͳفوج آی. ج. ،۶ͳفوج م. چون

اند. گرفته قرار ͳبررس مورد آندو٩ توسط عملΎری ͳاریتمΎل محدب توابع

ͳبررس مورد را آنها خواص و پرداخته عملΎری توابع از جدید هایی رده ͳمعرف به رساله این در

توابع و محدب توابع از ͳتوسیع عنوان به Q-رده توابع گرفتن نظر در با خصوص، به دهیم. ͳم قرار

١Jensen
٢Löwner
٣Kraus
۴F. Hansen
۵G.K. Pedersen
۶M. Fujii
٧J.I. Fujii
٨J. Pečarić
٩T. Ando



٣ گفتار پیش

دهیم. تعمیم را توابع این مورد در گذشته نتایج کنیم ͳم ͳسع ،ͳنامنف صعودی

اند. شده آورده بعد های فصل برای نیاز مورد اصول و اولیه مفاهیم اول، فصل در

توابع این برای ینسن نامساوی از ͳتظریف و پرداخته Q-رده ͳحقیق توابع ͳبررس به دوم، فصل در

ͳبررس به آن Έکم به سپس و کرده ͳمعرف را Q-رده توأماً توابع مفهوم همچنین ایم. کرده فراهم

و هرمیت–هادامار نوع از نامساوی چند ایم. پرداخته Q-رده تابع Έی به وابسته منظر تابع مفهوم

است. آمده فصل این در نیز Q-رده توابع مورد در ͳ΋استراوس

که عملΎری های نامساوی از ͳبرخ برای مناسب ͳمعادل کردن فراهم منظور به سوم، فصل در

و ینسن–مرسر نامساوی جمله از عملΎری نامساوی نوع چند شوند، ͳم بیان محدب توابع مورد در

کنیم. ͳم اثبات و بیان Q-رده ͳحقیق توابع برای را کانترویچ نامساوی

محدب توابع از ͳتوسیع عنوان به عملΎری Q-رده توابع مفهوم ͳمعرف به چهارم فصل در

ͳم ͳسع سپس پردازیم. ͳم Q-رده) ͳحقیق توابع عملΎری توسیع همچنین (و ͳنامنف عملΎری

رابطه همچنین فصل این در دهیم. تعمیم توابع از خانواده این به را ینسن عملΎری نامساوی کنیم

گیرند. ͳم قرار ͳبررس مورد عملΎری Q-رده توابع و عملΎری ی΋نوای توابع بین

Έی روی را خودالحاق عملΎرهای برای هاردی–هیلبرت نامساوی نوع چند پنجم، فصل در

ایم. کرده اثبات هیلبرت فضای

-f تابعک مفهوم ابتدا پردازیم. ͳم عملΎری توابع از دیΎری رده ͳمعرف به ششم فصل در

مقایسه با جمله، از ایم. پرداخته آن خواص ͳبررس به سپس و کرده ͳمعرف را ناجابجایی واگرایی

به را اطلاعات نظریه از عددی نامساوی Έی عملΎری، منظر تابع و ناجابجایی f-واگرایی تابعک

چوی–دیویس–ینسن نامساوی برای ͳتظریف مانند کاربردهایی انتها در ایم. داده توسیع عملΎرها

ایم. آورده
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فصل١

ͳمقدمات مفاهیم

داریم. نیاز آنها به آینده های فصل در که پردازیم ͳم ای اولیه تعاریف و مفاهیم بیان به فصل این در

این اثبات یافتن برای خواننده اند. شده آورده اثبات بدون فصل این در نیاز مورد قضایای همچنین

کند. رجوع رساله این در موجود مراج΄ به تواند ͳم قضایا

Q-رده توابع و محدب توابع ١.١

نامساوی λ ∈ [۰,۱] هر و x, y ∈ J هر برای هرگاه گوییم محدب را J ⊆ R بازه روی f ͳحقیق تابع

f(λx+ (۱ − λ)y) ≤ λf(x) + (۱ − λ)f(y) (١.١)

کنیم فرض باشد. برقرار (١.١) نامساوی عکس هرگاه نامیم مقعر را f تابع باشد. برقرار

با است معادل (١.١) نامساوی صورت این در .x۱, x۲, x۳ ∈ J

f(x۱)

(x۱ − x۲)(x۱ − x۳)
+

f(x۲)

(x۲ − x۱)(x۲ − x۳)
+

f(x۳)

(x۳ − x۱)(x۳ − x۲)
≥ ۰.

داریم: زیر صورت به دیΎری معادل عبارت آنگاه ،x۱ < x۲ < x۳ اگر علاوه به

f(x۲) ≤
x۳ − x۲

x۳ − x۱
f(x۱) +

x۲ − x۱

x۳ − x۱
f(x۳).



۶ ͳمقدمات مفاهیم .١

مشهور نامساوی چند ادامه در برخوردارند. زیادی بسیار اهمیت از ها نامسای نظریه در محدب توابع

دهیم. ͳم ارایه را توابع این به مربوط

x۱, · · · , xn ∈ J اگر باشد. محدب یΈتابع f : J → R فرضکنید ینسن١). قضیه١.١.١(نامساوی

آنگاه ،P =
∑n

i=۱ pi که بطوری p۱, · · · , pn ∈ R+ و

f

(
۱
P

n∑
i=۱

pixi

)
≤ ۱

P

n∑
i=۱

pif(xi). (٢.١)

بوده، محدب تابع Έی f : [a, b] → R اگر [٣٨] ینسن–مرسر٢). (نامساوی ٢.١.١ قضیه

آنگاه ،
∑n

i=۱ pi = ۱ که طوری به pi > ۰ و x۱, · · · , xn ∈ [a, b]

f

(
a+ b−

n∑
i=۱

pixi

)
≤ f(a) + f(b)−

n∑
i=۱

pif(xi). (٣.١)

و باشد محدب تابع Έی f : J → R اگر [۴۶] هرمیت–هادامار٣). (نامساوی ٣.١.١ قضیه

آنگاه a, b ∈ J

f

(
a+ b

۲

)
≤ ۱

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

۲
. (۴.١)

باشد. محدب تابع Έی f : [۰, a] → R و a > ۰ کنید فرض پترویچ۴). (نامساوی ۴.١.١ قضیه

آنگاه
∑n

i=۱ xi ∈ [۰, a] اگر

f

(
n∑

i=۱

xi

)
≤

n∑
i=۱

f(xi) + (n− ۱)f(۰). (۵.١)

جمله از مشهور های نامساوی از بسیاری زیرا است، برخوردار زیادی اهمیت از ینسن نامساوی

اخیر های سال در باشند. ͳم نامساوی این از ͳخاص حالات ͳحسابی–هندس میانگین نامساوی

است. شده بیان مختلف نویسندگان توسط فوق های نامساوی از ͳفراوان های توسیع و ها تظریف

١Jensen
٢Jensen–Mercer
٣Hermite–Hadamard
۴Petrović



٧ Q-رده توابع و محدب توابع .١.١

رجوع [٢٢ ،۴٠ ،۴۶] به فوق قضایای اثبات همچنین و نتایج این از ͳکامل مجموعه یافتن برای

کنید.

تعریف زیر صورت به را توابع از جالبی خانواده [٢۴] ۶ لوین و ۵ گودونوا ١٩٨۵ سال در

λ ∈ (۰,۱) هر و x, y ∈ J هر برای هرگاه نامیم Q-رده یΈتابع را f : J → R ͳحقیق تابع کردند.

f(λx+ (۱ − λ)y) ≤ f(x)

λ
+

f(y)

۱ − λ
. (۶.١)

همچنین باشد. ͳم Q-رده تابع Έی ͳنامنف محدب تابع هر که است ͳبدیه فوق تعریف به توجه با

تابع Έی f : J → [۰,∞) کنیم فرض زیرا باشد. ͳم Q-رده تابع Έی نیز ͳنامنف صعودی تابع هر

این در .x ≤ y کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون .λ ∈ (۰,۱) و x, y ∈ J و باشد صعودی

داریم صورت

۰ ≤ f(x) ≤ f(λx+ (۱ − λ)y) ≤ f(y) ≤ f(y) + f(x) ≤ f(x)

λ
+

f(y)

۱ − λ
.

توان ͳم را Q-رده توابع بنابراین باشد. ͳم Q-رده تابع Έی نیز ͳنامنف صعودی تابع هر نتیجه در

گرفت. نظر در ͳنامنف صعودی و محدب توابع از ͳتوسیع عنوان به

x, y, z ∈ J هر برای هرگاه نامیم شور٧ تابع Έی را f : J → R ͳحقیق نابع

f(x)(x− z)(x− y) + f(y)(y − x)(y − z) + f(z)(z − x)(z − y) ≥ ۰.

فوق نامساوی واق΄ در اند. منطبق هم بر Q-رده توابع و شور توابع که دادند نشان لوین و گودونوا

دهد. ͳم دست به توابع از خانواده این برای دیΎری تعریف و است معادل (۶.١) با

ͳم Q-رده تابع Έی f(x) = xr صورت به f : [۰,∞) → R تابع r > ۰ هر برای .۵.١.١ مثال

باشد.
۵Godunova
۶Levin
٧Schur



٨ ͳمقدمات مفاهیم .١

اند. شده داده توسیع توابع از خانواده این برای محدب، توابع به مربوط های نامساوی از ͳبرخ

داده تعمیم زیر صورت به Q-رده توابع برای هرمیت–هادامار و ینسن های نامساوی مثال عنوان به

اند. شده

و pi > ۰ اگر .xi ∈ J و باشد Q-رده ͳتابع f : J → R کنید فرض [۴١] .۶.١.١ قضیه

آنگاه P =
∑n

i=۱ pi

f

(
۱
P

n∑
i=۱

pixi

)
≤ P

n∑
i=۱

f(xi)

pi
. (٧.١)

آنگاه ،a, b ∈ J و باشد Q-رده و پذیر انتگرال ͳتابع f : J → R اگر [١٨] .٧.١.١ قضیه

(۱) f
(
a+ b

۲

)
≤ ۴

b− a

∫ b

a

f(x)dx;

(۲)
۱

b− a

∫ b

a

(b− x)(x− a)

(b− a)۲
f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

۲
.

[۴٨ ،۴٧ ،۴١ ،١٨ ،١٧] به ͳحقیق Q-رده توابع به مربوط دیΎر نتایج و خواص یافتن برای

کنید. رجوع

عملΎرها نظریه از ͳمفاهیم ٢.١

عملΎر اختصار به را آنها رساله این در (که کراندار ͳخط عملΎرهای همه جبر B(H ) کنیم فرض

ͳمتناه بعد با H هرگاه باشد. H روی ͳهمان عملΎر I و H هیلبرت فضای روی نامید) خواهیم

n×n مختلط های ماتریس فضای بین ͳطرف از انگاریم. ͳم Cn هیلبرت فضای با را H باشد، n

دارد. وجود Έی به Έی تناظری B(Cn) ͳیعن Cn روی ͳخط تبدیلات همه فضای Mn(C)و ͳیعن

عملΎری نرم و گرفت نظر در ͳ΋ی Mn(C) با را B(H ) البعد ͳمتناه حالت در توان ͳم بنابراین

گرفت. نظر در Mn(C) روی را B(H ) روی



٩ عملΎرها نظریه از ͳمفاهیم .٢.١

هر برای که ی΋تا است عملΎری دهیم، ͳم نشان A∗ با آنرا که ،A الحاق ،A عملΎر هر برای

را A ∈ B(H ) عملΎر کند. ͳم صدق ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩ رابطه در x, y ∈ H

A؛ = A∗ هرگاه نامیم خودالحاق

,Ax⟩؛ x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر برای هرگاه دهیم ͳم نمایش A ≥ ۰ صورت به و نامیم مثبت

باشد؛ پذیر وارون و مثبت A هرگاه دهیم ͳم نشان A > ۰ با و نامیم مثبت اکیداً

A∗A؛ = AA∗ هرگاه نامیم نرمال

A∗A؛ = I هرگاه نامیم ی΋متری

A∗A؛ ≤ I هرگاه نامیم ͳانقباض

A∗A؛ ≥ I هرگاه نامیم ͳانبساط

.A = A∗ = A۲ هرگاه نامیم تصویر

عملΎری A⊕B آنگاه باشند، K و H ترتیب به هیلبرت فضاهای روی عملΎر دو B و A اگر

شود. ͳم تعریف
(

A ۰
۰ B

)
صورت به که H ⊕ K هیلبرت فضای روی است

نامیم مثبت را Φ : B(H ) → B(K ) نگاشت باشند. هیلبرت فضای دو H ,K کنیم فرض

مثبت اکیداً باشد؛ B(K ) در مثبت عملΎری Φ(A) ،A ∈ B(H ) مثبت عملΎر هر برای هرگاه

ͳان΋ی باشد؛ B(K ) در مثبت اکیداً عملΎری Φ(A) ،A مثبت اکیداً عملΎر هر برای هرگاه نامیم

.Φ(IH ) = IK ͳیعن کند، حفظ را ͳهمان عنصر Φ نگاشت هرگاه نامیم

در .
∑n

i=۱ C
∗
i Ci = I که طوری به (i = ۱, · · · , n) Ci ∈ B(H ) کنیم فرض .١.٢.١ مثال

ͳم تعریف Φ(A) =
∑n

i=۱ C
∗
i ACi صورت به که Φ : B(H ) → B(H ) نگاشت صورت این

باشد، ی΋متری C ∈ B(H ) اگر خاص حالت در است. ͳان΋ی مثبت ͳخط نگاشت Έی شود،

است. ͳان΋ی مثبت ͳخط نگاشت Έی Φ(A) = C∗AC آنگاه

Φ : Mn(C) → Mk(C)نگاشت صورت این در .k < n و H = Cn فرضکنیم مثال٢.٢.١.



١٠ ͳمقدمات مفاهیم .١

صورت به که

Φ((aij)۱≤i,j≤n) = (aij)۱≤i,j≤k

است. ͳان΋ی مثبت ͳخط نگاشت Έی شود، ͳم تعریف

ابزار این کنیم. تعریف آن از استفاده با را عملΎری توابع مفهوم که داریم ابزاری به نیاز اکنون

توسیع عملΎرها به توان ͳم را مقدار ͳحقیق توابع خواص از بسیاری آن از استفاده با که قدرتمند

A عملΎر طیف کنیم. ͳم تعریف را عملΎر Έی طیف ابتدا شود. ͳم نامیده ͳتابع حساب داد،

ازای به که λ مانند مختلط اعداد همه شامل است ای مجموعه دهیم، ͳم نشان sp(A) با را آن که

اعداد از فشرده و ͳناته ای زیرمجموعه عملΎر Έی طیف نباشد. پذیر وارون A − λ عملΎر آنها

باشد. ͳم مختلط

نگاشت صورت این در باشد. H هیلبرت فضای روی خودالحاق عملΎری A کنیم فرض

،C(sp(A)) مجموعه Φبین : C(sp(A)) → C∗(A) مانند ی΋متری ͳریخت΋ی-∗Έی [۴۵] گلفند٨

توسط شده تولید C∗(A) ∗C-جبر و sp(A) مجموعه روی شده تعریف پیوسته توابع همه از متش΋ل

f, g ∈ C(σ(A)) هر و α, β ∈ C هر برای که طوری به کند ͳم تعریف I ͳهمان عملΎر و A

(۱) Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g);

(۲) Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) , Φ(f) = Φ(f)∗;

(۳) ∥Φ(f)∥ = ∥f∥ = sup
t∈σ(A)

|f(t)|;

(۴) Φ(۱) = I , Φ(t) = A.

و داده نشان f(A) نماد با را آن که داریم Φ(f) مانند عملΎری ،f ∈ C(σ(A)) هر برای بنابراین

به را f(t) = ۱ ثابت تابع Φ که کنید توجه بهتر، درک برای گوییم. ͳم A در ͳتابع حساب آن به

عملΎر به p(t) صورت به ای چندجمله هر بنابراین برد. ͳم A به را f(t) = t تابع و ͳهمان عملΎر

٨Gelfand



١١ عملΎری های نامساوی .٣.١

دنباله ی΋نواخت حد استون-وایرشتراس قضیه طبق f مانند پیوسته تابع هر چون شود. ͳم برده p(A)

عملΎرها از pn(A) دنباله حد توان ͳم را f(A) عملΎر باشد، ͳم pn(t) مانند ها ای چندجمله از ای

گرفت. نظر در نرم توپولوژی در

عملΎری های نامساوی ٣.١

نشان Bh(H ) با را آن که دهند ͳم ͳحقیق زیرفضای Έی تش΋یل B(H ) در خودالحاق عناصر

را آن (که گرفت نظر در Bh(H ) عناصر روی جزیی ترتیب رابطه Έی توان ͳم داد. خواهیم

اگر تنها و اگر A ≤ B گوییم A,B ∈ Bh(H ) برای که ترتیب بدین نامیم). ͳم عملΎری ترتیب

باشند، ͳحقیق عدد m,Mدو اگر ویژه به .B−A > ۰ اگر تنها و Aاگر < B همچنین .B−A ≥ ۰

m ≤ ⟨Ax, x⟩ ≤ M نامساوی x ∈ H ی΋ه بردار هر برای اگر تنها و اگر m ≤ A ≤ M آنگاه

باشد. برقرار

و شده تش΋یل خودالحاق عملΎرهای از آنها طرفین که داریم سروکار هایی نامساوی با بنابراین

اثبات و بیان در ͳسع نویسندگان از بسیاری اخیر، های سال در شوند. ͳم خوانده عملΎری نامساوی

توسیع عملΎرها برای عددی های نامساوی از ͳبرخ میان، این در اند. داشته ها نامساوی گونه این

عملΎرها به توسیع قابل عددی های نامساوی از بسیاری که داشت توجه باید اما اند. شده داده

از ͳمقدمات ادامه در باشد. ͳم متفاوت نامساوی عددی صورت با ها آن عملΎری فرم یا و نبوده

آوریم. ͳم ها نامساوی گونه این

کنیم فرض باشد. ͳم عملΎری های نامساوی یافتن برای کاربردی بسیار ابزاری ͳتابع حساب

هر برای که طوری به باشد sp(A) روی پیوسته ͳحقیق تابع Έی f و باشد خودالحاق عملΎری A

به است. مثبت عملΎری f(A) ͳیعن .f(A) ≥ ۰ صورت این در .f(t) ≥ ۰ داریم t ∈ sp(A)

آنگاه ،f ≤ g باشیم داشته sp(A) روی که طوری به باشد پیوسته ͳحقیق تابع Έی g(t) اگر علاوه

.f(A) ≤ g(A)



١٢ ͳمقدمات مفاهیم .١

این سرتاسر در σ(J) از منظور باشد. ͳحقیق ای بازه J و هیلبرت فضایی H کنیم فرض

ͳیعن است، J از ای مجموعه زیر آنها طیف که است ͳخودالحاق عملΎرهای همه مجموعه رساله،

.σ(J) = {A ∈ Bh(H ); sp(A) ⊆ J}

به λi ∈ [۰,۱] و ai ∈ J اگر باشد. پیوسته و محدب ͳحقیق تابع Έی f : J → R کنیم فرض

صورت به (٢.١) ینسن نامساوی آنگاه
∑n

i=۱ λi = ۱ که طوری

f

(
n∑

i=۱

λiai

)
≤

n∑
i=۱

λif(ai) (٨.١)

دهیم ͳم قرار نامساوی این از ͳماتریس تعبیری یافتن برای شود. ͳم بیان

A =

 a۱ ۰
. . .

۰ an

 و x =


√
λ۱
...√
λn

 .

ش΋ل به (٨.١) نامساوی بنابراین

f(⟨Ax, x⟩) ≤ ⟨f(A)x, x⟩

Έکلاسی نامساوی از عملΎری ای نسخه است، منسوب پچریچ و مند٩ به که زیر قضیه آید. ͳم در

دهد. ͳم دست به ینسن

ͳتابع f اگر .A ∈ σ([m,M ]) و بوده دلخواه عدد دو m < M کنیم فرض [۴١] .١.٣.١ قضیه

x ∈ H ی΋ه بردار هر برای آنگاه باشد، [m,M ] روی محدب

f(⟨Ax, x⟩) ≤ ⟨f(A)x, x⟩.

باشد: ͳم ١.٣.١ قضیه از ͳخاص حالت ،١١ͳکارت Έهولدر١٠–م نامساوی
٩B. Mond

١٠Hölder
١١McCarthy



١٣ عملΎری های نامساوی .٣.١

در باشد. ی΋ه برداری x ∈ H و مثبت عملΎری A ∈ Bh(H ) کنیم فرض [٢٢] .٢.٣.١ قضیه

صورت این

،⟨Arx, x⟩ ≥ ⟨Ax, x⟩r آنگاه ،r ≥ ۱ اگر (١)

،⟨Arx, x⟩ ≤ ⟨Ax, x⟩r آنگاه ،۰ < r < ۱ اگر (٢)

.⟨Arx, x⟩ ≥ ⟨Ax, x⟩r آنگاه ،r < ۰ و A > ۰ اگر (٣)

پردازیم. ͳم عملΎری محدب توابع ͳمعرف به اکنون

هر برای هرگاه نامیم عملΎری محدب را f : J → R پیوسته و ͳحقیق تابع .٣.٣.١ تعریف

نامساوی λ ∈ [۰,۱] هر و A,B ∈ σ(J)

f(λA+ (۱ − λ)B) ≤ λf(A) + (۱ − λ)f(B) (٩.١)

باشد. عملΎری محدب −f هرگاه نامیم عملΎری مقعر را f باشد. برقرار

هر برای اگر نامیم عملΎری ی΋نوای را f : J → R پیوسته و ͳحقیق تابع .۴.٣.١ تعریف

به نسبت f هرگاه عبارت به باشد. برقرار f(A) ≤ f(B) نامساوی ،A ≤ B که A,B ∈ σ(J)

نامیم. ͳم عملΎری ی΋نوای را f آنگاه باشد، ی΋نوا عملΎری ترتیب

عملΎری ی΋نوای بازه هر روی f(t) = α + βt تابع آنگاه ،β ≥ ۰ و α ∈ R اگر .۵.٣.١ مثال

است. عملΎری محدب α, β ∈ R هر برای f همچنین است.

ͳحقیق توابع مفهوم به صعودی ͳتابع عملΎری ی΋نوای تابع هر که داشت توجه باید .۶.٣.١ تبصره

به محدب تابع Έی عملΎری محدب تابع هر همچنین نیست. برقرار آن عکس ͳول باشد ͳم نیز

ببینید. را زیر های مثال عکس. بر نه ͳول است ͳحقیق توابع مفهوم



١۴ ͳمقدمات مفاهیم .١

عملΎری ی΋نوای اما است، صعودی ͳتابع [۰,∞) بازه روی f(t) = t۲ تابع اگرچه مثال٧.٣.١.

دهیم قرار اگر نیست.

A =

(
۲ ۱
۱ ۱

)
و B =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
,

زیرا ،A۲ � B۲ ͳول A ≥ B ≥ ۰ آنگاه

A۲ −B۲ =

(
۴ ۳
۳ ۲

)
� ۰.

در نیست. عملΎری محدب ͳول است محدب [۰,∞) بازه روی f(t) = t۳ تابع .٨.٣.١ مثال

داریم آنگاه باشند، ٧.٣.١ مثال های ماتریس B و A اگر حقیقت

A۳ +B۳

۲
−
(
A+B

۲

)۳

=
۱
۴

(
۱۱ ۹
۹ ۷

)
� ۰.

Έی در ͳحت عملΎر، Έی در توان ͳنم را عملΎری نامساوی Έی طرف دو که کنیم ͳم توجه

،A ≤ B و A,B ∈ Bh(H ) ،X ∈ Bh(H ) اگر دیΎر عبارت به کرد. ضرب خودالحاق عملΎر

زیرا نیست مثبت XB − XA حقیقت در باشد. ͳنم درست لزوماً XA ≤ XB نامساوی آنگاه

در را عملΎری نامساوی Έی طرفین توان ͳم چΎونه که دهد ͳم نشان زیر لم نیست. خودالحاق

کرد. ضرب دیΎر عملΎر Έی

داریم Z ∈ B(H ) هر برای آنگاه ،A ≤ B و A,B ∈ Bh(H ) اگر .٩.٣.١ لم

Z∗AZ ≤ Z∗BZ.

داریم x ∈ H ی΋ه بردار هر برای برهان.

⟨(Z∗BZ − Z∗AZ)x, x⟩ = ⟨Z∗(B − A)Zx, x⟩ = ⟨(B − A)Zx, Zx⟩ ≥ ۰,

.B − A ≥ ۰ زیرا


