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چیده
کلاین- معادله�ی دو برای جزیی، مشتقات با معادلات جواب ͳمتناه تفاضلات روش به�وسیله�ی پایان�نامه این در

موج معادله�ی Έی کلاین-گوردن معادله�ی آن در که م�ͳشود، زده تقریب کلاین-گوردن-زاخاروف و گوردن

موج معادله�ی Έی کلاین-گوردن-زاخاروف جزیی مشتقات با معادله�ی و بیران دامنه�ی روی ͳخط بعدی Έی

دو بیران دامنه�ی روی کلاین-گوردن معادله�ی حل برای م�ͳباشند. کراندار دامنه�ی روی ͳغیرخط بعدی Έی

کراندار، دامنه�ی Έی روی مرزی اولیه مقدار یΈمسئله�ی به ͳاصل مسئله�ی تبدیل منظور به� ،ͳمصنوع مرزی شرط

برای سریع الΎوریتم Έی همچنین م�ͳشود. آنالیز صریح ͳمتناه تفاضلات روش Έی توسط که م�ͳشود ͳمعرف

به�دست نیز م�ͳشود، ͳناش Z تبدیل ایده�ی از که گسسته ͳمصنوع مرزی روش Έی و ͳمحاسبات هزینه�ی کاهش

صریح روش Έی و ͳضمن ͳمتناه تفاضلات روش Έی کلاین-گوردن-زاخاروف معادله�ی حل برای م�ͳآیند.

پایداری، م�ͳشود. ثابت لاری-شودر ثابت نقطه قضیه�ی توسط ͳدیفرانسیل جواب وجود که م�ͳشوند ͳمعرف

م�ͳشود. ͳبررس انرژی روش به معادله دو هر جواب یتایی و همΎرایی

کلماتکلیدی:

، بیران دامنه�ی کلاین-گوردن-زاخاروف، معادله�ی کلاین-گوردن، معادله�ی جزیی، مشتقات با معادلات

.ͳمتناه تفاضلات مرزی، اولیه مقدار مسئله�ی ،ͳمصنوع مرزی شرایط

پ
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدمه

است ͳزیست پدیده�های و ͳشیم ،Έفیزی در ͳریاض ازمدلهای بسیاری اساس و پایه جزیی١ دیفرانسیل معادلات

است. یافته گسترش رشته�ها سایر و تصویر پردازش ،ͳمال پیش�بین�ͳهای اقتصاد، در آن�ها از استفاده نیز اخیرا و

ͳمعادلات چنین معمول، به�طور است. بوده برخوردار ͳخاص اهمیت از همواره معادلات این حل علت همین به
٣ͳمتناه تفاضلات روش ،(FEM) ٢ͳمتناه عناصر روش مانند عددی روش�های از استفاده با گسترده به�صورت

م�ͳشوند. حل ... و (FVM) ۴ͳمتناه حجم روش و (FDM)

تقسیم�بندی شبه�هایی به شده تعریف آن روی جزیی دیفرانسیل معادله که دامنه�ای فضای روش�ها، این در

تعریف گرفته�اند، شل گره�ها اتصال از که کرانه�هایی بین باز، فضای یا فاصله به�صورت شبه، Έی م�ͳشود.

اغلب استفاده مورد شبه�های ،ͳمتناه تفاضلات روش در عناصر۵ شبه�ها، ͳمتناه عناصر روش در و م�ͳشود.

ͳفیزی ͳمعان حاوی نام�گذاری�ها این م�ͳشوند. نامیده حجم٧ شبه�ها، ͳمتناه حجم روش در و تراز۶ خطوط

م�ͳتوان را نام�ها این همه�ی اگرچه م�ͳشوند. استفاده ͳمختلف ͳفیزی مسائل برای که دلیل این به هستند ͳمشخص

نهاد. نام شبه همان

١Partial differential equations
٢Finite element method
٣Finite differnce method
۴Finite volume method
۵Elements
۶Grids
٧Volumes

١



معادله�یکلاین-گوردن تاریخچه�ی

ͳاسام به فیزیدان دو نام از برگرفته که م�ͳنامند کلاین-گوردن معادله�ی را کوانتوم Έانیم نسبیت معادله�ی

تئوری با را الترون ذرات داشتند ͳسع ١٩٢٧ سال در فیزیدان دو این ٩م�ͳباشد. گوردن والتر ٨و کلاین اسار

الترون تشریح برای آمده بدست نتایج است ١/٢ اسپین دارای الترون چون متاسفانه دهند. توضیح عام نسبیت

اسپین که ͳذرات و اسپین بدون ذرات برای م�ͳتواند کلاین-گوردن معادله�ی وجود، این با نبود. رضایت�بخش

شود. داده توضیح م�ͳباشد (٠,١,٢, . . . ) صحیح اعداد آنها

یادداشتهای در معادلات این گرفت. قرار ͳبررس شرودینگر١٠مورد توسط بار اولین برای کلاین-گوردن معادله�ی

متاسفانه بود. کرده تنظیم هیدروژن اتم دادن توضیح برای را معادله این او شد. یافت ١٩٢۵ سال در حدوداً وی

در شد. مواجه شست با هیدروژن اتم طیف برای مناسب ساختار Έی توضیح در کلاین-گوردن معادله�ی

تعویض شد مشهور شرودینگر معادله�ی به که معادله�ای با را کلاین-گوردن معادله�ی شرودینگر ١٩٢۶ ژانویه�ی

انیشتین نسبیت تئوری بود، کرده استفاده نسبیت فاقد ایده�ی Έی از شرودینگر معادله�ی که آنجایی از اما کرد.

صادق انیشتین نسبیت تئوری در که م�ͳشد یافت کوانتوم معادله�ی Έی باید پس نم�ͳشد. برآورده معادله این در

باشد.

کلاین- معادله�ی از مستقل را شرودینگر معادله�ی مقاله�ای در فوک١١ شرودینگر، از بعد ͳکم ،١٩٢۶ سال در

آورده بدست را معادله همان آن در که دادند ارائه مقاله�ای نیز گوردن و کلاین راستا، این در داد. تعمیم گوردن

م�ͳشود. مراجعه کلاین-فوک-گوردن عنوان با کلاین-گوردن معادله�ی به اغلب فوک هماری دلیل به بودند.

ساده�ای ͳموج جوابهای که هستند، معادله Έی با مقارن آزاد ذرات برای کوانتوم Έانیم نسبیت معادلات لذا

م�ͳباشد. است، (٠,١,٢, . . . ) صحیح اعداد آنها اسپین که ͳذرات برای معادله�یکلاین-گوردن معادله، این دارد.

٨Oskar Klein
٩Walter Gordon

١٠Schrodinger
١١Fock

٢



نرم�ها و ͳداخل �ضرب ١.١

فضای بر ١٣ͳداخل ضرب هر باشد. ͳحقیق اعداد میدان روی برداری١٢ فضای Έی V کنیم فرض تعریف١.

باشد زیر شرایط دارای که است (·, ·) : V × V −→ [٠,∞) مانند متغیر دو از ͳتابع ،V ͳحقیق

١) (v, v) = ٠ اگر تنها و اگر v = ٠

٢) (v, w) = (w, v), ∀v, w ∈ V,

٣) (λv + µw, s) = λ(v, s) + µ(w, s), ∀v, w, s ∈ V, λ, µ ∈ R.

،ͳحقیق برداری فضای Έی بر ͳداخل ضرب هر که م�ͳبینیم سوم، شرط ͳخط خاصیت و دوم شرط تقارن١۴ از

است. ͳخط نیز دوم مولفه�ی به نسبت

م�ͳنامیم. ͳحقیق ͳداخل ضرب فضای Έی را ͳداخل ضرب Έی به مجهز ͳحقیق برداری فضای هر تعریف٢.

کند صدق زیر شرایط در که است ∥ · ∥ −→ [٠,∞) مانند ͳتابع V برداری فضای در نرم Έی تعریف٣.

١) ∥v∥ = ٠ اگر تنها و اگر v = ٠,

١) ∥λv∥ = |λ|∥v∥ ∀λ ∈ R, v ∈ V,

٣) ∥v + w∥ ≤ ∥v∥ + ∥w∥ ∀v, w ∈ V.

پیوسته تابع Έی نرم م�ͳشود. داده نمایش |.| با و م�ͳشود گفته نیم-نرم١۵ بالا تابع به نباشد، برقرار اول شرط اگر

است.

برابر آن با متناظر نرم آنگاه باشد، V بر ͳداخل ضرب Έی (·, ·) و ͳداخل ضرب فضای Έی V اگر تعریف۴.

با است

∥v∥ = (v, v)
١
٢ , ∀v ∈ V.

م�ͳشود. گفته نرم�دار١۶ برداری فضای نرم، Έی با برداری فضای Έی

ͳتابع فضاهای ٢.١

گوییم. کامل برداری فضای Έی را آن باشد، همΎرا V نرم�دار فضای در ͳکوش دنباله�ی هر هرگاه تعریف۵.

باشد. کامل هرگاه گوییم باناخ١٧ فضای Έی را V نرم�دار برداری فضای تعریف۶.

١٢Vector space
١٣Inner product
١۴Symmetry
١۵Semi-norm
١۶Normed vector space
١٧Banach space

٣



توسط شده تولید نرم به نسبت V هرگاه گوییم ١٨ هیلبرت فضای Έی را V ͳداخل ضرب فضای .٧ تعریف

باشد. کامل ،ͳداخل ضرب

مثال: عنوان به م�ͳشود. نامیده توابع فضای باشند، تابع عناصرش که برداری فضای تعریف٨.

م�ͳباشد. [a, b] بر پیوسته توابع همه�ی فضای ،C[a, b] •

:ͳیعن باشد موجود [a, b] در آن�ها دوم توان انتگرال که است ͳتوابع مجموعه فضای ،L٢[a, b] •

L٢[a, b] =

{
f : [a, b] → R

∣∣∣∣∫ b

a

f٢(x) dx <∞
}
.

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت f, g ∈ L٢[a, b] تابع هر برای که است ͳداخل ضرب فضای Έی L٢[a, b] فضای

(f, g)L٢ = (f, g) =

(∫ b

a

fg dx

)
.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را L٢-نرم همچنین

∥f∥ = ∥f∥L٢[a,b] =

(∫ b

a

|f |٢ dx
) ١

٢

.

آن در که است، مفروض v : Rd → R تابع تعریف٩.

Rd = {x = (x١, . . . , xd) : xi ∈ R, i = ١,٢, . . . , d},

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت ،|α| مرتبه�ی از v تابع جزیی مشتق

Dαv =
∂|α|

∂xα١
١ · · · ∂xαd

d

,

آن در که

α = (α١, α٢, . . . , αd), αi ≥ ٠, αi ∈ Z,

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت آن اندازه�ی و است d-تایی چند-اندیس١٩ Έی

|α| =
d∑

i=١

αi.

١٨Hilbert space
١٩Multi-index

۴



را k ≥ ١ برای Hk برداری فضای باشد. توابع از برداری فضای V و S ⊂ Rd کنیم فرض .١٠ تعریف

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت

Hk = Hk(S) =
{
v ∈ L٢ : Dαv ∈ L٢, |α| ≤ k

}
,

روش در زیادی کاربرد که H١ سوبولوف فضای مثال، عنوان به م�ͳگویند. سوبولوف٢٠ فضای ،Hk فضای به

است: زیر به�صورت دارد، ͳمتناه تفاضلات

H١ = H١(S) =
{
v ∈ L٢ : Dαv ∈ L٢, |α| ≤ ١

}
.

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را Hk-نرم این�صورت در باشد، v ∈ V و S ⊂ Rd کنیم فرض تعریف١١.

∥v∥k = ∥v∥Hk(S) =
( ∑

|α|≤k

∥Dαv∥٢
) ١

٢

داریم k = ١ حالت در

∥v∥١ =
( ∫

Ω

{
v٢ +

d∑
j=١

(
∂v

∂xj

)٢
}
dx

) ١
٢
.

مشتقاتجزیی با دیفرانسیل معادلات ٣.١

وابسته و مستقل متغیر چند از مجهول تابع Έی شامل که است معادله�ای ،(PDE)جزیی دیفرانسیل معادله Έی

به�صورت جزیی دیفرانسیل معادله Έی ،ͳکل حالت در باشد. آن�ها به نسبت تابع جزیی مشتق چند یا Έی و

f
(
x, y, ..., u;

∂u

∂x
,
∂u

∂y
, ...;

∂٢u

∂x٢
,
∂٢u

∂y٢
; ...

)
= ٠,

متغیرهای از ͳتابع که u مجهول تابع Έی و x, y, . . . مستقل متغیر چند شامل معادله این م�ͳشود. داده نشان

م�ͳشود. تعریف Rn فضای از S دامنه در معادله این م�ͳباشد. ∂u
∂x
, ∂u

∂y
, ∂٢u

∂x٢
, . . . جزیی مشتقات و است مستقل

وجود ͳتابع چنین اگر م�ͳشود. جستجو م�ͳکند صدق معادله در ،S دامنه در که u(x, y, ...) تابع آن، حل برای

بودن ͳخط و متغیرها تعداد مرتبه، اساس بر را جزیی دیفرانسیل معادلات م�ͳنامند. معادله جواب آن�را باشد داشته

است. معادله در جزیی مشتق بالاترین مرتبه�ی جزیی، دیفرانسیل معادله Έی مرتبه�ی م�ͳکنند. طبقه�بندی آن�ها

این�صورت غیر در و شوند ظاهر ͳخط به�صورت مشتقات همه�ی و u وابسته متغیر هرگاه است ͳخط معادله این
٢١ͳخط شبه معادلات هستند، ͳخط موجود مرتبه�ی بالاترین به نسبت تنها که معادلات از آن�دسته است. ͳغیرخط

م�ͳشوند. نامیده

شل به است معادله�ای متغیره، دو دوم مرتبه جزیی دیفرانسیل معادله Έی

a
∂٢u

∂x٢
+ b

∂٢u

∂x∂y
+ c

∂٢u

∂y٢
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu+ g = ٠, (١.١)

٢٠Sobolov space
٢١Semi-linear

۵



باشند. u وابسته متغیر و y و x مستقل متغیرهای از ͳتوابع یا ثابت است ممن g, f, e, d, c, b, a که

آن�را این�صورت غیر در باشد، صفر مساوی x, y هر ازای به g(x, y) تابع اگر گویند همΎن را (١.١) معادله

م�ͳگویند. ناهمΎن

م�ͳشوند: تقسیم دسته سه به ((١.١) (رابطه�ی دوم مرتبه�ی جزیی دیفرانسیل معادلات

م�ͳنامند. بیضوی٢٢ را معادله باشد b٢ − ۴ac < ٠ اگر (١

م�ͳنامند. سهموی٢٣ را معادله باشد b٢ − ۴ac = ٠ اگر (٢

م�ͳنامند. هذلولوی٢۴ را معادله باشد b٢ − ۴ac > ٠ اگر (٣

دوبعدی بیضوی معادلات ١.٣.١

پواسون٢۵ معادله آن�ها معروف�ترین که معادلات این

∆٢u+ g = ٠,

لاپلاس٢۶ معادله و

∆٢u = ٠,

∆٢ = ∂٢

∂x٢
+ ∂٢

∂y٢
شل به (x, y) ͳدکارت مختصات در که است لاپلاس بعدی دو عملΎر ∆٢ آن در که است،

ͳکل به�طور معادلات این م�ͳشود. تعریف ∆٢ =
∑n

i=١
∂٢

∂x٢i
به�صورت n-بعدی مختصات در ͳکل حالت در و

م�ͳشوند. مطرح پایدار٢٨ حالت مسائل یا تعادل٢٧ مسائل با ارتباط در

هذلولوی و معادلاتسهموی ٢.٣.١

معادلات را معادلات این م�ͳشوند. بیان سهموی و هذلولوی معادلات به�وسیله�ی تکثیر مسائل یا اولیه مقدار مسائل

م�ͳگویند. زمان٢٩ به وابسته

همچنین م�ͳشود، ͳناش گرمایی رسانایی تئوری از که است ∂u
∂t

= k ∂٢u
∂x٢

معادله�ی سهموی، معادله�ی ساده�ترین

است. ∂٢u
∂t٢

= c٢ ∂٢u
∂x٢

بعدی Έی موج معادله�ی هذلولوی معادله ساده�ترین

٢٢Elliptic
٢٣Parabolic
٢۴Hyperbolic
٢۵ Poisson’s equation
٢۶ Laplace’s equation
٢٧ Equilibrium problems
٢٨ Steady-State problems
٢٩Time dependent equation

۶



جزیی دیفرانسیل یΈمعادله عددی و ͳتحلیل جواب�های ٣.٣.١

متغیرهای حسب بر ،ͳریاض عبارات به�صورت u مجهول تابع آن�ها در که هستند جواب�هایی ͳتحلیل جواب�های

جواب است. شده داده انتگرال�اند، یا ͳنامتناه سری Έی حسب بر معمولا که دستگاه پارامترهای و مستقل

این دادن قرار با ،(x, y) مانند ͳمشخص نقطه�ی در جواب کردن پیدا برای که است مزیت این دارای ͳتحلیل

ͳتحلیل جواب حقیقت در آورد. به�دست دقت از درجه�ای هر با را جواب م�ͳتوان ͳتحلیل جواب فرمول در نقطه

م�ͳکند. پیدا نقاط، سایر در جواب یافتن فرایند تمام انجام بدون مطلوب نقطه�ی هر در را جواب

آسان�تر معادله�ی Έی با معادله تعویض به�وسیله�ی که است جوابی جزیی، دیفرانسیل معادله Έی عددی جواب

م�ͳکنند عوض ͳمتناه تفاضلات با را ͳاصل معادله�ی ،ͳمتناه تفاضلات روش در مثال عنوان به م�ͳآید. به�دست

که است ͳجدول به�صورت معمولا نتیجه م�ͳزند. تقریب را ͳاصل معادله�ی جواب یافته، تغییر معادله�ی جواب و

م�ͳکند. لیست مستقل متغیرهای از ͳمختلف مقادیر ازای به را جواب

این حل برای نیست، امان�پذیر موارد بیشتر در معادلات اکثر ͳتحلیل جواب آوردن به�دست که آن�جایی از

این�که دلیل به دارد، وجود ͳتحلیل جواب که موارد ͳبعض در ͳحت م�ͳشود، استفاده عددی روش�های از معادلات

شود. استفاده عددی جواب�های از است بهتر م�ͳشود بیان سری یا و تابع بسط به�صورت جواب

که S ناحیه� از نقطه�ای هر در که y, x متغیرهای از است ͳتابع بعدی دو بیضوی معادله Έی ͳتحلیل جواب

همچنین جواب این م�ͳکند. صدق جزیی دیفرانسیل معادله در است، شده محدود C هموار ͳمنحن Έی توسط

حول آن در باید وابسته متغیر که ͳشرط به است. صادق دارد، وجود ͳمنحن مرز روی نقطه هر در که ͳشرایط در

است شده محصور C مرز توسط که را S ناحیه از نمایی ١.١ شل گویند. مرزی شرط کند صدق C بسته�ی مرز

م�ͳدهد. نشان

است. شده محصور C مرز توسط که S ناحیه :١.١ شل

م�ͳشوند: تقسیم دسته سه به خود مرزی شرایط

٧



ͳیعن است. شده مشخص و معلوم مقداری دامنه مرزهای در u مجهول تابع مقدار دیریله٣٠: مرزی شرط (١

مرزی شرط آنگاه باشد، دامنه این مرز ∂S و است برقرار آن در جزیی دیفرانسیل معادله که باشد دامنه�ای S اگر

م�ͳباشد زیر به�صورت دیریله

u(x, t) = g(t), ∀x ∈ ∂S, ∀t ∈ (٠, T ) ,

شرط را مرزی شرط آن�گاه باشد g(t) = ٠ (اگر است. ∂S مرز روی شده تعریف معلوم تابع Έی g(t) آن در که

م�ͳنامند.) همΎن دیریله�ی مرزی

ͳیعن است، شده مشخص مقداری دامنه مرزهای در ، ∂u
∂n

،u نرمال مشتق نویمن٣١: مرزی شرط (٢

∂u

∂n
(x, t) = g(t), ∀x ∈ ∂S, ∀t ∈ (٠, T ) ,

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت نرمال مشتق که

∂u

∂n
(x, t) = n(x, t) · ∇u(x, t)

م�ͳباشد. نرمال یه�ی بردار n و ͳداخل ضرب «·» (بردار)، گرادیان ∇ آن در که

ͳیعن است. شده مشخص دامنه مرز در آن نرمال مشتق مقدار و u مجهول تابع مقدار رابین٣٢: مرزی شرط (٣

au(x, t) + b
∂u

∂n
= g(t), ∀x ∈ ∂S, ∀t ∈ (٠, T ) ,

م�ͳباشد. دامنه مرز روی شده تعریف معلوم تابع g(t) و ناصفر ضرایب b و a که

در م�ͳشود. مطرح نیز اولیه شرط عنوان تحت ͳشرط مرزی، شرط�های بر علاوه هذلولوی و سهموی مسائل در

عنوان به را زمان آن� در u مقدار و گرفته نظر در شروع زمان عنوان به را (t = ٠) ͳخاص زمان مسائل این�گونه

م�ͳشود. توصیف باز ناحیه Έی عنوان به معمولا مسائل این در دامنه م�ͳگیرند. نظر در اولیه شرط

جزیی دیفرانسیل یΈمعادله روشهایحل ۴.٣.١

متغیرها٣٣، جداسازی روش م�ͳتوان جزیی دیفرانسیل معادله Έی حل ͳتحلیل روش�ها�ی ازجمله

عددی روشها�ی ازجمله اما .[١۴،١٨] برد نام را لاپلاس تبدیل روش و فوریه تبدیل روش دالامبر٣۴، روش

عناصر روش و ͳمتناه تفاضلات روش م�ͳتوان شد، اشاره نیز قبلا که همان�طور جزیی دیفرانسیل معادله Έی حل

است. مدنظر ͳمتناه تفاضلات روش اینجا در که برد، نام را ... و [٢،۶] ͳمتناه

٣٠Dirichlet boundary condition
٣١Neumann boundary condition
٣٢Robin boundary condition
٣٣Separating variables
٣۴DAlembert’s method

٨



ͳمتناه تفاضلات عملΎرهای ۴.١

تقریب�های عملΎرها این از استفاده با سپس م�ͳکنیم. ͳمعرف را ͳمتناه تفاضلات عملΎرهای ابتدا بخش این در

م�ͳآوریم. به�دست مشتق�ها برای مناسبی ͳمتناه تفاضلات

باشد، معلوم . . . , x+ ٢h, x+ h, x نقاط در آن مقدار و باشد تابع Έی y = f(x) کنید فرض تعریف١٢.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و شده داده نمایش E بانماد انتقال٣۵ عملΎر این�صورت در

Ef(x) = f(x+ h),

Eαf(x) = f(x+ αh),

است. ͳحقیق عدد Έی α آن در که

باشد، معلوم . . . , x+ ٢h, x+ h, x نقاط در آن مقدار و باشد تابع Έی y = f(x) کنید فرض تعریف١٣.

و شده داده نمایش ∆ نماد با پیشرو٣۶ تفاضل عملΎر این�صورت در باشد، ͳهمان عملΎر I کنید فرض همچنین

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت

∆ = E − I,

∆f(x) = f(x+ h) − f(x).

از است عبارت rام مرتبه�ی پیشرو تفاضل ͳکل حالت در

∆rf(x) = ∆
(
∆r−١f(x)

)
= ∆r−١f(x+ h) − ∆r−١f(x) r ≥ ١,

عبارت y گسسته�ی rام مرتبه�ی و اول مرتبه�ی پیشرو تفاضل این�صورت در yi = f(x٠ + ih) اگر همچنین

از است

∆yi = yi+١ − yi i = ٠,١, . . . , n− ١,

∆ryi = ∆
(
∆r−١yi

)
= ∆r−١yi+١ − ∆r−١yi.

باشد، معلوم . . . , x+ ٢h, x+ h, x نقاط در آن مقدار و باشد تابع Έی y = f(x) کنید فرض تعریف١۴.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به ∇ پسرو٣٧ تفاضل عملΎر این�صورت در

∇ = I − E−١,

∇f(x) = f(x) − f(x− h).

٣۵Shift operator
٣۶Forward difference
٣٧Backward difference

٩



از است عبارت rام مرتبه�ی پسرو تفاضل ͳکل حالت در

∇rf(x) = ∇r−١f(x) −∇r−١f(x− h) r ≥ ١,

است عبارت y گسسته�ی rام مرتبه�ی و اول مرتبه�ی پسرو تفاضل این�صورت در yi = f(x٠ + ih) اگر همچنین

از

∇yi = yi − yi−١,

∇ryi = ∇
(
∇r−١yi

)
= ∇r−١yi −∇r−١yi−١.

داریم: n ∈ N هر به�ازای .١۵ لم

∆n =
∑n

j=٠
(

n
j

)
(−١)jEn−j, الف-

∇n =
∑n

j=٠
(

n
j

)
(−١)n−jEj−n. ب-

.
∑n

j=(١−)٠j
(

n
j

)
= ٠ که است واض بالا لم به توجه با .١ نتیجه

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت f(x) تابع برای δ مرکزی٣٨ تفاضل عملΎر تعریف١۶.

δf(x) = f
(
x+

h

٢

)
− f

(
x− h

٢

)
,

م�ͳباشد زیر به�صورت نیز دوم مرتبه�ی مرکزی عملΎر م�ͳگویند. اول مرتبه�ی مرکزی عملΎر آن به که

δ٢f(x) = f(x− h) − ٢f(x) + f(x+ h).

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت f(x) تابع برای میانگین عملΎر تعریف١٧.

µf(x) =
١
٢

(
f(x+

h

٢
) + f(x− h

٢
)
)
.

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت f(x) تابع برای مشتق عملΎر تعریف١٨.

Df(x) =
d

dx
f(x) = f ′(x).

بیان را زیر قضیه�ی منظور این برای سازیم، مربوط عملΎرها سایر به را D عملΎر باید بیشتر پیشرفت برای

م�ͳکنیم.

.١.١ )قضیه
D =

١
h

ln (I + ∆)

)
, E = ehD.

٣٨Central difference

١٠



معلوم h گام طول با متساوی�الفاصله نقاط در آن مقدار و باشد دلخواه تابع Έی y = f(x) کنیم فرض اثبات.

ͳیعن f(x) تابع تیلور سری باشد،

f(x+ h) = f(x) +
h

١!
f ′(x) +

h٢

٢!
f ′′(x) + · · ·

بنویسیم: زیر عملΎری به�صورت م�ͳتوانیم را

Ef(x) =
[
١ +

hD

١!
+
h٢D٢

٢!
+ · · ·

]
f(x) = ehDf(x)

که شد ثابت پس

E = ehD.

عملΎرها بین زیر روابط این�صورت در .If = f به�طوریه باشد ͳهمان عملΎر I کنید فرض .٢.١ قضیه

برقرارند:

∆ ≡ E − I. الف-

∇ ≡ I − E−١. ب-

E∆ ≡ ∆E. ج-

(I + ∆) (I −∇) ≡ I. د-

∆∇ ≡ ∆ −∇. ه-

∇ ≡ E−١∆. و-

δ ≡ E
١
٢ − E

−١
٢ . ذ-

هستند. اثبات قابل ͳبه�سادگ عملΎرها تعاریف از استفاده با روابط این ͳتمام اثبات.

م�ͳآوریم به�دست را زیر روابط (٢.١) و (١.١) قضایای از .٢ نتیجه

D =
١
h

logE =
١
h

log(I + ∆) = −١
h

log(I −∇) =
٢
h

sinh−١ δ

٢
,

م�ͳکنیم پیدا اول درجه�ی مشتق برای را پیشرو تفاضل log(I + ∆) بسط از استفاده با و

∂f

∂x
=

١
h

[
∆ − ١

٢
∆٢ +

١
٣

∆٣ − · · ·
]
f(x),

است زیر به�صورت اول درجه�ی مشتق برای پیشرو تفاضل تقریب که

∂f

∂x
≈ ١
h

∆f,

١١



بسط از استفاده با اول درجه�ی مشتق برای پسرو تفاضل ترتیب همین به است. O(h) مرتبه�ی از آن خطای که

از است عبارت log(I −∇)

∂f

∂x
=

١
h

[
∇ +

١
٢
∇٢ +

١
٣
∇٣ + · · ·

]
f(x),

است زیر به�صورت آن تقریب که
∂f

∂x
≈ ١
h
∇f,

sinh−١ δ
٢ بسط از استفاده با م�ͳتوان نیز را مرکزی تفاضل ارزش با فرمول است. O(h) مرتبه�ی از آن خطای و

اول درجه�ی مشتق برای مرکزی تفاضل آورد. به�دست

∂f

∂x
=
µ

h

[
δ − ١٢

٣!
δ٣ +

١٢ · ٢٢

۵!
δ۵ − · · ·

]
f(x),

است زیر به�صورت آن تقریب و است
∂f

∂x
≈ µ

h
(δf),

دوم درجه�ی مشتق برای مرکزی تفاضل و

D٢ =
[٢
h

sinh−١ δ

٢

]٢
=

١
h٢

[
δ٢ − ١

١٢
δ۴ +

١
٩٠

δ۶ − · · ·
]
,

از است عبارت دوم درجه�ی مشتق برای مرکزی تفاضل تقریب که

∂٢f

∂x٢
≈ ١
h٢
δ٢f,

م�ͳباشد. O(h٢) مرتبه�ی از آن خطای و

بسل تابع و Z تبدیل لاپلاس، فوریه، تبدیل�های ۵.١

پرداخت. خواهیم بسل تابع و Z تبدیل لاپلاس، تبدیل فوریه، تبدیل فوریه، سری از ͳتعاریف به بخش این در

دارد، ͳمتناه تفاضلات روش�های خطای آنالیز در ͳمهم نقش فوریه سری دید، خواهیم ٢ فصل در چنان�چه

م�ͳگیرند. قرار استفاده مورد چهارم فصل در Z و لاپلاس تبدیلات همچنین

فوریه سری ١.۵.١

به (متناوب) دوره�ای توابع نمایش در و است ͳکسینوس و ͳسینوس جمله�های از مرکب سری Έی فوریه٣٩، سری

م�ͳرود. کار

٣٩Fourier series

١٢



اگر م�ͳنامند (متناوب) دوره�ای را f(x) تابع تعریف١٩.

∃p > ٠ : f(x+ p) = f(x), ∀x ∈ R

م�ͳنامند. f(x) تناوب دوره�ی را p عدد

شل به ͳمثلثات سری Έی تعریف٢٠.

a٠ +
∞∑

n=١

(an cosnx+ bn sinnx),

م�ͳشوند. خوانده سری ضرائب و هستند ثابت اعداد ،. . . , b١, b٠ و . . . , a١, a٠ ضرائب که م�ͳباشد

سری آنگاه باشد. p = ٢L تناوب دوره�ی با متناوب ͳتابع f(x) و −L ≤ x ≤ L کنیم فرض تعریف٢١.

سری) همΎرایی فرض (با است زیر شل به f(x) فوریه

f(x) = a٠ +
∞∑

n=١

(
an cos

nπ

L
x+ bn sin

nπ

L
x
)
, (٢.١)

ͳیعن م�ͳکنیم، محاسبه زیر اویلر۴٠ فرمول�های از را فوریه ضرائب آن در که

a٠ =
١
٢L

∫ L

−L

f(x)dx ,

و

an =
١
L

∫ L

−L

f(x) cos
nπ

L
x dx, n = ١,٢, . . . ,

bn =
١
L

∫ L

−L

f(x) sin
nπ

L
x dx, n = ١,٢, . . . .

داریم اخیر رابطه�های به توجه با آنگاه باشد، زوج ͳتابع f(x) اگر

an =
٢
L

∫ L

٠
f(x) cos

nπ

L
x dx, bn = ٠, n = ١,٢, . . . .

بود خواهد زیر صورت به f(x) تابع فوریه سری نتیجه در و

f(x) = a٠ +
∞∑

n=١

an cos
nπ

L
x ,

اخیر رابطه�های به توجه با آنگاه باشد، فرد ͳتابع f(x) اگر همچنین م�ͳگویند. فوریه ͳکسینوس سری آن به که

داریم

an = ٠, bn =
٢
L

∫ L

٠
f(x) sin

nπ

L
x dx, n = ١,٢, . . . .

۴٠Euler formulae

١٣



بود خواهد زیر صورت به f(x) تابع فوریه سری و

f(x) = a٠ +
∞∑

n=١

bn sin
nπ

L
x,

م�ͳگویند. فوریه ͳسینوس سری آن به که

م�ͳكنيم: تعريف زير به�صورت و م�ͳدهیم نشان f̂ با را f تابع فوریه�ی۴١ تبدیل تعریف٢٢.

f̂(w) =
١√
(٢π)

∫
R
f(t)e−iwtdt, w ∈ R.

لاپلاس تبدیل ٢.۵.١

لاپلاس۴٢ تبدیل این�صورت در باشد. شده تعریف t مثبت مقادیر همه�ی برای f(t) تابع فرضکنیم تعریف٢٣.

م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت را f(t) تابع

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt s > ٠,

لاپلاس معکوس تبدیل همچنین م�ͳباشد. f لاپلاس تبدیل F و لاپلاس تبدیل عملΎر ، LرΎعمل آن در که

است زیر به�صورت

L−١{F (s)} = f(t),

م�ͳباشد. معکوس لاپلاس تبدیل عملΎر ، L−آن،١ در که

آن از استفاده به م�ͳتوان لاپلاس تبدیل کاربردهای جمله از است، ͳفراوان کاربردهای دارای لاپلاس تبدیل

کاربرد این از نمونه Έی پایان�نامه این از چهارم فصل در کرد. اشاره ͳانتگرال و ͳدیفرانسیل معادلات حل در

خواص این بیان به ادامه در که است ͳمهم بسیار خواص دارای لاپلاس تبدیل همچنین م�ͳکنیم. مشاهده را

م�ͳپردازیم.

ͳحقیق ثابت عدد هر و g و f انتگرال�پذیر تابع هر برای ͳیعن است؛ ͳخط یΈعملΎر لاپلاس تبدیل .٣.١ قضیه

b و a

L{af + bg} = aL{f} + bL{g}.

به�طوریه باشند داشته وجود M و a مانند ͳمثبت اعداد اگر است، نمایی مرتبه�ی از f م�ͳگوییم تعریف٢۴.

|f(t)| ≤Meat, ∀t ≥ ٠.

۴١Fourier Transform
۴٢Laplac transform

١۴


