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೯داਪیپایا৯دীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋انॷدنേھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔزඖنراय़భھار ඳැراඅید،وبا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.दଘدر়شخلاقرایا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا

ইുید.
 ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی�دকم দواਘی
ৗوریا॥ت భع࢙موردگار. ້آیඓࢻുه িشاਪ�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآنభنارदدرتو؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
و،وඵฬଦزا॥تୀاୀآهୀما৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھایآنगھان.
ൾফنکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما! ശণر داه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণیدنرا راهِ ا०భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

از່ماীشاتතअرتعلی(ع)
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نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

عزیزی کمال دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه هریس،

نمͬ�رسید. انجام به
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که شهریاری محمد دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در
انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که مهتدیفر حسن دکتر آقای جناب از

مͬ�نمایم. تشͺر دادند،
دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال تحصیلم دوران هم�کلاسͬ�های و دوستان تمام از

اصغر دکتر فغفوری، مرتضͬ دکتر آقای از مخصوصاً گرامͬ اساتید تحصیلم، دوران دبیران ازکلیه
مدیرگروه موسوی حمید دکتر ریاضͬ، علوم دانشͺده معاونتپژوهشͬ صداقتشهمراد رنجبری،دکتر
دانشͽاهͬ تحصیلات مدت در که تبریز دانشͽاه اساتید همه و نقͬ�پور رضا دکتر محض، ریاضͬ

مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب
سپاسͽزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که اعضایخانواده�ام کلیه از پایان در

مͬ�کنم.

ਞख़ی ଓوઍ࠳ग़
۱۳۹۰

سه



معصومه نام: محبی دانشجو: خانوادگͬ نام

طول و کاراکترها درجات از استفاده با گروه ͷی ساختار مورد در اطلاعاتͬ آوردن بدست عنوان:
تزویج کلاس�های

هریس عزیزی دکترکمال : راهنما استاد

شهریاری محمد دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

٧٠ صفحات: تعداد ١٣٩٠ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

درجات گراف حل�پذیر، p−پوچتوان، کلاستزویج، اندازه تحویل�ناپذیر، کاراکترهای واژه�ها: کلید
کاراکتر

چͺیده

متناهͬ گروه G مͬ�کنیم فرض است، شده تنظیم [١٣] و [١٢] مراجع اساس بر که پایان�نامه این در
صورت به را |Sπ(G)| و uπ(G) اعداد باشد. اول اعداد از مجموعه�ای π و

uπ(G) =
∑

χ∈Irr(G),χ(۱)π′=۱

χ(۱)۲

و
|Sπ(G)| =

∑
nπ′=۱

ωG(n)n,

که: مͬ�کنیم ثابت است. n طول از G تزویج کلاس�های تعداد ωG(n) آن در که مͬ�کنیم تعریف

اگر فقط و اگر است ′p−گروه ͷی و یpͷ−گروه مستقیم حاصل�ضرب G گروه .١
up′(G) = |G|p′ .|G : G′|p.

اگر فقط و اگر است ′p−گروه ͷی و یpͷ−گروه مستقیم حاصل�ضرب G گروه .٢
|Sp′(G)| = |G|p′ .|Z(G)|p.



G گروه کاراکتر درجات گراف Γ(G) و باشد متناهͬ حل�پذیر گروه G مͬ�کنیم فرض همچنین،
تحویل�ناپذیر کاراکترهای درجات اول مقسوم�علیه�های مجموعه گراف این رئوس مجموعه که باشد
حداقل مقسوم�علیه ͷی pq اگر فقط و اگر دارد وجود یال ͷی p, qرأس دو بین بطوریͺه مͬ�باشد G
سه π = {p, q, r} و باشد حل�پذیر G اگر مͬ�کنیم ثابت باشد. G تحویل�ناپذیر کاراکتر درجه ͷی

مͬ�باشد. Γ(G)گراف یال ͷی (q, r) یا (p, r) ،(p, q) آنگاه باشد، Γ(G) متمایز رأس
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مقدمه

بررسͬ مورد متناهͬ گروه�های نظریه کارشناسان توسط که مهمͬ بسیار موضوع اخیر سال�های در

تکرار تعداد و تزویج کلاس�های طول و تحویل�ناپذیر کاراکترهای درجات که است این گرفته قرار

آن سیلوی زیرگروه�های ساختار در بویژه و گروه آن ساختار در اثری چه متناهͬ گروه ͷی از آنها

متناهͬ گروه تحویل�ناپذیر کاراکترهای درجات مورد در اطلاعاتͬ دانستن با حقیقت در دارد. گروه

یا است G مستقیم عامل G سیلوی یpͷ−زیرگروه آیا که مͬ�کنیم مشخص آنها، تکرار تعداد و G

فرض پایان�نامه این در مͬ�آوریم. بدست تزویج کلاس�های طول برای را مشابهͬ نتایج همچنین نه؟

صورت به را |Sπ(G)| و uπ(G) اعداد باشد. اول اعداد از مجموعه�ای π و متناهͬ گروه G مͬ�کنیم

uπ(G) =
∑

χ∈Irr(G),χ(۱)π′=۱

χ(۱)۲

و

|Sπ(G)| =
∑
nπ′=۱

ωG(n)n,

است. n طول از G تزویج کلاس�های تعداد ωG(n) آن در که مͬ�کنیم تعریف

این رئوس که مͬ�دهیم نشان Γ(G) با را کاراکتر درجات گراف ،G متناهͬ گروه برای همچنین

مجموعه گراف

ρ(G) = {p| است تحویل�ناپذیر کاراکتر درجه ͷی اول مقسوم�علیه ͷی p }

مجموعه آن یال�های و

E(G) = {(p, q)| است تحویل�ناپذیر کاراکتر درجه ͷی مقسوم�علیه ͷی pq و p, q ∈ ρ(G)}

است: زیر موارد شامل پایان�نامه این ساختار مͬ�باشد.

٢



٣ مقدمه

دوم فصل در مͬ�شود. بیان اصلͬ، قضایای اثبات برای نیاز مورد و مقدماتͬ مفاهیم اول فصل در

در آنها تکرار تعداد و تزویج کلاس�های طول همچنین و تحویل�ناپذیر کاراکترهای درجات اثر به

که: مͬ�کنیم ثابت و مͬ�پردازیم گروه ͷی سیلوی زیرگروه�های ساختار

اگر فقط و اگر است ′p−گروه ͷی و یpͷ−گروه مستقیم حاصل�ضرب G گروه .١

up′(G) = |G|p′ |G : G′|p.

اگر فقط و اگر است ′p−گروه ͷی و یpͷ−گروه مستقیم حاصل�ضرب G گروه .٢

|Sp′(G)| = |G|p′|Z(G)|p.

مͬ�کنیم بیان حل�پذیررا گروه�های کاراکتر درجات گراف مهم بسیار خاصیت سوم، فصل در بالاخره

که: مͬ�کنیم ثابت و

(p, q) ∈ E(G) آنگاه ،π = {p, q, r} اگر .π ⊆ ρ(G) و باشد متناهͬ حل�پذیر Gگروه فرضمͬ�کنیم

بطوریͺه دارد وجود χ ∈ Irr(G) کاراکتر دیͽر عبارت به .(q, r) ∈ E(G) یا (p, r) ∈ E(G) یا

مͬ�باشد. χ(۱) مقسوم�علیه pr یا qr یا pq



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

مورد و پایه مفاهیم بیان و منابع بررسͬ بخش در شده ذکر منابع بر مروری پایان�نامه نخست فصل

سپسمفاهیم مشخصو را بخشنخستچهارچوببحث در بنابراین مͬ�باشد. آتͬ فصلهای در نیاز

شد خواهند بیان اثبات بدون اولیه قضایای و مفاهیم بعضͬ کرد. خواهیم تعریف را بحث با مرتبط

تمام پایان�نامه، این تمامͬ در شد. خواهد نیاز آنها به بعداً که است مفاهیمͬ یادآوری هدف که چرا

هستند. متناهͬ� گروه�ها

۴



۵ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

متناهͬ گروه�های نیاز مورد قضایای و تعاریف ١.١

مͬ�کنیم. تعریف زیر بصورت را هال π−زیرگروه و π−گروه π−عدد، مفاهیم .١.١.١ تعریف

π−عدد ͷی را n صحیح عدد اینصورت در باشد. اول اعداد از مجموعه ͷی π کنیم فرض .١

گیرند. قرار π مجموعه در مͬ�کنند عاد را n که اولͬ اعداد همه هرگاه گوییم،

باشد. π−عدد ͷی |H| هرگاه مͬ�نامیم π−گروه ͷی را H گروه .٢

|G : H| و π−عدد ͷی |H| هرگاه گوییم گروه π−هال ͷی را H گروه آنگاه H 6 G اگر .٣

اگر است واضح است. اول اعداد مجموعه در π مجموعه متمم ،π′ که باشد ′π−عدد ͷی

آنگاه H ∈ Hallπ(G)

(|H|, |G : H|) = ۱

آن در که

Hallπ(G) = {H 6 G | است G هال −زیرگروه π ͷی H}.

است. غیربدیهͬ G مرکز آنگاه باشد، غیربدیهͬ یpͷ−گروه G اگر .٢.١.١ لم

شرایط در که است Ki زیرگروههای از زنجیر ͷی ،G گروه برای مرکزی سری ͷی .٣.١.١ تعریف

کند: صدق زیر

،۱ = K۰ 6 K۱ 6 K۲ 6 ... 6 Kn = G .١

،۰ 6 i 6 n ،i هر برای Ki EG .٢

.Ki+۱/Ki 6 Z(G/Ki) .٣

باشد. مرکزی سری ͷی دارای اگر تنها و اگر است پوچ�توان G گروه .۴.١.١ تعریف

است. K زیرگروه H بطوریͺه باشند G زیرگروه�های L و K ،H کنیم فرض (ددکیند). .۵.١.١ لم

این�صورت در

H(K ∩ L) = K ∩HL.



۶ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

هرگاه مͬ�گوییم G p−متمم را N این�صورت در باشد. G زیرگروه N فرضمͬ�کنیم تعریف١.١.۶.

G گروه یpͷ−متمم N دیͽر، عبارت به باشد. p از توانͬ G در N اندیس اما نکند عاد را |N | ،p

باشد. G هال ′p−زیرگروه ͷی N اگر فقط و اگر است

صورت این در باشند. G نرمال زیرگروه�های K و H و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٧.١.١ لم

همومورفیسم ͷی ،g ∈ G آن در که φ(g) = (Hg,Kg) ضابطه با φ : G −→ G

H
× G

K
نگاشت

.Kerφ = H ∩K و است

باشد. نرمال p−متمم زیرگروه دارای G هرگاه گوییم p−پوچتوان را G گروه .٨.١.١ تعریف

بطوریͺه باشد موجود nای ∈ N اگر تنها و اگر گوییم حل�پذیر را G متناهͬ گروه .٩.١.١ تعریف

. [Gn−۱, Gn−۱] = ۱

را G گروه از B زیرگروه اینصورت در باشد. G نرمال زیرگروه A کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف

.A ∩B = ۱ و G = AB هرگاه گوییم A مͺمل

(Schur − Zassenhaus theorem) .١١.١.١ قضیه

داریم: اینصورت در .(|N |, |G : N |) = ۱ بطوریͺه باشد G نرمال زیرگروه N کنیم فرض

.N ∩H = ۱ و G = NH که است موجود H 6 G یعنͬ مͬ�باشد G در مͺمل دارای N(١

هستند مزدوج G در N برای مͺمل دو هر آنگاه باشند، حل�پذیر G/N یا N از ͬͺی حداقل ٢)اگر

.[٧] از 3.5 قضیه به شود رجوع اثبات.

این در .P ∈ Sylp(G) و G نرمال زیرگروه H و باشد متناهͬ گروه G کنیم فرض .١٢.١.١ لم

.P ∩H ∈ Sylp(H) صورت

آنگاه .x, u, v ∈ G و متناهͬ گروه G کنیم فرض .١٣.١.١ لم

[uv, x] = [u, x]v[v, x] = [u, x][u, x, v][v, x] .١

.[x, uv] = [x, v][x, u]v = [x, v][x, u][x, u, v] .٢
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G = PN بطوریͺه هستند G زیرگروه�های P,N و باشد متناهͬ گروه G کنیم فرض .١۴.١.١ لم

همچنین .G′ = N ′[N,P ]P ′ از است عبارت G گروه مشتق اینصورت در .P ∩ N = ۱ و

.[P,NP ] = [P, P ][N,P ] = P ′[N,P ]

چون عکس، اثبات برای .N ′[N,P ]P ′ ≤ G′ لذا و P ′, [N,P ], N ′ ≤ G′ که مͬ�دانیم اثبات.

بطوریͺه باشند G از دلخواهͬ اعضای g۱ = a۱b۱, g۲ = a۲b۲ مͬ�کنیم فرض لذا ،G = PN

داریم: ،١٣.١.١ از استفاده با .b۱, b۲ ∈ N و a۱, a۲ ∈ P

[g۱, g۲] = [a۱b۱, a۲b۲] = [a۱, a۲b۲]
b۱ [b۱, a۲b۲] = ([a۱, b۲][a۱, a

b۲
۲ ])

b۱ [b۱, b۲][b۱, a۲]
b۲

= [a۱, b۲]
b۱ [a۱, a۲]

b۲b۱ [b۱, b۲][b۱, a۲]
b۲ = [ab۱۱ , b۲

b۱ ][a۱, a۲]
b۲b۱ [b۱, b۲][b

b۲
۱ , a

b۲
۲ ].

اینرو از .ab۱۱ , ab۲۲ ∈ P و G نرمال زیرگروه P آنجاییͺه از

[ab۱۱ , b
b۱
۲ ], [b

b۲
۱ , a

b۲
۲ ] ∈ [P,N ],

و G نرمال زیرگروه P چون همچنین .bb۲۱ , bb۱۲ ∈ N که است واضح لذا و b۱, b۲ ∈ N که زیرا

لذا .[a۱, a۲] ∈ P ′ آنجاییͺه از است. G نرمال زیرگروه P ′ پس مͬ�باشد، P مشخصه زیرگروه P ′

بنابراین .[b۱, b۲] ∈ N ′ که است واضح بالاخره .[a۱, a۲]
b۲b۱ ∈ P ′

[g۱, g۲] = [ab۱۱ , b۲
b۱ ][a۱, a۲]

b۲b۱ [bb۲۱ , a
b۲
۲ ] ∈ [P,N ]P ′N ′.

بدست حͺم اینرو از ′Gو ≤ N ′[N,P ]P ′ که مͬ�گیریم نتیجه ،G′ = ⟨[g۱, g۲] | g۱, g۲ ∈ G⟩ چون

مͬ�آید.

و P ′ = [P, P ] ≤ [P,NP ] که مͬ�دانیم .[P,NP ] = P ′[N,P ] که مͬ�دهیم نشان حال

[P,N ] ≤ [P,NP ]

باشند. دلخواه z ∈ N و x, y ∈ P مͬ�کنیم فرض دیͽر، طرف از .P ′[P,N ] ≤ [P,NP ] لذا و

داریم: ،١٣.١.١ بردن بͺار با

[x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][xz, yz] ∈ [P,N ]P ′,

که مͬ�گیریم نتیجه .[xz, yz] ∈ P ′ لذا و xz, yz ∈ P پس است، G نرمال زیرگروه P چون که زیرا

مͬ�آید. بدست حͺم و [P, PN ] = [P,N ]P ′ بنابراین .[P, PN ] = [P,NP ] ≤ [P,N ]P ′
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واضح . �دهیم مͬ نشان Op(G) نماد با را G سیلوی p−زیرگروه�های همه اشتراک تعریف١.١.١۵.

مͬ�باشد. G مشخصه زیرگروه لذا و است G نرمال p−زیرگروه بزرگترین Op(G) که است

F (G) با آنرا و مͬ�نامیم Gفیتینگ زیرگروه را G پوچ�توان نرمال زیرگروه بزرگترین .١۶.١.١ تعریف

پوچ�توان و نرمال زیرگروه ͷی پوچ�توان و نرمال زیرگروه دو حاصل�ضرب آنجاییͺه از مͬ�دهیم. نشان

مͬ�باشد. موجود F (G) زیرگروه ،G متناهͬ گروه هر برای پس است،

p−گروه ͷی G/Op(G) بطوریͺه است G نرمال زیرگروه کوچͺترین Op(G) .١٧.١.١ تعریف

باشد.

آنگاه باشند. G دلخواه گروه زیرگروه�های Z و Y ،X فرضکنیم هال-ویت. اتحاد .١٨.١.١ قضیه

.z ∈ Z و y ∈ Y ،x ∈ X هر برای

[x, y−۱, z]y[y, z−۱, x]z[z, x−۱, y]x = ۱.

فرض باشند. G دلخواه گروه از زیرگروه�هایی Z و X,Y کنیم زیرگروه).فرض (سه .١٩.١.١ لم

.[Z,X, Y ] = ۱ آنگاه ،[Y, Z,X] = ۱ و [X, Y, Z] = ۱ مͬ�کنیم

.[٧] از 4.9 لم به شود رجوع اثبات.

پایا H عمل تحت که باشد G نرمال زیرگروه ͷی K و کند عمل G روی H اگر .٢٠.١.١ قضیه

مͬ�کند. عمل G/K خارج�قسمت گروه روی H آنگاه است،

خوشتعریف (Kg)h = Kgh رابطه ،Kg ∈ G/K هر و h ∈ H هر برای که دهیم نشان باید اثبات.

هر برای نتیجه در و g۱g
−۱
۲ ∈ K پس .Kg۱ = Kg۲ ∈ G/K مͬ�کنیم فرض کار، این برای است.

و Kgh۱(gh۲)−۱ = K اینرو از مͬ�باشد. پایا H عمل تحت K که زیرا . (g۱g
−۱
۲ )h ∈ K ،h ∈ H

مͬ�آید. بدست حͺم و Kgh۱ = Kgh۲ که مͬ�گیریم نتیجه

آنگاه کند، عمل G روی A و باشند متناهͬ گروه�هایی G و A اگر یادآوری.

CG(A) = {g ∈ G|∀a ∈ A ga = g}

و

[G,A] = ⟨x−۱gx|x ∈ G, y ∈ A⟩.
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فرض همچنین کند. عمل G روی A و باشند متناهͬ گروه�هایی G و A �کنیم فرض .٢١.١.١ لم

صورت: این در .(|G|, |A|) = ۱ و باشند حل�پذیر G یا A مͬ�کنیم

G = CG(A)[G,A].

شود. مراجعه ،[٧] از 4.28 لم به اثبات.

فرض همچنین کند. عمل G روی A و باشند متناهͬ گروه�هایی G و A �کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

صورت: این در .(|G|, |A|) = ۱ مͬ�کنیم

[G,A,A] = [G,A].

شود. مراجعه ،[٧] از 4.29 لم به اثبات.

کند. عمل G روی A و باشند متناهͬ گروه�هایی G و A �کنیم فرض .١ (فیتینگ) .٢٣.١.١ قضیه

آنگاه باشد، آبلͬ G اگر .(|G|, |A|) = ۱ مͬ�کنیم فرض همچنین

G = CG(A)× [G,A].

شود. مراجعه ،[٧] از 4.34 قضیه به اثبات.

هسته هرگاه گوییم باوفا را عمل این مͬ�کند. عمل K روی H گروه کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف

باشد. بدیهͬ زیرگروه برابر عمل

هرگاه مͬ�نامیم تحویل�ناپذیر را عمل این کند. عمل K روی H گروه کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف

۱ < L < K زیرگروه دیͽر عبارت به باشد. پایا H تحت بطوریͺه نباشد موجود K از زیرگروهͬ

.xt ∈ L ،x ∈ L هر و t ∈ H هر ازای به که باشد نداشته وجود

زیرگروه�های همه اشتراک این�صورت در باشد. متناهͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .٢۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Φ(G)علامت با و مͬ�نامیم ٢ فراتینͬ زیرگروه را G ماکزیمال
١Fitting
٢Frattini
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آبلͬ p−گروه ͷی P/Φ(P ) صورت این در باشد. p−گروه ͷی P کنیم فرض .٢٧.١.١ قضیه

اگر تنها و اگر است مقدماتͬ آبلͬ P/N آنگاه باشد، P نرمال زیرگروه N اگر و است مقدماتͬ

Φ(P ) 6 N.

.[٧] از 4.5 لم به شود رجوع اثبات.

N/M و M ⊆ Φ(G) اگر .M E N E G و باشد متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢٨.١.١ قضیه

است. پوچ�توان N آنگاه باشد، پوچ�توان

مͬ�دانیم ،M ⊆ Φ(G) چون طرفͬ از .F (N/M) = N/M لذا است، پوچ�توان N/M چون اثبات.

N اینرو از .N = F (N) نتیجه در و N/M = F (N)/M بنابراین .F (N/M) = F (N)/M که

است. پوچ�توان

α اگر .(o(α), |G|) = ۱ بطوریͺه α ∈ Aut(G) و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢٩.١.١ قضیه

مͬ�کند. عمل بدیهͬ نیز G روی α آنگاه کند، عمل بدیهͬ بصورت G/Φ(G) روی

شود. مراجعه ،[٧] از 3D.4 به اثبات.

.G′ 6 Φ(G) صورت این در باشد، پوچ�توان متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣٠.١.١ قضیه

بطوریͺه باشند G زیرگروه�های K و H و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣١.١.١ لم

(|G : H|, |G : K|) = ۱.

.G = KH صورت این در

شود. مراجعه ،[٧] از 1A.3.(b) به اثبات.

بطوریͺه باشد G زیرگروه H و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣٢.١.١ لم

G =
∪
g∈G

Hg.

.G = H صورت این در
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چون بنابراین، است. |G : NG(H)| برابر G در H متمایز مزدوجهای تعداد که مͬ�دانیم اثبات.

که مͬ�گیریم نتیجه G =
∪
g∈GH

g

|G| = |
∪
g∈G

Hg| = |{۱} ∪
∪
g∈G

(Hg − {۱})|

≤ ۱ + |
∪
g∈G

(Hg − {۱})

≤ ۱ + |G : NG(H)|(|H| − ۱)

≤ ۱ + |G : H|(|H| − ۱)

= ۱ + |G| − |G : H|.

.G = H و |G : H| = ۱ اینرو از .|G : H| ≤ ۱ لذا و |G| ≤ ۱ + |G| − |G : H| بنابراین

،n > ۰ ازای به .Z۱ = Z(G) و Z۰ = ۱ و باشد متناهͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .٣٣.١.١ تعریف

سری صورت این در .Zn/Zn−۱ = Z(G/Zn−۱) بطوریͺه G از زیرگروهͬ از است عبارت Zn
۱ = Z۰ ≤ Z۱ ≤ Z۲ ≤ ...

گروه کل به هرگز که است ممͺن سری این که است ذکر به لازم گوییم. G بالایی مرکزی سری را

موجود n۰ > ۰ لذا است، متناهͬ گروه G چون اما باشد. پوچ�توان گروه ͷی G اینکه مͽر نرسد G

و مͬ�دهیم نشان Z∞(G) با را Zn۰ حالت این در که Zn۰ = Zn۰+۱ = Zn۰+۲ = ... بطوریͺه است

گوییم. G فرامرکز زیرگروه را آن

کلاس�های همه اجتماع Sp(G) و باشد اول یͷعدد p و متناهͬ Gگروه فرضکنیم .٣۴.١.١ قضیه

لذا و |Sp(G)|p = |Z∞(G)|p صورت این در است. p از توانͬ آنها طول که باشد G از تزویجͬ

مͬ�باشد. |G|p مقسوم�علیه ͷی |Sp(G)|p

.[٢] از ١ گزاره به شود رجوع اثبات.

بطوریͺه باشد G غیربدیهͬ آبلͬ و نرمال زیرگروه N و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣۵.١.١ قضیه

.N ∩K = ۱ و G = NK بطوریͺه است موجود G Kاز زیرگروه این�صورت در .N ∩Φ(G) = ۱
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.[۴] از III.4.4 قضیه به شود رجوع اثبات.

F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G) این�صورت در باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣۶.١.١ قضیه

است. G/Φ(G) مینیمال نرمال زیرگروه�های حاصل�ضرب

.[۴] از III.4.5 قضیه به شود رجوع اثبات.

اتومورفیسم�ها وسیله AرویGبه بطوریͺه باشند متناهͬ Aگروه�های Gو فرضکنیم .٣٧.١.١ قضیه

فرض پایاست. A عمل تحت که باشد G نرمال زیرگروه N که مͬ�کنیم فرض همچنین و کند عمل

این در .G = G/N مͬ�دهیم قرار باشد. حل�پذیر N یا A حداقل ,|A|)و |N |) = ۱ که مͬ�کنیم

.CG(A) = CG(A) صورت

.[٧] از 3.28 نتیجه به شود رجوع اثبات.

کاراکترها نیاز مورد قضایای و تعاریف ٢.١

همومورفیسم ͷی X : G −→ Gln(C) و است متناهͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

اعداد میدان روی معکوس�پذیر n × n ماتریس�های ضربی گروه GLn(C) آن در که باشد گروهͬ

شده ارائه χ کاراکتر همچنین مͬ�گوییم. G از نمایش ͷی را X صورت این در است. مختلط

آن در که مͬ�شود. تعریف χ(g) = Tr(X(g)) ضابطه با χ : G −→ C نگاشت توسط X بوسیله

مͬ�باشد. X(g)ماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های مجموع با است برابر Tr(X(g))

زیرا هستند ثابت تزویج کلاسهای روی کاراکترها

χ(h−۱gh) = Tr(X(h−۱gh))

= Tr(X(h−۱)X(g)X(h))

= Tr(X(g)X(h−۱)X(h))

= Tr(X(g)) = χ(g).
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خطͬ کاراکتر را ١ درجه از کاراکتر هر مͬ�کنیم. تعریف χ کاراکتر درجه را χ(۱) .٢.٢.١ تعریف

گوییم.

دیͽر کاراکتر دو مجموع بصورت آنرا نتوان هرگاه گوییم تحویل�ناپذیر را χ کاراکتر .٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Irr(G) با را G تحویل�ناپذیر کاراکترهای مجموعه نوشت.

باشد. خطͬ G تحویل�ناپذیر کاراکترهای همه اگر تنها و اگر است آبلͬ G گروه .۴.٢.١ قضیه

است. گروه ͷی توابع معمولͬ ضرب با که مͬ�دهیم نشان Lin(G) با را خطͬ کاراکترهای مجموعه

. G/G′ ∼= Lin(G)که مͬ�دانیم ،[٧] از دوم فصل طبق

مͬ�باشد G تزویج کلاس�های تعداد برابر |Irr(G)| آنگاه باشد. متناهͬ گروه G اگر .۵.٢.١ قضیه

.|G| =
∑

χ∈Irr(G) χ(۱)
۲ و

شود. مراجعه ،[۶] از 2.7 قضیه به اثبات.

هر برای بطوریͺه φ : G −→ C نگاشت از است عبارت G روی کلاسͬ تابع ͷی .۶.٢.١ تعریف

هستند. کلاسͬ توابع کاراکترها همه اینرو از .φ(g) = φ(gh) ،g, h ∈ G

نمایش φ =
∑

χ∈Irr(G) aχχ توسط منحصربفرد بصورت G از φ کلاسͬ تابع هر .٧.٢.١ قضیه

.aχ ∈ C آن در که مͬ�شود داده

شود. مراجعه ،[۶] از 2.8 قضیه به اثبات.

آنmiها در که .χ =
∑n

i=۱miχi بطوریͺه باشد G کاراکتر ͷی χ کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

ازای به که χiهایی صورت این در .Irr(G) = {χ۱, χ۲, ..., χn} و هستند نامنفͬ صحیح اعداد

مͬ�شوند. نامیده χ تحویل�ناپذیر موسس�های mi > ۰ آنها

نشان Ker(χ) و Z(χ) با ترتیب به را χ هسته و مرکز باشد G از کاراکتری χ اگر .٩.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت و مͬ�دهیم

Z(χ) = {g ∈ G| |χ(g)| = χ(۱)},

Ker(χ) = {g ∈ G| χ(g) = χ(۱)}.
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.Ker(χ) ⊆ Z(χ) که است بدیهͬ

در که χ =
∑
miχi بطوریͺه باشد G از کاراکتری χ و متناهͬ گروه G کنیم فرض .١٠.٢.١ لم

این�صورت در .mi > ۰ و ها χi ∈ Irr(G) آن

Kerχ =
∩

χi∈Irr(G),mi>۰

Kerχi.

کاراکترهایتحویل�ناپذیر مجموعه {χ۱, χ۲, ..., χn} = Irr(G) آن در که
∩

۱≤i≤nKerχi = ۱ بویژه

است. G

.[۶] از 2.21 لم به شود رجوع اثبات.

Irr(G | λ)صورت این در .λ ∈ Irr(N) و G نرمال زیرگروه N مͬ�کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف

تحویل�ناپذیر موسس ͷی λ Gبطوریͺه از χ تحویل�ناپذیر کاراکترهای همه مجموعه از است عبارت

مͬ�باشد. χN

Hباشد. روی کلاسͬ تابع ϕ و باشد G Hزیرگروه فرضکنیم شده: القا کاراکتر تعریف١٢.٢.١.

بوسیله: G روی شده القا کلاسͬ تابع ،ϕG اینصورت در

ϕG(g) =
۱

|H|
∑
x∈G

ϕ۰(xgx−۱)

.ϕ۰(h) = ۰ اینصورت غیر در و ϕ۰(h) = ϕ(h) ،h ∈ H اگر آن در که مͬ�شود تعریف

.ϕG(۱) = |G : H|ϕ(۱) و است G روی کلاسͬ تابع ͷی واقعا ϕG که مͬ�کنیم مشاهده

ͷی (یعنͬ G در H راست مجموعه�های هم از T تراگرد ͷی انتخاب با که فرمول این دیͽر نمایش

است: زیر صورت مͬ�آید بدست مجموعه�ها) هم این نماینده�های از مجموعه

ϕG(g) =
∑
t∈T

ϕ۰(tgt−۱).

مͬ�باشد. G از کاراکتری نیز ϕG آنگاه باشد، H از کاراکتری ϕ اگر که مͬ�دانیم همچنین

نمایش توسط شده القا کاراکتر χ ∈ Irr(G) و متناهͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف

ضابطه با detX : G −→ C که مͬ�دانیم این�صورت در باشد. X : G −→ GLn(C)

(detX)(g) = det(X(g)),


