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  چهار

  :چكيده

اساس . ل مسائل مقدار مرزي مرتبه پنجم مي پردازيمم غير چند جمله اي براي حاسپلاين درجه ششدر اين پايان نامه به كاربرد 

]كار برمبناي كاربرد اسپلاين درمرجع درفصل اول به تعاريف وكليات اوليه مورد نياز مي پردازيم ودر فصل دوم . استوار است 1[

ربرد روش حاصله روي مسائل مقدارمرزي مي م چند جمله اي و آناليز خطاي روش وكا اسپلاين درجه ششابتدا به فرمول بندي

نتايج نشان مي دهد كه روش .پردازيم ونتايج  حاصله را با طول گامهاي متفاوت براي مثالهاي مورد نظر درجداول آورده ايم 

له چند جم م غير اسپلاين درجه ششفصل سوم به فرمول بندي. حاصله از لحاظ دقت وكاربرد آن درحل مسائل برجسته مي باشد 

فرمول هايي . جهت گسسته سازي مسئله مقدارمرزي مرتبه پنجم اختصاص دارد اسپلاينا ي وبدست آوردن روابط سازگار مفيد

درپايان فصل نيز روشهاي حاصله را روي چندين . براي شرايط مرزي بدست مي آيدوهمگرايي روش رابحث وبررسي مي كنيم

هايي درج كرده ايم كه نشانگر افزايش دقت روش نسبت به ساير روشهاي مورد مسئله بكار مي بريم ونتايج حاصله را در جدول

  .وسرانجام نتيجه گيري كلي آورده شده و ليست مراجعي كه مورد استفاده قرار گرفته است آورده شده است.مقايسه دارد
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  :قدمهم
مهندسي و نظير علوم فني ، ازعلومبرخيحل مسائل مقدار مرزي مرتبه پنجم مورد توجه بسياري از محققان مي باشدودر       

اين پايان نامه روشي رابا استفاده از  در.ده انافراد بسياري اين نوع مسائل را به كمك ر وشهاي متعارف  حل كرد.كاربرد دارد

  .در مقايسه با روشهاي ذكر شده ،ازتقريب بهتري برخوردار است  كه كرده ايم جمله اي ارائه جه شش غير چنداسپلاين در

  .همچنين اين روش با درنظر گرفتن مقادير متفاوت براي پارامترهاي مدل ، همگراازمرتبه دوم وچهارم است
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 :فصل اول

  :مقدمه1-1

كليات و . نامه مورد استفاده قرار گرفته است را معرفي مي كنيمناي  كه در اين پاي ومفاهيمدراين فصل ،بعضي از تعاريف      

] مرجع تعاريف اسپلاين در اين فصل از ]و2[  . مراجعه كردآن به توانبراي مطالعه بيشتر مي .ه شده است آورد3[

  :تعاريف وقضاياي مقدماتي1-2

 را يك متغير يا متغير هاي مستقل وتابع وابسته ويا مشتقات مراتب مختلف آن باشد، شامل رابطه اي كههر:ديفرانسيلله معاد

 واگر شاملگويندمي   معموليديفرانسيل رايك معادله آن ،يك متغير مستقل باشد شامل رابطه اگر . مي ناميمديفرانسيلمعادله 

  .يمنا با مشتقات جزئي مي خوديفرانسيل معادله  رايكآنباشد، يك متغير مستقل  بيش از

  :ام به صورت زير استn معمولي از مرتبهديفرانسيل يك معادله  كلي شكل:امnمرتبهمعمولي  ديفرانسيلمعادله 

' " nf(x,y,y , y ,..,y )=0  

  :منحني هموار

ازنقطه نظر درونيابي ،همواري به معني آن است كه باتعداد كمي نقطه . باشدپيوستهراهموار گوئيم هرگاه مشتق آن fتابع

  .درونيابي بتوانيم تقريب مناسبي از منحني مفروض به دست آوريم

  :نرم ماتريسي

nنرم يك  ماتريس تابعي حقيقي از فضاي  nR   : زير  استبا خواصRبه ×
)
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) AB A B≤5       

nكه درآن nA R Rαو∋×  .هر ماتريس ومقدار دلخواه مي باشند∋

 :تابع چند جمله اي تكه اي

)فرض كنيد ): l
iξ ξ += 1

1
,...,اگر .عدد صحيح مثبت باشدk صعودي ازنقاط و"دنباله اي اكيدا lp p1دنباله اي ازl چند جمله

 :رابصورت زير تعريف مي كنيمkآنگاه چند جمله اي تكه اي ازدرجه.باشدkاي با درجه كمتراز 

( ) : ( )          ;     ,...,i i if x p x x i lξ ξ += < < =1 1        

 .ناميده مي شوندfرانقاط شكستگي iξنقاط

  :ديفرانسيلحل عددي معادلات 1-3 

 معادلات نظريه. دارد سايرعلوم فني ومهندسيدر ز ي نيفراوان ،كه كاربرد  استيكي از مباحث مهم رياضياتمعادلات ديفرانسيل 

 ويادگيري فنون وروشهاي تحليلي براي به ديفرانسيلتجزيه وتحليل معادلات و  شامل وجود جواب ويكتايي جوابديفرانسيل

امي  داده مي شود كه دسته خاصي ازمعادلات رنشانجام مي گيردونااين كاربادسته بندي معادلات .دشبان جواب مي آورددست 

   حل  به روش تحليليتواني وجود دارند كه نمي فراوان ديفرانسيلمعادلات  از دسته زيادي اما،. به روش تحليلي حل كرد توان

 مثال عنوانبه . ساده جوابي بسيار پيچيده دارندديفرانسيلحتي گاهي اوقات ،بعضي معادلات .آوردها را به دست آن جواب كردو

  جواب 

'                         ,y(1)=0x yy
x y
+

=
−

       

  :يد ،عبارت است ازآكه پس از محاسبات زيادي به دست مي 
( )log ( )x y
e

yarctg
x

+ =
2 2

2        

وشهاي از اين رو ،استفاده از ر.وريد،به زحمت خواهيد افتادآرا به دست y  مقدارxكه اگربخواهيد به ازاي مقدار مفروضي از

  . درمواردي كه جواب تحليلي موجود است ،توصيه مي شودعددي ، حتي
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 عبارت است از يك تكه چوب يا فلزنازك آن مشتق شده است وآن ازطرح ابتدايي "تابع اسپلاين"كلمه : اسپلاين تابع1-4

  .هموار درست كرد يك منحني توان مي آنبسياربلند كه      به هر شكل دلخواه ومورد نظردرمي ايدبطوريكه از 

معروف رمقاله د1946تعريف اسپلاين ابتدا در سال. بسيار مشهور هستند،3به ويژه توابع اسپلاين2چند جمله اي 1قطعه اي توابع 

 قرار ناقق تا كنون بطور قابل ملاحظه اي در زمينه هاي تئوري و كاربردي مورد توجه محزمان آناز . ارائه شده است4شوئنبرگ

بطور اخص .ميزمي باشدآمنحني بسيار موفقيت   درون يابي كردن وبرازش كردن،5كاربرد توابع اسپلاين  به مثابه تقريب زدن.دارد

 7همواري در درون يابي،زيرا  سهولت در محاسبات ،   داراي نقش مهمي در تحقيقات كاربردي است6 سهاسپلاين درجه

 خواهيم داداسپلاين يك وسيله كارا براي نشانتحقيق دراين . باشد حداقل مي9اي خواص نرم سريع در تقريب و دار8همگرايي،

چند جمله اي به خصوص توابع اسپلاين به سرعت عموميت پيدا ي توابع قطعه ا1960از حدود سال.تقريب ودرون يابي است

ين را ارائه مي دهيم سپس اسپلاين درجه شش را مورد بحث قرار خواهيم در اين فصل ابتدا تعريف كلي توابع اسپلا. كرده است

  .  داد

  :فرض كنيد كه ):1-4-1(تعريف

: ... na x x x x b∆ = < < < < =0 1 2       

]يك زيرتقسيم ازفاصله  , ]a bدرجهاز يك تابع اسپلاين .باشدmبا نقاط گره اي , ,.., nx x x0 ) يك تابع نظير،1 )s x∆ با  

  : زير  استخواص

]درهر زير -1  ],i ix x iو1+ n< <0،( )s x∆ يك چند جمله اي درجهmام است.  

2-( )s x∆و ( )m − ]فاصله در آن مشتق 1 , ]a bپيوسته هستند .  

                                                 
١ -Piecewise function 
٢ -Polynomial 
٣ -Spline 
٤ -Schoenberg 
٥ -Approximate(approximation) 
٦ -Cubic spline 
٧ -Interpolation 
٨ -Convergence 
٩ -Norm 



 

 

٥ 

 

)اگرتابع )s x∆فقط( )m k−آنگاه.داشته باشد  پيوستهمشتقkتابع "رادقت تعريف مي كنيم ومعمولا

)رابصورت , )s m k∆نمايش ميدهند . 

)كليبطور. صدق مي كند اي است كه درشرايط  فوقتكه  چند جمله ايبنابراين تابع اسپلاين، يك تابع )s x درمحل

)برخوردبازه هاي , ), ( , )i i i ix x x x− +1 ) خاص هاي متفاوت داده مي شود ودر بسياري از حالاتجمله اي با چند 1 )s x تنها با

 درجه ي ،توجه داريم كه بر عكس يك چند جمله اي درون ياب . روي كل محور حقيقي تعريف مي شودچند جمله اييك 

  .د وتعداد تكه ها را افزايش مي دهيم ناودر ا ين حالت درجه ثابت  مي م. اسپلاين ها با افزايش تعداد نقاط زياد نمي شود

ي از جاها براي تقريب توابع  در بسيارنابه دليل خواص رياضي ساده ش"ها اساسا چند جمله اي: توابع اسپلاين تمزي

 مي كنند ودر بسياري ازموارد ناهاي از درجه بالا زياد نوسچند جمله ايبديهي است كه .مورد استفاده قرار مي گيرند ديگر

وريم كه تاحد ممكن هموار آپايين ،تابعي بدست مي ك اسپلاين ازدرجه تخاب ينابا .ورند آتقريبهاي ضعيفي به وجود مي 

  .كه درحالت كلي يك چند جمله اي باشد ،داراي بيشترين پيوستگي باشدآنباشد،به اين معنا كه بدون 

: شبكه :1-4- امينيمم نرم قضيه ... Na x x x b∆ = < < < =1 )و تابع2 )f xرابربازه[ , ]a b، درنظر بگيريد ( )f x 

ng(x)چونهمه ي توابعي براي گاه ،آن. باشدميموجودa,b درآن  اوليهمشتقn-1 و استتابعي دلخواه k ( , )a b∈كه 

( )f xدرون يابي مي كند ، اسپلاين∆را بر ،( ; )S f x∆ نوعاز"II،تگرالنا( ){ ( )}
b

n

a

g x dx∫ اثبات اين .را مينيمم مي كند2

]قضيه در مرجع   .مي باشد2[

.....با گره هاي nهر اسپلاين از درجه :2-4-1قضيه kx x x< < <1   :،داراي نمايشي به صورت زير مي باشد2

 ( ) ( - )
n n

i n
i i i

i i
s x a x c x x +

= =

= +∑ ∑
0 0

        

   آنكه در 
i

i

(x x ) (x x )             x x

(x x )                              x<x

n n
i i

n
i

+

+

− = − ≥

− = 0
        

) درهر بازه:اثبات , )i ix x ,و1+ . ,...,i k= 0 1 0xكه  2 = k+1xو∞− = )و∞ )s x درجه از  يك چند جمله اي  n 



 

 

٦ 

 

  فرض كنيد.باشد  مي

[ )( ) ( )              ,          , ,...,i i is x p x x x x i k+= ∈ =1 0 1        

ipكه هر ( )xيك چند جمله اي ازدرجه،nاست.  

)فرض كنيد  )
n

i
i

i
p x a x

=

= ∑0
0

)چون . ) ns x C −∈   :لذا خواهيم داشت  ،1

( ) ( )( ) ( )                         , , ,.., -r rp x p x r n= =0 1 1 1 0 1 2 1        

  نتيجه مي دهد كه رابطه  اين 

( ) ( ) ( )np x p x c x x= + −1 0 1 1        

  :وبطور مشابه ،داريم 

( ) ( )( ) ( )                         , , ,.., -r rp x p x r n= =1 2 2 1 0 1 2 1         

  : ابطه خواهيم داشت از اين ر

( ) ( ) ( )np x p x c x x= + −2 1 2 2        

  و بطوركلي رابطه

( ) ( )
- ( ) ( )                         , , ,.., -r r

i i i ip x p x r n= =1 0 1 2 1        

  نتيجه مي دهد كه

-( ) ( ) ( )                           , ,..,n
i i i ip x p x c x x i k= + − =1 1 2       

يك شبكه يكنواخت هميشه موجود برNاسپلاين هاي چند جمله اي متناوب ازدرجه فرد كمتراز  درونيابتابع : 3-4-1قضيه

  ،بر بازه هاي شبكه، فرد باشدNوجود دارد اگرNاست و اسپلاين هاي چند جمله اي غير متناوب ازدرجه زوج كمتريامساوي 

] اثبات اين قضيه در مرجع.موجود است   .مي باشد2[

   ):ناسري نويم(4-4-1قضيه

Wباشدبطوريكه  بعديNماتريسيWهرگاه    < I دراين صورت1 W−وارون پذير است وداريم : 

( )
K

k
I W W

∞
−

=

− =∑1

0
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Iنيم فرض مي ك:اثبات W−وارون پذير نباشددرنتيجه)x∃ ≠ )بطوريكه) 0 )I W x− = x و فرض  كنيد0 = 1  
  

              
( )I W x Ix Wx x Wx

x Wx W x W W

− = ⇒ − = ⇒ =

= = ≤ ≤ ⇒ >

0 0

1 1

 

Iبه تناقض مي رسيم پس  W−وارون پذير است .   

 مي دهيم كه دنباله هاي جزيينشانبراي اثبات قسمت دوم 
n

k
n

k
s W

=

= ∑
0

)به )I W −−   . همگراست1

  

 ( ) ( ) ( )( )
n

k n n
n

k
I W s I W W I W I W W W W I W +

=

− = − = − + + + + + = −∑ …2 3 1

0

              

)lim :اگر از طرفين حد بگيريم داريم ) lim( )n
nn n

I W s I W I+

→∞ →∞
− = − =1  

  :تيجه مي گيريم كهن

( ) kk

k k

I W W W
W

∞ ∞
−

= =

− ≤ ≤ ≤
−∑ ∑1

0 0

1

1
              

]: سيالات ويزكو الاستيكسازي رياضي معادلات مرتبه پنجم درمدل كاربرد 5 -1 , ]4 5  

پيوسته  ديفرانسيل بامعادلات 1ويزكوالاستيكسيالات  سازي رياضي مدلبررسي وشبيه سازي عددي  تحقيقات زيادي در"اخيرا

Oldroydازنوع Maxwell− دستگاههاي  ،اين مدلها ارتباط بالايي با2براي بررسي سيالات تراكم ناپذير.جام گرفته استنا 

با چنين  ويزكوالاستيك غير بديهي سيالاتتمام " تقريبا. دارد3،نيمي هيپربوليكبيضوينيمي  خطي از نوع  شبه جزئيديفرانسيل

 تفاضلات متناهي  بحث كردن به وسيلهروجنبش هستند كهكه داراي شيب زيادي درسرعت وفشا،گردندمدلهايي بررسي مي 
 پارامتر نطوريهم.يا به عبارت ديگر روشهاي تفاضلي متعارف رابا مشكل مواجه مي سازد.سازد را مشكل مي 5وعناصر متناهي4

                                                 
١ Viscoelastic flows 
٢Incompresshble flows 
٣ Hyperbolic-elliptic 
٤ Finite difference 
٥ Finite elements 



 

 

٨ 

 

  بندي تخاب فاصلهنابه كه  ، مي شود يا نقاط حدي1ختگي اختلال سا وجود داردباعث افزايش مدل معادلاتاين  در ، كهيناكشس

   .باشتگي خطا رابه همراه داردنا دارندوافزايش ووفرمول بندي مسئله بستگي 2زمونآوتوابع 

دنسبت توان  دادند كه حضور نقاط حدي ساختگي مينشان 3 مارشال وكروچت عناصر متناهي تركيبي ،فرمول بنديدر يك       

 اين نظريه رابا .دنبالا اجتناب كنزموني مرتبه آ در صورت استفاده از توابع ،ينا از مقادير بزرگتر پارامتر كشس،به يك حد قطعي

  . پيش مي بريم4فرمول بندي گالركين طيفيزموني كلي مرتبه خيلي بالا با آاستفاده از توابع 

  ):ي مرتبه پنجم مسئله مقدار مرزي دو نقطه اي غير خط (يك بعدي  مسئلهبراي اين منظور

) 1                (( )du d d u f
dx dx dx

ε+ =
4

4
1              

)كه ), ( ; )u u x f f xε= −Xبربازه= < <
1 1

2 2
  درشرايط مرزي uد ونا تعريف شده

  

) 2               (( ) ( )duu
dx

± = ± =
1 1

0
2 2

              

    )3                             ( ( )d u c
dx

− =
2

2

1

2
                  

شرايط مرزي )2(معادلات .، درنظر گرفته شده است هستند5ي و مرز جنبشنا به ترتيب پارامتر كشسcεوصدق مي كندو

]درمرجع. مي دهندنشاناغيرلايه ر دو مجموعه توابع .دنابحث شده )3(-)1 (مسئله براي حل گالركين طيفيروش هاي  4[

 ودر شرايط) 1( در م است كه مرتبه چهارديفرانسيل كه توابع فرد از عملگر 6 توابع بيميكي، د،آنزموني متعامد مقايسه شده آ

عمليات براي مسائل خطي مرتبه چهارم جزئيات اين . هستند7 چند جمله ايهاي چبيچفديگريوصدق مي كند) 2(مرزي وابسته

]درمرجع هاي  ]و6[  - توابع بيم ضرايب مبتني برتعيينغير خطي مختلط براي -معادلات جبري خطي.شوندمي  يافت 7[

 تواني مي ناس آيلي قابل حل هستند وبهتگرال هاي حاصله به صورت تحلنازيرا كه .ي فرمول بندي مي گردد ناسآ به گالركين
                                                 
١ Spurious bifurcation 
٢ Trial function 
٣ Marchal &Crochet 
٤ Spectral Galerkin formulation 
٥ Boundary stress 
٦ Beam function  
٧ Chebyshev polynomials 
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 سطح دازه كهنا ناهم.محاسبه كرد،بسيار كوچك باشد ε وقتي كه پارامتر،دستگاه حاصله رابراي مثالهاي عددي مورد مطالعه

 استفاده ازروشهاي غيرخطي جام يافتن ريشه هاي دستگاههاي جبري بانا افزايش مي يابد، مشكل افزايش مي يابد وسر1غيرخطي

درطرف ديگردر تقريب .داردغيرممكن مي شود وجود توابع بيم ابتدايي برحسبمسئلهدارد وقتي كه عملياتي كامل از حل نااست

 معادلات جبري تركيبي براي بسط ضرايب مشكلات بسيار بيشتري براي فرموله كردن دارند زيرا از روابط گالركين -چبيچف

دقيق  براي حل 2 يك ژاكوبين يدا كردن پ. استفاده مي شودچند جمله ايهاي چبيچفلا براي نمايش مشتقات برگشتي مرتبه با

در حالتي . است جالب چبيچف روشبا وجود اين روش محاسباتي بر اساس .غيرخطي كسل كننده است دستگاههاي 

−εكه < <3 310 ] درمرجع. تعيين ضرايب  بدون مشكل خواهد بود ريشه هاي معادلات جبري براي باشد يافتن  10  روش 4[

به طور دقيق در يك مجموعه )1(ه است ونشان داده است كه  كردنا امتح4 رابا يك مجموعه متفاوت يعني توابع ديراك3طيفي

 ضرايب در روش طيفي افزايش ي تعيين غيرخطي از معادلات جبري برادستگاه.  صدق مي كند 5هم محليتخاب شده از نقاط نا

]نتايج عددي دراين دو مرجع.يابدمي  ]و4[  )1 (مسئلهي براي  تقريب بهتر6هم محلي -چبيچفروش  مي دهد كه نشان 5[

 .مي باشد 7گالركين - چبيچف روش درمقايسه با تقريب

  

  

  

  

                                                 
١ Level of non-linearity 
٢ Jacobian 
٣ Spectral representation 
٤ Translated Dirac delta function 
٥ Collocation point 
٦ Chebyshev-collocation 
٧ Chebyshev-Galerkin 
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  :صل دومف

  :مقدمه2-1

  له مقدار مرزي مرتبه پنجم ئم چند جمله اي براي حل مساسپلاين درجه ششدر اين فصل به كاربرد 

)2-1                        (( ) ( ) ( )y g x y q xν = +         

  با شرايط مرزي

' " '( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )y a A y a A y a A y b B y b B= = = = =0 1 2 0 1         

, آنكه در        , , ,A A A B B0 01 2 a, و1 bمقادير حقيقي وثابت وتوابع( )g xو( )q x توابعي پيوسته بر بازه،[ , ]a b ،هستند

له ئسحل مو آن بررسي خطاي ،له ئم چند جمله اي وسپس مدل سازي مساسپلاين درجه ششدر ابتدا فرمول بندي . مي پردازيم

]Khanتوسط روشهاي ارائه شده خطا با ممماكزيخر آدر. شده استنابي ]Fyfeو11[  جملهاستفاده از توابع اسپلاين چندبا9[

lgCaودوم  اي درجه ar[   .مقايسه گرديده استدرجه شش اسپلاين -B توابع با10[

  .ويز كوالاستيك كاربرد دارند سيالات 1سازي رياضي مسائل در مدل  گونهاين   

]در       , ]4   ن جوابآوردبدست جهت  جزام بطور طيفي هم محليگالركين ومبتني بر روش هاي  دو الگوريتم عددي5

 )1-2(  م وكاربرد آن براي مسئلهاسپلاين درجه ششاين فصل ما به بررسي  در اما .ارائه گرديده است مسائل گونهعددي اين 

  .مي پردازيم 

  

    
                                                 
١ Modeling 
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   : اسپلاين2-2

 كاهش دهند يعني براي حل كنند روشي براي حل مسائل ارائه دهند كه دقت را افزايش داده وخطا را  تلاش مينانارياضي د      

يكي از مشكلات درون يابي .ورندآمسائلي كه جواب واقعي ندارند يك جواب تقريبي با بيشترين دقت وكمترين خطا رابه دست 

 ممكن است باعث دور شدن چند جمله اي درون ياب از تابع نااين نوس. هاستآن نابا استفاده از چند جمله اي با درجه بالا نوس

يكي از راههاي حل اين مشكلات عبارت است از تقسيم بازه درون يابي به چند زير بازه .  شده در بازه مورد نظر شوددرون يابي

 اين نوع تقريب را درون يابي تكه اي چند ،و سپس تشكيل چند جمله ايهاي تقريب با درجه پايين روي هريك اززير بازه ها

دازه گيري مي ناتقال از يك محيط فيزيكي به يك محيط ديگر ناهندسي با اغلب پديده هاي علمي و م.جمله اي   مي گويند

  . نمايش دادتواندازه گيري راتابع  تكه اي پيوسته بهتر مي ناداده هاي بدست امده از اين .  شوند 

   : تابع اسپلاين درجه شش چند جمله اي2-3

) يك تابع اسپلاين درجه شش :1-3-2تعريف  )s x∆ كه تابع ( )y xنقاط افرازشده دربازهرد را 

[ ],a b:{ ... }na x x x b+∆ = < < < =0 1    : درونيابي مي كند بصورت زير تعريف مي شود1

]برهر بازه ) 1( ],i ix x    يك چند جمله اي حداكثر درجه شش است 1+

] بر آناول تا پنجم مشتقات مرتبه ) 2( ],a b پيوسته است   

)3 (( ) ( )i iS x y x∆ = ،  , ,...,i N= 0 1   

)تابع  )S x∆ را بر [ ],i ix x x +∈    تعريف مي كنيم 1

) 2-2        (( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )                     , ,...,
i i i i i i i i

i i i i i

S x a x x b x x c x x d x x

e x x f x x g i N
∆ = − + − + − + −

+ − + − + = +

6 5 4 3

2 0 1 1
        

,كه  , , , , ,i i i i i i ia b c d e f g ضرايب حقيقي متناهي و k زاد استآپارامتر  .  

 :به همين منظورشرايط زير را تعريف مي كنيم را تعيين نماييم ومقادير ضرايب ما بايستي 
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( ) ( ) ( )

( )

' '

"

( )              ,                  ,        ,          

          , ( )           ,   ( )
i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

p x y p x y p x z p x z

p x M p x s p x sν ν

+ + + +

+ +

= = = =

= = =
1 1 1 1

1 1

          

 :در نتيجه براي محاسبه ضرايب خواهيم داشت 

 
( )
( )

i i i

i i i i i

p x g
p x y g y

=
= ⇒ =

        

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

i i i i i i ii i i i

i i i i i i ii i i i

p x a x x b x x c x x
d x x e x x f x x g y

+ + + +

+ + + +

= − + − + − +
− + − + − + =

6 5 4
1 1 1 1

3 2
1 1 1 1

        

)1         (i i i i i i iiy a h b h c h d h e h f h g+ = + + + + + +6 5 4 3 2
1        

'

'

' '

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

                       (

( )  ,   ( )

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i

i i i i i i i ii i i

i i i i i i i

p x a x x b x x c x x d x x e x x f

p x f f z

p x a h b h c h d h e h f p x z

a h b h c h d h e h f z

+ + +

+

= − + − + − + − + − +

= ⇒ =

= + + + + + =

+ + + + + =

5 4 3 2

5 4 3 2
1 1 1

5 4 3 2
1

6 5 4 3 2

2

6 5 4 3 2

6 5 4 3 2 )

          

                                   
"'

"' "'

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

i i i i i i i i i i

i
i i i i i i i

p x a x x b x x c x x d x x e
Mp x e p x M e

= − + − + − + − +

= = ⇒ =

4 3 230 20 12 6 2

2
2

        

( ) ( ) , ( )

( )( ) ( ) , ( )

i
i i i i i i i i

i i
i i i i i i i i i i

sp x a x x b p x s b

s sp x a x x b p x s a
h

ν ν

ν ν +
+ + + +

= − + = ⇒ =

−
= − + = ⇒ = 1

1 1 1 1

720 120
120

720 120
720

        

  .يد آ به دست مي icمقدار)2( قرار دادن معلومات در رابطه با

 
( )i i i ii i i

i
s h h s M h z h hz y yc

h
+ + +− − + − − − − +=

5 5 2
1 1 1

3

3 120 480 240 720 720
240

         

  .يد آ به دست مي id مقدار)1(با قرار دادن معلومات در رابطه 
( )i i i ii i i

i
s h h s M h z h hz y yd

h
+ + ++ − − − − +=

5 5 2
1 1 1

3

2 360 1080 360 1440 1440
360
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ixمشتقات دوم و سوم و چهارم در نقطه با استفاده از پيوستگي  x=ما روابط زير را به دست مي آوريم  :  

 
( ) ( )( ) ( )

, ,

n n
i i i iP x P x

i
− =
=

1

2 3 4
         

 : داريم پيوستگي مشتق دوم از

" "( ) ( ) ( ) ( )i i i i ii i i i iP x P x a x x b x x− − − − −= ⇒ − + −4 3
1 1 1 1 130 20          

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i i i i i ii i i i i

i i i i i i i i i i

c x x d x x e a x x b x x

c x x d x x e a h b h c h

− − − − −

− − −

+ − + − + = − + −

+ − + − + ⇒ + + +

2 4 3
1 1 1 1 1

2 4 3 2
1 1 1

12 6 2 30 20

12 6 2 30 20 12
                 

( )          i i i
ii i ii

s s h s hd h e e M M− −
− − −+

−+ − = + −
3 3

1 1
1 1 16 2 2 0

24 6
            

( )

( )

i i i i i i i

i i ii i i i

s h h s M h z h hz y y
h

s h h s M h z h hz y y
h

− − − −

− − − −

+ − − − − +
=

− + + + + − +
5 5 2

1 1 1 1
3

5 5 2
1 1 1 1

2

2 360 1080 360 1440 1440
0

60

3 120 480 240 120 720
20            

     :داريم"نهايتا

     )2-3       (     ( ) ) ( ) ( )(i i i i i iiis s z z y yh M M
h h− − −− −+ + − + + + =1 1 1

3

1 2
6 12

0
120

         

 : رابطه ذيل را خواهيم داشتسوم پيوستگي مشتق از

   
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

(

i i i i i ii i i i i i i

i i i i i i i i i ii

i i i
ii i i i

ii

P x P x a x x b x x c x x

d a x x b x x c x x d

s s h s ha h b h c h d d

s h h s M

− − − − − − −

−

− −
− − − −

−

= ⇒ − + − + −

+ = − + − + − + ⇒

−
+ + + − = ⇒ + +

− − +

3 3 3 2
1 1 1 1 1 1 1

3 2
1

2 2
3 2 1 1

1 1 1 1

5 5
1

120 60 24

6 30 60 24 6

120 60 24 6 6 0
6 2

3 120

- - - -

)

( - - - - ) -

i ii i i

i i ii i i i

h z h hz y y
h

s h h s M h z h hz y y
h

− − −+ + + −

+ + +

2
1 1 1

2

5 5 2
1 1 1 1

3

480 240 120 720
10

2 360 1080 360 1440 1440
60

       



 

 

١٤ 

 

( - - - - )

i i i i i i
i

i i i ii i i

i i i i i i i i

i i i

s h s h s h s h h s zM
h

s h h s M h z h hz y y
h

y s h M zz y h s z
h hh h h h

y hy s h
h h

− − − −
−

+ + +

− − − −

−

− + − − + + +

+ + =

−+ + + − − −

−− + +

2 2 2 3 3
1 1 1 1

1

5 5 2
1 1 1

3

2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

22
1

3 3

3 48
12

6 6 2 10 10

2 360 1080 360 1440 1440
0

60

12 6 1824 72 6
30 60

24 24
30

i i i i i is z yM z y
h h h h h

+ + +−− − − + =1 1 1
2 2 3 3

6 246 18 24
0

60

                                            

    :بنابراين داريم

)2-4(                     

( ) ( )

( ) ( )

i i i i i

i i i i i

s s s M M

z z y y y

h
h

h h

− + − +

− + − +

−

+ + −

+ + +

+ − =

1 1 1 1

1 2 1 1

2

2 3

4

5 2

6
3

60

6 24
0

        

  :چهارم رابطه ذيل را خواهيم داشت پيوستگي مشتق از 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )                                  

(

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i
i i i

ii

P x P x a x x b x x c

a x x b x x c a h b h

s sc c s h
h

s h h s

− − − − − −

− −

−
− −

−

= ⇒ − + − + =

− + − + ⇒ +

−
+ − = + +

− −

4 4 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1

1
1 1

5 5
1

360 120 24

360 120 24 360 120

24 24 0 360
720

3 )

( )

i ii i i

i i i ii i i

i i i i i i i i
i

M h z h hz y y
h

s h h s M h z h hz y y
h

s h s h M z ys h hs zs h
h h h h

− − −

− + +

− − − − −
−

+ + + + −

− − − + + + + − =

− + + − − + + + +

2
1 1 1

4

5 5 2
1 1 1

4

2
1 1 1 1 1

1 2 3 3 4

120 480 240 720 720
10

3 120 480 240 720 720
0

10

3 12 48 7224
2 2 10 10

         

  i i i i i i i ihs z yy s h M z y
h h h h h h

+ + +− + + − − − − + =1 1 1
4 2 3 3 4 4

24 7272 3 12 48 72
0

10 10 10
          

 :پس ازساده كردن نتيجه مي گيريم كه  
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(5-2)  
( ) ( ) )

)

(

(

i i i i i i i i

i i i

h s s s h M M h z z z

y y y

− + − − +

− +

+ −+ + − + −

+ − + =

5 2
1 1 1 1 1

1 1

7 2 12 10 240 2

120 12 6 0
        

iبهiتبديل با       iو +iو − −1 1   :معادلات زير راخواهيم داشت)5-2(و)4-2(و)3-2(معادلات در2

 )2-6(             ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i
h s s z z y y M M

h h− − − − − − − −+ + + + − + − + =
3

3 2 3 2 3 2 2 32

6 12
0

120
        

)2-7               (( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i
h s s z z y y M M

h h− − − − − − − −+ + + + − + − + =
3

2 1 2 1 2 1 1 22

6 12
0

120
          

)2-8                        (( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i
h s s z z y y M M

h h+ + + ++ + + + − + − + =
3

1 1 1 12

6 12
0

120
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