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چیده

S(R) همچنین باشد. ͳانی یRΈ−مدول M و یدار و ͳجابجای حلقه�ای R کنید فرض

باشد. M زیرمدول�های همه مجموعه S(M) و R ایده�آل�های همه مجموعه

ͳمعرف به رساله این در باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(R) −→ S(R) ∪ {∅} کنید فرض

م�ͳپردازیم. −ϕ-اول (n− ۱, n) ایده�آل�های

تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M) ∪ {∅} کنید فرض M R−مدول برای همچنین

زیرمدول�های و ایده�آل�ها مطالعه به و کرده ͳمعرف را ϕ-اول − (n − ۱, n) زیرمدول باشد.

همچنین م�ͳپردازیم. هستند اول زیرمدول�های و ایده�آل�ها از ͳتعمیم که ,ϕ−(n−۱-اول n)

باشد، -اول ϕ− (n− ۱, n) آنها از سره (زیرمدول) ایده�آل هر که را ͳ(مدول�ها)ی حلقه�ها

م�ͳکنیم. مشخص�سازی ϕها، ͳبعض برای

ایده�آل اول، −n)-تقریباً ۱, n) ایده�آل −ϕ-اول، (n− ۱, n) ایده�آل کلماتکلیدی:

زیرمدول ,ϕ−(n−۱-اول، n) زیرمدول منظم، حلقه ،ͳموضع حلقه ضعیف، ,n−۱)-اول n)

.ͳضرب مدول ضعیف، −n)-اول ۱, n) زیرمدول اول، −m-تقریباً (n− ۱, n)
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تاریخچه و مقدمه

م�ͳشوند. فرض ͳانی مدول�ها و ۱ ̸= ۰ با یدار و ͳجابجای حلقه�ها رساله این سرتاسر در

ایده�آل�های مجموعه و S(R) با Rرا حلقه ایده�آل�های مجموعه باشد. RیΈحلقه فرضکنید

م�ͳدهیم. نمایش Max(R) با را R بیشین

م�ͳکنیم یادآوری م�ͳکنند. ایفا ͳجابجای حلقه�های نظریه در ͳمهم نقش اول ایده�آل�های

a ∈ P آنΎاه ab ∈ P ,aکه b ∈ R هر برای هرگاه گوییم، اول را R حلقه از P سره ایده�آل که

حلقه اگر تنها و اگر است اول R حلقه در P ایده�آل که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت . b ∈ P یا

باشد. صحی دامنه R
P
ͳخارج�قسمت

صحی یΈعدد p اگر است. اول ایده�آل Έی صحی دامنه Έی در صفر ایده�آل مثال.

است. اول Z حلقه در (p) ایده�آل باشد اول

کرده�اند: تعریف صورت بدین را ضعیف اول ایده�آل [٧] در ٢ اسمیت و ١ اندرسون

آنΎاه ۰ ̸= ab ∈ P که a, b ∈ R هر برای هرگاه است ضعیف اول R حلقه از P سره ایده�آل

. b ∈ P یا a ∈ P

K کنید فرض است. ضعیف اول ایده�آل Έی اول ایده�آل هر که است ͳبدیه مثال.

و J = (x)(x, y) کنید فرض بΎیرید. نظر در را R = K[|x, y|] حلقه باشد. میدان Έی

م�ͳتوان ͳبه�راحت I ∩M۲ = ۰ چون .M = (x, y) + J و I = (x) + J گیریم .T =
R

J

١Anderson

٢Smith

١



است. T از ͳضعیف اول ایده�آل I که دید

آنΎاه نباشد، اول P و باشد R حلقه از ͳضعیف اول ایده�آل P اگر [١ قضیه ،٧] طبق

.P ۲ = ۰

باشد، R از ͳضعیف اول ایده�آل P و باشد تجزیه�پذیر ای حلقه R اگر [٧ قضیه ،٧] طبق

است. اول P یا P = ۰ آنΎاه

نامند. ͳموضع شبه حلقه دارد بیشین ایده�آل Έی تنها که را R یدار و ͳجابجای حلقه

نامید. خواهیم ͳموضع را حلقه�ها نوع این رساله این در

(x) بیشین ایده�آل با ͳموضع حلقه Έی K[|x|] حلقه باشد میدان Έی K اگر مثال.

است.

به�صورت م�ͳتوان را آن از سره ایده�آل هر که است صحی دامنه�ای ددکیند دامنه Έی

نوشت. حلقه آن اول ایده�آل�های از ͳمتناه ͳحاصل�ضرب به�شل بفردی منحصر

است. ددکیند دامنه Έی PID هر مثال.

بیشین ایده�آل تنها از ͳتوان به�صورت بتوان را آن از سره ایده�آل هر که ͳموضع حلقه�ای

م�ͳنامند. ١SPIR نوشت حلقه آن

Έی R آنΎاه باشد، پوچ�توان M و باشد ͳموضع ددکیند دامنه Έی (R,M) اگر مثال.

است. SPIR

باشد، ضعیف اول ͳایده�آل (x) که را R حلقه از x یه غیر عنصر ، [١۵] در ٢ Ϳگالوی

دارای حلقه�های در یتا تجزیه�های مطالعه در عنصر این مفهوم از نامید. ضعیف اول عنصر

باشد، ٣UFR ΈیR حلقه اگر که داد نشان Ϳگالوی است. شده استفاده صفر علیه مقسوم�

SPIRΈی R یا و M۲بوده = ۰ و ͳموضع حلقه�ای (R,M) یا است ۴UFDΈی R آنΎاه

١Special Principal Ideal Ring

٢Galavich

٣Unique Factorization Ring

۴Unique Factorization Domain

٢



است.

از ͳحاصل�ضرب به�شل م�ͳتوان را R حلقه از سره ایده�آل هر [١۶ قضیه ،٧] طبق

و ددکیند دامنه�های از ͳحاصل�ضرب R اگر تنها و اگر نوشت R ضعیف اول ایده�آل�های

باشد. M۲ = ۰ و ͳموضع حلقه�ای (R,M) یا و باشد SPIRها

که خاصیت این با I سره ایده�آل تعریف به ، [١١] نویسندگان UFDها مطالعه هنΎام

ͳایده�آل چنین و کرده پیدا نیاز b ∈ I یا a ∈ I آنΎاه ab ∈ I \ I۲ اگر ، a, b ∈ R هر برای

است. اول تقریباً ایده�آل Έی ضعیف اول ایده�آل هر بنابراین نامیدند. اول تقریباً ایده�آل را

باشد نیز خودتوان که I مثل سره ایده�آل هر .I = I۲ اگر نامند خودتوان را I ایده�آل

تنها و اگر است اول تقریباً R حلقه از I ایده�آل که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت است. اول تقریباً

باشد. ضعیف اول R
I۲

حلقه در I

I۲
ایده�آل اگر

M = که م�ͳدانیم باشد. R = K(x۳, x۴, x۵) و میدان Έی K کنید فرض مثال.

I۲ = M۲ چون .I = (x۳, x۴) گیریم است. R حلقه بیشین ایده�آل تنها (x۳, x۴, x۵)

است. R از اول تقریباً ایده�آل Έی I که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت

که است نوتری و ͳموضع حلقه�ای R ،[١١] طبق .R = R[|x۲, x۳|] کنید فرض مثال.

نیست. R از ͳاول تقریباً ایده�آل I = (x۲) و نیست UFD

زیر در که ͳلش به را اول تقریباً و ضعیف اول ایده�آل�های مفاهیم ، [۶] در نویسندگان

دادند: تعمیم ϕ-اول ایده�آل مفهوم به دید خواهیم

گوییم باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(R) −→ S(R) ∪ {∅} و ͳجابجای حلقه�ای R کنید فرض

یا x ∈ I آنΎاه xy ∈ I \ ϕ(I) که x, y ∈ R برای اگر است ϕ-اول ، R از I سره ایده�آل

کرد فرض م�ͳتوان کلیت دادن دست از بدون ، I \ ϕ(I) = I \ (I ∩ ϕ(I)) چون .y ∈ I

. ϕ(I) ⊆ I

تاب΄ Έی ϕ : S(R) −→ S(R)∪ {∅} و ͳموضع حلقه Έی (R,M) کنید فرض مثال.

آنΎاه ،I ∩M۲ ⊆ ϕ(I) و باشد R از سره�ای ایده�آل I اگر . imϕ ⊆ S(R) به�قسم�ͳکه باشد

٣



است. یه y یا xپس .xy ̸∈M۲ آنΎاه ،xy ∈ I \ ϕ(I) اگر زیرا م�ͳباشد. ϕ−اول ،I

J ∈ S(R) هر اگربرای باشند. تاب΄ دو ψ۱, ψ۲: S(R) −→ S(R) ∪ {∅} کنید فرض

. ψ۱ ≤ ψ۲ م�ͳنویسیم آنΎاه ، ψ۱(J) ⊆ ψ۲(J) باشیم داشته

ϕα-اول ایده�آل�های باشد. زیر تواب΄ از ͳی ϕα: S(R) −→ S(R) ∪ {∅} کنید فرض

داشت: خواهیم شده بیان زیر در که ͳصورت به را تواب΄ این از Έی هر به مربوط

اول ایده�آل ϕ(J) = ∅ ϕ∅

ضعیف اول ایده�آل ϕ(J) = ۰ ϕ۰

ایده�آل هر ϕ(J) = J ϕ۱

اول تقریباً ایده�آل ϕ(J) = J۲ ϕ۲

اول n−تقریباً ایده�آل ϕ(J) = Jn ϕn(n ≥ ۲)

ω−اول ایده�آل ϕ(J) =
∩∞

n=۱ J
n ϕω

.ϕ∅ ≤ ϕ۰ ≤ ϕω ≤ · · · ≤ ϕn+۱ ≤ ϕn ≤ · · · ≤ ϕ۲ ≤ ϕ۱ که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت

باشد. ϕM(J) =MJ ،J ∈ S(R) هر برای و ͳموضع ای حلقه (R,M) کنید فرض مثال.

.ϕ۲ ≤ ϕM ≤ ϕ۱ که است ͳبدیه

I سره ایده�آل است: کرده تعریف زیر به�صورت را ٢-جاذب ایده�آل ، [٩] در ١ بداوی

a۱a۲ ∈ I آنΎاه a۱a۲a۳ ∈ I که a۱, a۲, a۳ ∈ R برای اگر گوییم ٢-جاذب را R حلقه از

. a۲a۳ ∈ I یا a۱a۳ ∈ I یا

که باشد D = Zp۲ ⊕ F و R = Z۸ صحی اعداد حلقه Z کنید فرض (الف) مثال.

از ناصفر سره ایده�آل هر این�صورت در است. میدان Έی F و Z از اول عدد Έی p آن در

است. ٢-جاذب ،D و R حلقه�های از Έی هر

.R =
R[|x, y|]

(xy, x۲ − y۲, x۳, y۳)
دهید قرار باشد. ͳحقیق اعداد حلقه R کنید فرض (ب)

است. ٢-جاذب ،R از ناصفر سره ایده�آل هر این�صورت در

١Badawi

۴



ایده�آل نیز Rad(I) آنΎاه باشد، R حلقه از ͳ٢-جاذب ایده�آل I اگر [٢.١ قضیه ،٩] طبق

است. R از ͳ٢-جاذب

ایده�آل دو حداکثر آنΎاه باشد، R حلقه از ٢-جاذب ͳایده�آل I اگر [٢.٣ قضیه ،٩] طبق

است. موجود I برای کمین اول

معادلند. زیر شرایط باشد، R حلقه از ناصفری سره ایده�آل I اگر [٢.١٣ قضیه ،٩] طبق

است. ٢-جاذب ،I (الف)

یا I۱I۳ ⊆ I یا I۱I۲ ⊆ I آنΎاه ،I۱I۲I۳ ⊆ I که I۱, I۲, I۳ ∈ R ایده�آل�های برای (ب)

. I۲I۳ ⊆ I

آنΎاه نیست، میدان که باشد نوتری صحی دامنه Έی R اگر [٣.١۵ قضیه ،٩] طبق

معادلند. زیر گزاره�های

است. ددکیند دامنه Έی R (الف)

M ∈Max(R) یا I ∈Max(R) آنΎاه باشد، R از ٢-جاذب ایده�آل Έی I اگر (ب)

.I =M۱M۲ به�قسم�ͳکه M۱,M۲موجودند ∈Max(R) یا I =M۲که�ͳبه�قسم است موجود

ایده�آل یا است اول ایده�آل Έی I آنΎاه باشد، R از ٢-جاذب ایده�آل Έی I اگر (ج)

موجودند R از P۱, P۲ اول ایده�آل�های یا I = P ۲ به�قسم�ͳکه است موجود R از P اول

. I = P۱ ∩ P۲ به�قسم�ͳکه

یافته تعمیم زیر صورت به [۵] در بداوی و اندرسون توسط ٢-جاذب ایده�آل�های مفهوم

a۱...an+۱ ∈ I که a۱, ..., an+۱ ∈ R برای اگر نامیم n-جاذب را R از I سره ایده�آل است:

n)-جاذب − ۱) ایده�آل رساله این در باشد. I به متعلق ها ai از تا n حاصل�ضرب آنΎاه ،

ایده�آل و اول ایده�آل همان (۱,۲)-اول ایده�آل بنابراین م�ͳنامیم. −n)-اول ۱, n) ایده�آل را

بود. خواهد ٢-جاذب ایده�آل همان (۲,۳)-اول

. (n ≥ ۲) است، n−جاذب ایده�آل Έی ٢-جاذب ایده�آل هر که است ͳبدیه مثال.

در هستند. هم�بیشین دوبه�دو که باشند R حلقه از ͳاول ایده�آل�های P۱, ..., Pn کنید فرض

۵



است. R از n−جاذب ͳایده�آل I = P۱...Pn این�صورت

ایده�آل n حداکثر آنΎاه باشد، R حلقه از n−جاذب ͳایده�آل I اگر [٢.۵ قضیه ،۵] طبق

است. موجود I برای کمین اول

n مثبت صحی عدد ،R نوتری حلقه از I سره ایده�آل هر برای [۵.٣ قضیه ،۵] طبق

است. n−جاذب ،I به�قسم�ͳکه است موجود

a۱, a۲, ..., an ∈ R برای اگر م�ͳنامیم −ϕ-اول (n− ۱, n) را R حلقه از I سره ایده�آل

.a۱a۲...ai−۱ai+۱...an ∈ I ،i ∈ {۱,۲, ..., n}Έی برای آنΎاه ، a۱a۲...an ∈ I \ϕ(I) که

ϕ = ϕ۲ برای و نامیده ضعیف ,n−۱)-اول n) را ,ϕ۰−(n−۱-اول n) ایده�آل ϕ = ϕ۰ برای

م�ͳنامیم. اول −n)-تقریباً ۱, n) را ϕ۲-اول − (n− ۱, n) ایده�آل

قرار مطالعه رامورد ϕ۰-اول − (۲,۳) ایده�آل�های ، [١٠] در ١ ͳداران و بداوی اخیراً

برای اگر نامیده�اند ضعیف ٢-جاذب را R از I سره ایده�آل ، [١٠] نویسندگان داده�اند.

.a۲a۳ ∈ I یا a۱a۳ ∈ I یا a۱a۲ ∈ I آنΎاه ، a۱a۲a۳ ∈ I \ {۰} که a۱, a۲, a۳ ∈ R

بود. خواهد ضعیف ٢-جاذب ایده�آل همان ϕ۰-اول − (۲,۳) ایده�آل بنابراین

ͳایده�آل به�عنوان را K = M [x] و Z۸ حلقه از ͳایده�آل به�عنوان را M = {۰,۴} مثال.

است ͳبدیه .I = {۰} ⊕K و R = Z۸ ⊕K کنید فرض بΎیرید. نظر در Z۸[x] حلقه از

،abc = (۰, ۰) اگر وتنها اگر a, b, c ∈ R \ I برای abc ∈ I چون است. R از ͳایده�آل I که

. [٢.١ مثال ،١٠] نیست ٢-جاذب که است R از ضعیف ٢-جاذب ͳایده�آل I

R آنΎاه باشد، ضعیف ٢-جاذب ،R حلقه از سره ایده�آل هر اگر [٣.۶ لم ،١٠] طبق

دارد. بیشین ایده�آل سه حداکثر

تنها و اگر است ضعیف ٢-جاذب ،R حلقه از سره ایده�آل هر [٣.٧ قضیه ،١٠] طبق

باشد. برقرار زیر شرایط از ͳی اگر

باشد. M۳ = ۰ و ͳموضع حلقه�ای (R,M) (الف)

١Darani
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ایده�آل با ͳموضع حلقه Έی R۱ آن در و بوده حلقه�ای ͳریختی که R ∼= R۱ ×F (ب)

است. میدان Έی F و M۲ = ۰ به�قسم�ͳکه بوده M بیشین

هستند. میدان F۱, F۲, F۳ و بوده حلقه�ای ͳریختی که R ∼= F۱ × F۲ × F۳ (ج)

نشان ،١.١.١ قضیه در باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(R) −→ S(R) ∪ {∅} کنید فرض

P n ⊆ ϕ(P ) آنΎاه نباشد، ,n−۱)-اول n) ،P −ϕ-اول (n−۱, n) ایده�آل اگر داد خواهیم

قضیه در همچنین . P ⊆
√

۰ لذا و P n = ۰ آنΎاه ϕ = ϕ۰ اگر خاص حالت در .

از سره ایده�آل هر ،|Max(R)| ≥ n ≥ ۲ که R حلقه برای داد خواهیم نشان ،١١.١.١

باشد موجود F۱, F۲, ..., Fn میدان�های اگر تنها و اگر است ضعیف n)-اول − ۱, n) ،R

.R ∼= F۱ × F۲ × ...× Fn به�قسم��ͳکه

نشان ،۴.٢.١ قضیه در نامند. ͳاصل ایده�آل را شود تولید عضو Έی توسط که ͳایده�آل

است ϕn-اول − (n−۱, n) (ͳاصل) سره ایده�آل هر R تجزیه�ناپذیر حلقه در که داد خواهیم

هر ،ͳموضع حلقه در بنابراین باشد. Mn = ۰ و ͳموضع حلقه�ای (R,M) اگر تنها و اگر

. Mn = ۰ اگر �تنها �و اگر است ضعیف −n)-اول ۱, n) (ͳاصل)سره ایده�آل

R = R۱×R۲× ...×Rm و ͳجابجای ͳحلقه�های R۱, R۲, ..., Rm mو ≥ n فرضکنید

−n-تقریباً (n− ۱, n) ،R از سره ایده�آل هر که داد خواهیم نشان ،٧.٢.١ قضیه در باشد.

خواهیم نشان ،١٠.٢.١ قضیه در همچنین باشد. منظم حلقه�ای R اگر تنها و اگر است اول

صفر برابر م�ͳباشد، اول n)-تقریباً − ۱, n) آن از ͳاصل سره ایده�آل هر که R حلقه بعد داد

.(n ≥ ۲) است

از ͳحاصل�ضرب شل به م�ͳتوان را آن از سره ایده�آل هر که است حلقه�ای ١ZPI حلقه

نوشت. حلقه آن اول ایده�آل�های

است. ZPI حلقه Έی درنتیجه و ددکیند دامنه Έی PID هر مثال.

ͳمتناه ͳحاصل�ضرب شل به اگر تنها و اگر است ZPI حلقه Έی R حلقه [١٨] طبق

١Zerlegung Primideale
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نشان ، [٧ قضیه ،٧] در اسمیت و اندرسون باشد. SPIR حلقه�های و ددکیند دامنه�های از

تنها و اگر است ضعیف اول ایده�آل�های از ͳحاصل�ضرب R حلقه از سره ایده�آل هر که داده�اند

(R,M) ͳموضع حلقه M۲باشد. = ۰ و ͳموضع حلقه�ای (R,M) یا ZPI یΈحلقه R اگر

اگر: نامند ١SPAP حلقه Έی را

،(x۲) =M۲, x ∈M \M۲ هر برای .١

.M۳ = ۰ .٢

است. SPAP حلقه Έی ،R آنΎاه ،M۳ = ۰ و SPIR ، (R,M)حلقه اگر مثال.

ͳحاصل�ضرب سره ایده�آل نوتریRهر حلقه در که داده�اند نشان ، [٢٢ قضیه ،۶] نویسندگان

ددکیند، دامنه�های از ͳمتناه ͳحاصل�ضرب R اگر تنها و اگر است اول تقریباً ایده�آل�های از

باشد. SPAP حلقه�های و SPIR حلقه�های

با Mرا زیرمدول�های همه مجموعه باشد. MیRΈ-مدول و حلقه Έی R کنید فرض

است عبارت
√
I که م�ͳدانیم باشد. R حلقه از ͳایده�آل I فرضکنید م�ͳدهیم. نمایش S(M)

از ͳزیرمدول N کنید فرض همچنین هستند. I شامل که R اول ایده�آل�های همه اشتراک از

ͳایده�آل (N :M) که است ͳبدیه .(N :M) = {r ∈ R : rM ⊆ N} دهید قرار باشد. M

است. R حلقه از

دهه دو در که است اول زیرمدول�های مفهوم اول ایده�آل�های برای ͳطبیع تعمیم Έی

[١٢]و مراج΄ مثال عنوان به است( کرده جلب خود به را زیادی نویسندگان توجه اخیر

به�دست مدول�ها ساختار درباره زیادی اطلاعات کاوش�ها این در ببینید). را [١٩]-[٢۵]

، rx ∈ P که x ∈ M, r ∈ R برای هرگاه نامند اول را M از P سره زیرمدول است. آمده

. r ∈ (P :M) یا x ∈ P آنΎاه

بالعس. و است R R−مدول از اول زیرمدول Έی ،R حلقه از اول ایده�آل هر مثال.

باشد. اول صحی عدد Έی p کنید فرض مثال.

١Special Product of Almost Prime ideal

٨



درنظر Z−مدول به�عنوان را Zp∞ = { a
pn

+ Z|a ∈ Z, n ∈ N ∪ {۰}} ͳجمع گروه

م�ͳشود تولید ۱

pk
+Zتوسط N م�ͳدانیم باشد. Zp∞ از ͳاول زیرمدول N فرضکنید بΎیرید.

یا و ۱

pk+۱ +Z ∈ N یا لذا ،p( ۱

pk+۱
+ Z) ∈ N چون است. ͳمثبت صحی عدد k که

و pk+۱|۱ − tp به�قسم�ͳکه است موجود t ∈ Z آنΎاه ، ۱

pk+۱
+ Z ∈ N اگر .pZp∞ ⊆ N

است. تناقض که ،p|۱ درنتیجه

قبل قسمت مشابه و ۱

pk+۱
+ Z = p(

۱

pk+۲
+ Z) ∈ N آنΎاه ،pZp∞ ⊆ N اگر حال

است. اول زیرمدول فاقد Z−مدول به�عنوان Zp∞ درنتیجه است. تناقض که ،p|۱ ͳبایست

م�ͳتوان ͳبه�سادگ باشد. R کسرهای میدان K و صحی دامنه Έی R کنید فرض مثال.

زیرمدول تنها {۰} به�خصوص، Kاست. R−مدول از اول زیرمدول تنها ،{۰} زیرمدول که دید

است. Q Z−مدول از اول

سره�ای Wزیرفضای اگر باشد. F میدان روی برداری فضای Έی V کنید فرض مثال.

است. V از ͳاول زیرمدول W که دید م�ͳتوان ͳبه�آسان و (W : V ) = ۰ آنΎاه باشد، V از

اول ͳایده�آل (P : M) آنΎاه باشد، M از اول ͳزیرمدول P اگر که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت

نیست. درست مطلب این عس که م�ͳدهیم نشان زیر مثال در است. R از

بوده Z از ͳاول ایده�آل (Z : Q) = ۰ بΎیرید. نظر در Z−مدول به�عنوان را Q مثال.

نم�ͳباشد. Q از ͳاول زیرمدول Z ͳول

به است. شده داده تعمیم ضعیف اول زیرمدول به ضعیف اول ایده�آل مفهوم [٢٣] در

که x ∈M, r ∈ R برای هرگاه نامند ضعیف اول را M از P سره زیرمدول که: صورت این

.r ∈ (P :M) یا x ∈ P آنΎاه ، ۰ ̸= rx ∈ P

حلقه از ضعیف اول ایده�آل هر است. ضعیف اول زیرمدول Έی اول زیرمدول هر مثال.

است. R R−مدول از ضعیف اول زیرمدول Έی R

MیRΈ−مدول همچنین m۲و = ۰ و ͳموضع یΈحلقه (R,m) اگر [٨ لم ،٢٣] طبق

است. ضعیف اول M از سره زیرمدول هر آنΎاه باشد، ͳضرب

٩



صورت این به است. شده داده تعمیم ϕ-اول زیرمدول به ϕ-اول ایده�آل مفهوم [٢۵] در

P سره زیرمدول گوییم باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M) ∪ {∅} کنید فرض که:

یا x ∈ P آنΎاه ، rx ∈ P \ ϕ(P ) که x ∈ M و r ∈ R برای اگر است ϕ-اول ،M از

.r ∈ (P :M)

Έی R حلقه از ϕ−اول ایده�آل هر است. ϕ−اول زیرمدول Έی اول زیرمدول هر مثال.

است. R R−مدول از ϕ−اول زیرمدول

همچنین و Mبوده R−مدول از ای سره زیرمدول P فرضکنید [٢.١١ قضیه طبق[٢۵،

معادلند. زیر شرایط آنΎاه باشد، تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M) ∪ {∅}

است. M از ͳاول−ϕ زیرمدول P (الف)

آنΎاه ،IL ⊈ ϕ(P ) و IL ⊆ P اگر M از L زیرمدول و R از I ایده�آل برای (ب)

. L ⊆ P یا I ⊆ (P :M)

تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M) ∪ {∅} و M R-مدول از ͳزیرمدول P کنید فرض

کرد فرض م�ͳتوان کلیت دادن دست از بدون ، P \ ϕ(P ) = P \ (P ∩ ϕ(P )) چون باشد.

برای اگر ψ۱ ≤ ψ۲ گوییم ψ۱, ψ۲ : S(M) −→ S(M) ∪ {∅} تاب΄ دو برای .ϕ(P ) ⊆ P

.ψ۱(N) ⊆ ψ۲(N) باشیم داشته ، N ∈ S(M) هر

هر به مربوط ϕα-اول های زیرمدول و ϕα : S(M) −→ S(M)∪ {∅} تواب΄ کنید فرض

باشند: شده داده نمایش زیر در که ͳصورت به تاب΄

اول زیرمدول ϕ(N) = ∅ ϕ∅

ضعیف اول زیرمدول ϕ(N) = ۰ ϕ۰

زیرمدول هر ϕ(N) = N ϕ۱

اول تقریباً زیرمدول ϕ(N) = (N :M)N ϕ۲

اول n-تقریباً زیرمدول ϕ(N) = (N :M)n−۱N ϕn(n ≥ ۲)

ω-اول زیرمدول ϕ(N) =
∩∞

i=۱(N :M)iN ϕω

١٠



.ϕ∅ ≤ ϕ۰ ≤ ϕω ≤ · · · ≤ ϕn+۱ ≤ ϕn ≤ · · · ≤ ϕ۲ ≤ ϕ۱ که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت

ϕ-اول − (n − ۱, n) زیرمدول به را ϕ-اول − (n − ۱, n) ایده�آل مفهوم دوم فصل در

م�ͳدهیم: تعمیم شده بیان زیر در که ͳبه�صورت

زیرمدول باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M)∪{∅} و MیRΈ-مدول کنید فرض

که x ∈ M ،a۱, a۲, ..., an−۱ ∈ R برای اگر نامیم ϕ-اول − (n − ۱, n) را M از P سره

a۱...ai−۱ai+۱...an−۱x ∈ P یا a۱...an−۱ ∈ (P :M) آنΎاه ، a۱a۲...an−۱x ∈ P \ ϕ(P )

.(i ∈ {۱, ..., n− ۱} Έی (برای

،ϕ = ϕ۰ اگر و −n)-اول ۱, n) را ∅ϕ-اول − (n− ۱, n) زیرمدول آنΎاه ،ϕ = ϕ∅ اگر

آنΎاه ϕ = ϕm، اگر و ضعیف n)-اول − ۱, n) را ϕ۰-اول − (n − ۱, n) زیرمدول آنΎاه

.(n,m ≥ ۲) م�ͳنامیم اول −m-تقریباً (n− ۱, n) را -اول ϕm − (n− ۱, n)زیرمدول

نشان ،١.١.٢ قضیه در باشد. تاب΄ Έی ϕ : S(M) −→ S(M) ∪ کنید{∅} فرض

−n)−اول ۱, n) که Mباشد از −ϕ−اول (n− ۱, n) زیرمدول Έی P اگر که داد خواهیم

باشد وفادار P و ϕ = ϕ۰ اگر خاص حالت در . (P : M)n−۱P ⊆ ϕ(P ) آنΎاه نیست،

بود. خواهد (P :M) ⊆
√

۰ درنتیجه و (P :M)n−۱ = ۰ آنΎاه

فضاهای Miها ̸= ۰ اگر i ∈ {۱, ..., n} هر برای م�ͳدهیم نشان ،۶.٢.٢ قضیه در همچنین

هر آنΎاه باشد، M =M۱ × ...×Mn و R = F۱ × ...× Fn ، Fi میدان�های روی برداری

.dimMi = ۱ ،i هر برای اگر تنها و اگر است ضعیف اول −(n−۱, n)،M از سره زیرمدول

١١



پیش�نیازها

همه مجموعه هستند. ͳانی مدول�ها همه و یدار و ͳجابجای حلقه�ها همه م�ͳکنیم فرض

م�ͳدهیم. نمایش Spec(R) با را R حلقه اول ایده�آل�های

P ∈ Spec(R) ایده�آل گوییم باشد. R حلقه از سره�ای ایده�آل I کنید فرض تعریف١.

که P۱ ∈ Spec(R) هر برای اگر است I به مربوط کمین اول ایده�آل Έی I ⊆ P که

. P۱ = P آنΎاه ، I ⊆ P۱ ⊆ P

است. P به مربوط کمین اول ایده�آل Έی P اول ایده�ال هر .٢ مثال

.Σ = {P ∈ Spec(R)|I ⊆ P} و باشد R حلقه از یΈایده�آل I فرضکنید تعریف٣.

Σ = ∅ اگر م�ͳدهیم. نمایش Rad(I) با آن�را و نامیم I ایده�آل رادیال را ∩P∈ΣP ایده�آل

م�ͳکنیم. تعریف R را Rad(I) آنΎاه

. Rad({۰}) = {۰} آنΎاه باشد، صحی حوزه Έی R اگر .۴ مثال

.Rad(۶۴Z) = ۲Z و Rad(۷۲Z) = ۶Z داریم Z حلقه در .۵ مثال

bو ̸∈ Q که a, b ∈ R برای اگر است اولیه R حلقه از Q سره ایده�آل گوییم تعریف۶.

.b ∈ Rad(Q) آنΎاه ، ab ∈ Q

است. اولیه اول، ایده�آل هر .٧ مثال

(pn) آنΎاه باشد، صحی عدد Έی n ≥ ۲ و اول صحی عدد Έی p هرگاه .٨ مثال

نم�ͳباشد. اول که است Z حلقه از اولیه ایده�آل Έی

. a۲ = a اگر است خودتوان R حلقه از a عضو گوییم تعریف٩.

١٢



است. خودتوان Z۶ حلقه در ۳ عضو .١٠ مثال

.I + J = R اگر هستند هم�بیشین R حلقه از I, J ایده�آل دو گوییم تعریف١١.

هستند. هم�بیشین ،R حلقه از متمایز بیشین ایده�آل دو هر .١٢ مثال

۰ ̸∈ T و ۱ ∈ T هرگاه است ͳضرب بسته R حلقه از T زیرمجموعه گوییم تعریف١٣.

.ab ∈ T آنΎاه ،a, b ∈ T اگر و

Έی R \P این�صورت در . P ∈ Spec(R) و باشد یΈحلقه R کنید فرض مثال١۴.

است. R از ͳضرب بسته زیرمجموعه

” ∼ ” رابطه باشد. R از ͳضرب بسته زیرمجموعه Έی T و حلقه Έی R کنید فرض

م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به را R× T روی

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ T ;u(at− bs) = ۰.

هم�ارزی رابطه این از ͳناش هم�ارزی کلاس�های و بوده هم�ارزی رابطه Έی ” ∼ ” به�وضوح

RT یا T−۱R با را هم�ارزی کلاس�های این تمام مجموعه همچنین م�ͳدهیم. نمایش a
s
با را

صورت به ضرب و جم΄ اعمال� تعریف با حال گوییم. R کسرهای حلقه آن به و داده نمایش

م�ͳکنیم. تبدیل یدار و ͳجابجای حلقه Έی به را RT زیر،
a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
,
a

s
.
b

t
=
ab

st

حال م�ͳباشند. (b, t) و (a, s) نمایش از مستقل فوق تعاریف که داد نشان م�ͳتوان ͳبه�سادگ

و P ∈ Spec(R) کنید فرض م�ͳکنیم. بیان را کسرها حلقه از مهم بسیار حالت Έی

لذا .T = R \ P

RT = {a
s
|a ∈ R, s ∈ T}

m = {a
s
∈ RT |a ∈ P} بیشین ایده�آل تنها با ͳموضع حلقه Έی RT حلقه حالت این در

را RP م�ͳدهیم. نمایش PRP با را m و RP با را RT حالت این در معمولا˦ م�ͳباشد.

م�ͳنامیم. P در R موضع�ͳسازی
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