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چͺیده

متناهͬ ، G

Z(G)
بودن متناهͬ باشد، گروه ͷی G اگر که کند مͬ بیان شور از مشهور قضیه ͷی

خودش به را محققان از بسیاری توجه که بود ای مسئله شور، قضیه دهد.عͺس مͬ نتیجه را G′ بودن
کرد. جلب

است. برقرار توانا های گروه مورد در شور قضیه عͺس که دادند نشان سزگͬ و ͬͺپاداس تازگͬ به
آوردند. دست به بالا کران ͷی هایͬ گروه چنین مرکز مرتبه برای ها آن همچنین

مͬ صدق شور قضیه عͺس در اما نیستند توانا که کنیم مͬ بررسͬ را هایͬ گروه نامه پایان این در
آنهاست. برای بالا کران ͷی سزگͬ و ͬͺپاداس کران و کنند

شور قضیه . ویژه فوق -گروه p -ایزوکلینیسم. n توانا. گروه کلیدی: واژگان
۶٩ نامه: پایان صفحات تعداد



ৎقدمঙଘࢡඥرم
گامൕঙࣂਜพیامభ৳مامز৯دਛیا॥توਟیدون়وقوঙاਘی िঙیਈই

اوস࣓ࢤودناଌنඵේज़رୀامඖࣂඥرಪࣤود.
ৎقدمଘروح৮دروماభم

ॺࡗهز৯دজ࣓مࣹس ادعاীشانراॺభࡗه ൕঙࣂه آ৩ھاਪیফଽندభنارمஸ،اما
ਗی࣒م.

واඵෂر وঢଘلیز৯دজ࣓مرضا
وओودشانໆرشارازاঃیدଘآশندها॥ت.



೯دایا...١
راندم. مͯ پيش خطا سمت به و دهد مͯ فرمان بدي به مرا كه دارم شͺايت نفسم از

انͽيزد. مͯ بر را خشمت و است حريص تو از نافرمانͯ به كه دارم شͺايت نفسم از
است. كرده هلاكم خواري به تو مقابل در و كشانده نابودي هاي راه به مرا كه ام شاكͯ نفسم از
. كند مͯ پشت خوبͯ به و است تاب بͯ بدي مقابل در . بلند آرزوهاي با ... است بهانه پر
را ام سينه و اندازد مͯ فردا به را امروزم توبه فراموشͯ. و غفلت از پر است، سرگرمͯ و بازي دنبال

كند. مͯ پر تشويش از
خدايا!

كند. مͯ اجابت را هايش خواهش و چرخد مͯ قلبم در هايش هوس كه برم مͯ پناه تو به او از
به تو. از فرمانبرداري و من ميان كشد مͯ اي پرده و دهد مͯ جلوه زيبا ام چشم پيش را دنيا دوستͯ
تو به برم مͯ پناه . است آلوده را آن تيرگͯ رن و كرده سياهش وسوسه كه قلبم از برم مͯ پناه تو

رود. مͯ آيد مͯ اش خوش چه هر سمت به و نميريزد اشك تو بيم از كه ام چشم از
خودم. از برم مͯ پناه تو به

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

سجاد(ع) امام از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
نعمت شمردن عهده از گران شماره رسند، نمͬ ستایشش عرصه به گویندگان که را خداوندی سپاس
ژرف های هوش و ننمایند درک را او بلند های اندیشه نͺنند، ادا را حقش کوشندگان برنیایند، هایش

نیابند. دست حقیقتش به
را مهرورزی و سلام دنیا ͷی دمید، کالبدم در را تشͺر روح که متعال خداوند سپاس و حمد از بعد
راهم ی توشه ره اخلاص طبق در را خویش علم زکات که دارم مͬ تقدیم مهربانم استادان تمام به

ساختند.
محمد دکتر آقای جناب محترم راهنمای استاد زحمات از صمیمانه که دانم مͬ لازم خود بر اینجا در
مختلف مراحل پیͽیر صمیمͬ، و گرم برخورد و بشاش ای چهره با همواره که نصرآبادی مهدی
این مشاوره و مطالعه زحمت که اقدامͬ حسین دکتر آقای جناب همچنین و بودند من نامه پایان
همه و بردم، فراوان بهره نیز ایشان از که کاهنͬ اعظم دکتر خانم و فرمودند، تقبل را نامه پایان
باد. دعا پوش تن به مرصع زندگیشان جاده . نمایم قدردانͬ و تشͺر کردند، یاری مرا که کسانͬ

ෙय़یඬোرآبادی
ෙ७ور۱۳۹۲
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گفتار پیش

است. فصل چهار بر مشتمل نامه پایان این
بر مبتنͬ که پردازیم مͬ کاربردی قضایای و اساسͬ مفاهیم و تعاریف بیان به اول فصل در
آنها اغلب اثبات و داشت خواهیم مطالب به گذرا نͽاهͬ رو این از است. قبلͬ های آموخته دانش

است. شده استفاده [١٧] و [١۴] از فصل این مطالب بیان در داد. خواهیم ارجاع را
پردازیم. مͬ ویژه فوق گروه و توانا گروه جمله از خاص گروه نوع چند تعریف به دوم فصل در

شود. مͬ بررسͬ -توانا c های وگروه توانا های گروه درباره قضیه چند
را همریختͬ و ͷایزوکلینی بین ارتباط کرد. خواهیم مطرح را گروه دو بودن ͷایزوکلینی شرط

پردازیم. مͬ ها مثال بررسͬ به کرده، بیان
شور قضیه عͺس برقراری خاص شرایط با رابطه در محققان تحقیقات مطالعه به سوم فصل در
های کران که است آن بر سعͬ و شود مͬ مطرح ها آن توسط آمده دست به های کران پردازیم. مͬ

گیرد. قرار بحث مورد بهتری
نشان و شود مͬ بیان است، β خاصیت به مربوط که کار این اصلͬ نتیجه پایانͬ، فصل در
دنبال به پس کنند. مͬ صدق شور قضیه عͺس در فوق، خاصیت دارای های گروه داد خواهیم

کنند. صدق β خاصیت در که هستیم هایͬ گروه
باشد. مͬ [١٠] نامه پایان این اصلͬ مرجع



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

٢



٣ آنها خواص و ساده جابجاگرهای .١.١

.

دانش بر مبتنͬ که پردازیم مͬ کاربردی قضایای و اساسͬ مفاهیم و تعاریف بیان به فصل این در
گذرا نͽاهͬ رو این از است. گرفته قرار استفاده مورد بعدی های فصل در و است قبلͬ های آموخته

داد. خواهیم ارجاع را آنها اغلب اثبات و داشت خواهیم مطالب به

آنها خواص و ساده جابجاگرهای ١.١

جابجاگر صورت این در باشند. G گروه از دلخواهͬ عناصر y و x کنید فرض .١.١.١ تعریف

شود مͬ تعریف زیر شͺل به و دهند مͬ نشان [x, y] نماد با را y و xساده١

[x, y] = x−١y−١xy.

صورت به (n > ٢) n وزن از ساده جابجاگر ͷی G گروه از xn, ..., x٢, x١ هر برای کلͬ طور به

شود مͬ تعریف زیر قاعده با استقرایͬ

[x١, x٢, ..., xn] = [[x١, x٢, ..., xn−١], xn].

هستند سودمند بسیار جابجاگرها با محاسبات در که کند مͬ بیان جابجاگرها بین روابطͬ زیر لم

آید. مͬ دست به تعریف از سادگͬ به آنها اثبات و

داریم x, y, z ∈ G هر برای صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.١ لم

,x]؛ y]−١ = [y, x] (٢ xy؛ = x[x, y] (١

xy؛ = yx[x, y] (۴ ,x]؛ y]z = [xz, yz] (٣
١commutator



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

,١−x]؛ y] = [y, x]x
−١ (۶ ,x]؛ y−١] = [y, x]y

−١ (۵

هال اتحادهای (٧

,x]؛ yz] = [x, z][x, y]z(ب ,xy]؛ z] = [x, z]y[y, z] الف)

ویت اتحاد (٨

.[y, x, zy][z, y, xz][x, z, yx] = ١ یا [x, y−١, z]y[y, z−١, x]z[z, x−١, y]x = ١

شود. رجوع [١۴] از ۵.١.۵ به برهان.

جابجاگر زیرگروه صورت این در باشند. G های مجموعه زیر Y و X کنید فرض .٣.١.١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم مͬ نشان [X,Y ] نماد با Y,Xرا

[X, Y ] = ⟨[x, y | x ∈ X, y ∈ Y ⟩.

n وزن از جابجاگر زیرگروه آنͽاه باشند، G های زیرمجموعه Xn, .....X٢, X١ اگر کلͬ حالت در

است زیر فرم به

[X١, X٢, ..., Xn] = [[X١, X٢, ..., Xn−١], Xn].

نشان نیز G′ با و نامند مͬ ٢ مشتق زیرگروه یا جابجاگر زیرگروه را G از [G,G] زیرگروه بالاخص

دیͽر عبارت به دهند. مͬ

G′ = [G,G] = ⟨[x, y] | x, y ∈ G⟩.

است: برقرار G گروه مورد در زیر شرایط .۴.١.١ گزاره

است؛ G نرمال زیرگروه G′ الف)

است؛ آبلͬ گروهͬ G

G′ ب)

.G′ ≤ N آنͽاه باشد، آبلͬ G
N

و N ⊴G اگر ج)

شود. مراجعه [١٧] از ٣.٢.۶ به برهان.

صورت این در باشند. G های زیرگروه K,H کنید فرض .۵.١.١ لم
٢Derived subgroup



۵ آنها خواص و ساده جابجاگرهای .١.١

[H,K]؛ ⊴ ⟨H,K⟩ آنͽاه ، H,K ⊴ G اگر .١

[H,K]؛ = [K,H] .٢

.H ⊆ NG(K) ⇔ [H,K] ≤ K .٣

شود. رجوع [١٧] از ۶.٢.۶ به برهان.

و باشند G زیرگروههای Z, Y,X و دلخواه گروهͬ G کنید فرض ( زیرگروه سه (لم .۶.١.١ لم

[Z,X, Y ] و [Y, Z,X] ،[X, Y, Z] جابجاگر های زیرگروه از تا دو هرگاه صورت این در .N ⊴ G

بود. خواهد N در مشمول نیز سوم جابجاگر زیرگروه آنͽاه باشند، N در مشمول

.[X, Y, Z] ⊆ [Y, Z,X][Z,X, Y ] آنͽاه باشند، نرمال G در Z و Y ،X اگر ویژه به

شود. رجوع [١۴] از ١٠.١.۵ به برهان.

.K ≤ H و باشند آن نرمال های زیرگروه K و H باشد، دلخواه گروه ͷیG کنید فرض .٧.١.١ لم

صورت این در
H

K
≤ Z(

G

K
) ⇐⇒ [H,G] ≤ K

شود. رجوع [١٧] از ٢.١.١٢ به برهان.

مشابه طور به و [x,n y] نماد با را شود تͺرار مرتبه n ، y آن در که [x, y, y, ..., y] جابجاگر قرارداد:

دهیم. مͬ نمایش [H,n K] نماد با را شود مͬ تͺرار مرتبه n ، K آن در که را [H,K,K...,K]

دهیم. مͬ نمایش γn+١(G) نماد با را [G,n G] و γ٢(G)نماد با را [G,G] خاص، درحالت

آنͽاه باشد، صحیح عدد ͷی nو x, y ∈ G ، گروه ͷی Gاگر .٨.١.١ قضیه

,x]؛ yn] = [x, y]n[x, y, y]

n(n− ١)
٢ (modγ۴(G)) (i)

.[xn, y] = [x, y]n[x, y, x]

n(n− ١)
٢ (modγ۴(G)) (ii)



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

است. برقرار حͺم n = ١ اگر وضوح به دهیم. مͬ انجام n روی استقرا به را (i)اثبات برهان.

صورت این در باشد، برقرار حͺم n ≥ ٢ ازای به که کنیم فرض حال

[x, yn] = [x, y]n[x, y, y]

n(n− ١)
٢ (modγ۴(G))

کنیم مͬ ثابت

[x, yn+١] = [x, y]n+١[x, y, y]

(n+ ١)n
٢ (modγ۴(G)).

داریم

[x, yn+١] = [x, yyn]

= [x, yn][x, y]y
n

= [x, y]n[x, y, y]

n(n− ١)
٢ [x, y][x, y, yn]

= [x, y]n[x, y][x, y, y]

n(n− ١)
٢ [[x, y, y]

n(n− ١)
٢ , [x, y]][x, y, y]n[x, y, y, y]

n(n− ١)
٢

= [x, y]n+١[x, y, y]

n(n+ ١)
٢ (modγ۴(G))

شود. مͬ اثبات اول قسمت مشابه (ii) قسمت شد. اثبات حͺم و

اشتراک صورت این در باشد. G گروه از تهͬ غیر مجموعه زیر ͷی X کنید فرض .٩.١.١ تعریف

XG نماد با را آن و نامیم مͬ X نرمال بستار را باشند مͬ X شامل که G نرمال های گروه زیر تمام

دهیم. مͬ نمایش

بعلاوه و X ⊆ XG یعنͬ ، است X شامل نرمال گروه زیر کوچͺترین XG که است واضح

. XG ⊴ ⟨X,G⟩که داد نشان توان مͬ سادگͬ به . XG = ⟨xg : g ∈ G, x ∈ X⟩

آنͽاه ، H,K ⩽ Gو X ⊆ G اگر .١٠.١.١ قضیه

XK؛ = ⟨X, [X,K]⟩ (i)



٧ آنها خواص و ساده جابجاگرهای .١.١

K[X,K]؛ = [X,K] (ii)

[X,K]؛ = [X, Y ]K آنͽاه ،K = ⟨Y اگر⟨ (iii)

.[H,K[= [X,Y ]HK آنͽاه K = ⟨Y ⟩, H = ⟨X⟩ اگر (iv)

برهان.

است. برقرار رابطه ٢.١.١ لم به توجه با (i)

که آنجا از .[X,K]K ⊆ [X,K]که دهیم نشان کافیست .[X,K] ⊆ [X,K]K داریم همواره (ii)

به بنا طرفͬ از و k, k١ ∈ K,x ∈ X آن در که باشند مͬ [x, k١]k صورت به [X,K]Kمولد عناصر

هال اتحاد

[x, k١]
k = [x, k]−١[x, k١k] ∈ [X,K]

.[X,K]K ⊆ [X,K] بنابراین

بستار تعریف به توجه با طرفͬ از ،[X,Y ] ⊆ [X,K] لذا K = ⟨Y ⟩ چون طرف ͷی از (iii)

پس ،[X,K]K = [X,K] داریم (ii) قسمت به توجه با .[X, Y ] ⊆ [X,Y ]K ⊆ [X,K]K نرمال

.[X, Y ]K ⊆ [X,K]

پس K = ⟨Y ⟩ چون ،x ∈ X, k ∈ K که [x, k] مانند [X,K] از عضو هر برای دیͽر طرف از

.yi ∈ Y و ei = ±١ ، ١ ≤ i ≤ rهر برای که k = ye١١ ...yerr داریم

داریم r = ١ ازای به ؛ [x, k] ∈ [X,K] که دهیم مͬ rنشان روی استقراء به ͷاین

[x, y−١١ ] = [y١, x]
y−١
١ ∈ [X,K]K

برقرار i = r برای حͺم دهیم مͬ نشان باشد، برقرار i = r − ١ برای حͺم کنیم مͬ فرض حال

دهیم قرار اگر است.

k′ = ye١١ ...y
er−١
r−١

داریم

[x, k] = [x, k′yerr ] = [x, yerr ][x, k′]y
er
r ∈ [X,K]K



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

.[X,K] = [X, Y ]K پس [X,K] ⊆ [X, Y ]K بنابراین

داریم (i) قسمت از (iv)

[H,K] = [H, Y ]K = [Y,H]K = [Y,X]HK = [X, Y ]H

گروهها بنیادی مطالب ٢.١

k مثبت صحیح عدد کوچͺترین صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ نشان exp(G) نماد با و نامند G گروه ٣ نمای را ، ak = ١ باشیم داشته a ∈ G هر ازای به که

است. نامتناهͬ نمای از G گوییم آنͽاه نباشد، موجود عددی چنین اگر دهند.

عناصرگروه مرتبه مشترک مضرب کوچͺترین متناهͬ های گروه در که دید توان مͬ راحتͬ به

.x ∈ G هر برای xm = ١ آنͽاه ،exp(G) = m اگر یعنͬ است، گروه نمای

.exp(G)|n آنͽاه ،|G| = n اگر خاص حالت در

.exp(K۴) = ٢ و |K۴| = ۴ داریم کلاین عضوی ۴ گروه در .٢.٢.١ مثال

است. ٢ نمای از ولͬ نامتناهͬ G = Z٢ × Z٢ × ... گروه .٣.٢.١ مثال

π-عنصر ͷی x ∈ Gصورت دراین باشد. اول اعداد از ای مجموعه π کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

شود. عاد π در موجود اعداد وسیله به فقط |x| اگر شود مͬ نامیده

π در موجود اول اعداد وسیله به فقط |G| اگر شود مͬ نامیده π-گروه ͷی G مشابه طور به

شود. عاد
٣ exponent



٩ گروهها بنیادی مطالب .٢.١

نامند. p-گروه را G آنͽاه ،π = {p} اگر

نیستند. π در که اول اعداد همه مجموعه با است برابر π′

آن عنصر هر مرتبه زیرا است، متناهͬ -گروهͬ p ،Zpn جمعͬ nگروه ∈ Z هر برای .۵.٢.١ مثال

همچنین است. pn از ای علیه مقسوم

Zp∞ = ⟨(١
pi

+ Z ; i = ١,٢, ...)⟩

است. نامتناهͬ -گروهͬ p

نرمال زیرگروه N و یpͷ-گروه G اگر کلͬ طور به است. نابدیهͬ p-گروه هر مرکز .۶.٢.١ گزاره

است. نابدیهͬ N ∩ Z(G) آنͽاه باشد، G غیربدیهͬ و

شود. مراجعه [١٧] از ۴.٢.٩ به برهان.

m مانند ناصفری صحیح عدد g ∈ G هر ازای به گاه هر نامیم۴ تابدار G گروه .٧.٢.١ تعریف

. gm = ١ که طوری به باشد داشته وجود

است. تابدار گروه ͷی متناهͬ گروه هر .٨.٢.١ مثال

عنصر متناهͬ تعداد گاه هر نامند مولد۵ متناهͬ یا شده تولید متناهیاً را G گروه .٩.٢.١ تعریف

.G = ⟨g١, g٢, ..., gn⟩ که قسمͬ به باشد موجود g١, g٢, ..., gn ∈ G مانند

صورت این در باشد. آن از ناتهͬ ی زیرمجموعه A و گروه ͷی G کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

CG(A) = {z ∈ G : za = az , ∀ a ∈ A}

نامند. مͬ G Aدر ۶ ساز مرکز را

G از ای سره زیرگروه صورت این در باشد. بدیهͬ غیر گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

داشته ،H ≨ K که K مانند G از زیرگروه هر برای هرگاه نامند ٧ ماکسیمال زیرگروه را H مثل

.K = G باشیم
۴Torsion
۵Finitely generated
۶Centralizer
٧Maximal subgroup



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

G اگر نامیم. مͬ G فراتین٨ͬ زیرگروه را G ماکسیمال های زیرگروه همه اشتراک .١٢.٢.١ تعریف

شود. مͬ تعریف G گروه همان G فراتینͬ باشد نداشته ماکسیمالͬ گروه زیر هیچ

مثال عنوان به

ϕ(Q) = Q ϕ(S٣) = ⟨١⟩

را همریختͬ این صورت این در باشد. همریختͬ ͷی f : G −→ H کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف

باشد. پوشا f اگر گویند بروریختͬ را آن و باشد ͷی به ͷی f گاه هر نامند ٩ تͺریختͬ

گروه از ها یͺریختͬ تمام ی مجموعه نامند. یͺریخت١٠ͬ را آن باشد پوشا و ͷی به ͷی f اگر

دهند. مͬ نمایش Aut(G) نماد با را آن و نامند G گروه های خودریخت١١ͬ را، خودش به G

همه مجموعه نامند. مͬ G درونریخت١٢ͬ ͷی را f : G −→ G مانند همریختͬ هر همچنین

دهند. مͬ نشان End(G) با را G های درونریختͬ

زیرگروه را H صورت این در باشد. آن زیرگروه H و گروه ͷی G کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

نویسیم مͬ و θ(H) ⊆ Hباشیم داشته G از θ خودریختͬ هر ازای به هرگاه نامند G ١٣ ی مشخصه

.HcharG یا H
c
◁ G

است. آن ی مشخصه زیرگروه گروه، هر مرکز .١۵.٢.١ مثال

است. آن نرمال زیرگروه ͷی G ی مشخصه گروه زیر هر .١۶.٢.١ گزاره

ببریم. کار به داخلͬ های خودریختͬ برای را قبل تعریف است کافͬ برهان.

بود. نخواهد آن ی مشخصه زیرگروه لزوما باشد، G نرمال زیرگروه H اگر .١٧.٢.١ تبصره

دهیم مͬ قرار .G = {e, a, b, ab} یعنͬ بͽیرید، درنظر را کلاین چهارتایͬ گروه مثال عنوان به
٨Frattini subgroup
٩Monomorphism
١٠Isomorphism
١١Automorphism
١٢Endomorphism
١٣Characteristic subgroup



١١ گروهها بنیادی مطالب .٢.١

خودریختͬ اگر زیرا نیست، مشخصه ولͬ است G نرمال زیرگروه H وضوح .به H = {e, a}

بͽیریم: درنظر زیر صورت به را θ : G −→ G

θ(e) = e , θ(a) = b , θ(b) = a , θ(ab) = ab

نیست. G ی مشخصه زیرگروه H بنابراین . θ(H) = θ({e, a}) = {e, b} ⊈ H آنͽاه

G نرمال زیرگروه A آنͽاه ، N ⊴G و A
c
◁ N و باشد دلخواه گروه ͷی G اگر .١٨.٢.١ گزاره

است. G ی مشخصه زیرگروه Aنیز آنͽاه باشد، G ی مشخصه اگرNزیرگروه بعلاوه است.

شود. مراجعه [١٧] از ٨.٢.٨ به برهان.

باشد. تابع ͷی ϕ : X −→ F و ناتهͬ مجموعه ͷی X گروه، ͷی F کنید فرض .١٩.٢.١ تعریف

G مانند گروهͬ به X از α همریختͬ هر برای گاه هر است آزاد X روی F گوییم صورت این در

. θϕ = α که باشد داشته وجود G به F از θ چون فردی به منحصر همریختͬ

نامند. F رتبه را X مرتبه حالت این در است. ͷی به ͷی ϕ که داد نشان توان مͬ تعریف این در

گویند. آزاد١۴ گروه باشد، آزاد ای مجموعه روی که گروهͬ هر

زیرا است آزاد ،X = {x} روی C∞ = ⟨x⟩ نامتناهͬ دوری گروه .٢٠.٢.١ مثال

θ : C∞ −→ G کنیم مͬ تعریف آنͽاه ، α(x) = g که α : X −→ Gو ϕ(x) = i(x) دهیم اگرقرار

. θ(xn) = (α(x))n = gn طوریͺه

برقرار زیر شرایط هرگاه نامیم K,H گروه دو مستقیم ضرب حاصل را G گروه .٢١.٢.١ تعریف

باشد:

g؛ ∈ G, h ∈ Hهͺطوری نوشت g = hk شͺل به بتوان را G عضو هر یعنͬ G = HK (i

باشند؛ G در نرمال دو هر Kو H (ii

.H ∩K = ⟨١G⟩ (iii
١۴ Free group



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

مرتبه از دوری گروهͬ Gو (m,n) = ١ و باشند طبیعͬ عدد دو n و m کنید فرض .٢٢.٢.١ مثال

. K = ⟨an⟩و H = ⟨am⟩ گیریم مͬ نظر در . G = ⟨a⟩ که طوری به باشد mn

K و H گروه دو مستقیم ضرب حاصل G که داد نشان توان مͬ تعریف از استفاده با راحتͬ به

باشد. مͬ

باشد. همریختͬ ͷی ϕ : H −→ Aut(K)و باشند گروه دو Kو H کنید فرض .٢٣.٢.١ تعریف

تایͬ دو عمل H ×K دکارتͬ ضرب حاصل روی .( دهیم مͬ نمایش ϕh با را ϕ تحت h (تصویر

کنیم: مͬ تعریف را زیر

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١ϕh٢)k٢)

مستقیم نیم ضرب حاصل را آن که دهد مͬ گروه ͷی تشͺیل فوق عمل همراه H ×K مجموعه

نامند. ϕ عمل همراه K و H گروه دو

است: زیر شͺل به Kو H گروه زیر دو مستقیم نیم ضرب حاصل S٣ گروه .٢۴.٢.١ مثال

H = {(١), (١,٢)} ⩽ S٣

K = {(١), (١,٢,٣), (١,٣,٢)}◁ S٣

پذیر حل و توان پوچ گروههای ٣.١

عبارت G برای زیرنرمال١۵ یͷسری صورت این در باشد. گروه ͷیG فرضکنید تعریف١.٣.١.

G زیرگروههای از زیر زنجیر از است

١ = G◦ ⊴ G١ ⊴ G٢ ⊴ ... ⊴ Gn = G

١۵ Subnormal series



١٣ پذیر حل و توان پوچ گروههای .٣.١

فاکتورهای را Gi

Gi−١
قسمتͬ خارج گروههای .Gi−١ ⊴ Gi ، ١ ⩽ i ⩽ nهر برای که طوری به

نامند. نرمال زیر سری

شود. مͬ نامیده نرمال١۶ سری بالا، زیرنرمال سری آنͽاه ،Gi ⊴ G باشیم داشته i هر برای اگر

ͷی G گروه نرمال های زیرگروه از G◦ ⊆ G١ ⊆ G٢ ⊆ ... ⊆ Gi ⊆ ... سری .٢.٣.١ تعریف

. Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
) ،i ⩾ ١ هر برای هرگاه شود، مͬ مرکزی١٧نامیده سری

مرکز صورت این (G)Z١در = Z(G) دهیم مͬ قرار باشد. گروه ͷی G فرضکنید .٣.٣.١ تعریف

شود. مͬ تعریف Z٢(G)

Z(G)
صورت به G

Z(G)
قسمتͬ خارج گروه

که گیریم مͬ نتیجه است، گروه آن از نرمالͬ زیرگروه گروه، هر مرکز اینͺه به توجه با

شود. مͬ نامیده G مرکز دومین Z٢(G) .Z٢(G) ◁ G

صورت این در است. نرمال G در که باشد G مرکز i-امین ،Zi(G) فرضکنید استقرایͬ طور به

دهیم مͬ قرار
Zi+١(G)

Zi(G)
= Z(

G

Zi(G)
)

مͬ تعریف زیر صورت به G بالای١٨ͬ مرکزی سری حال .Zi+١(G) ◁ G شود مͬ دیده سادگͬ به

شود

١ = Z◦(G) ≤ Z١(G) ≤ Z٢(G) ≤ ... ≤ Zi(G) ≤ Zi+١(G) ≤ ...

دهیم مͬ قرار صورت این در باشد. گروه ͷیG کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

γ١(G) = G, γ٢(G) = [G,G] = G′, γi+١(G) = [γi(G), G] ∀i ≥ ١.

شود مͬ تعریف زیر صورت ١٩Gبه پایینͬ مرکزی سری G گروه هر برای

G = γ١(G) ≥ γ٢(G) ≥ .... ≥ γi(G) ≥ γi+١(G) ≥ ....

آنͽاه باشد، دلخواه گروه ͷی G اگر .۵.٣.١ لم

١۶Normal series
١٧ Central series
١٨Upper central series
١٩Lower central series



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

است. G ی مشخصه زیرگروه γi(G) ، i هر ازای به .١

. γi(G)

γi+١(G)
⊆ Z(

G

γi+١(G)
) ،i هر ازای به .٢

استفاده با (٢) قسمت و آید مͬ دست به i روی استقرا و تعریف از سادگͬ به (١) قسمت برهان.

است. اثبات قابل راحتͬ به ٧.١.١ لم از

z ∈ Zi(G) ،١ ⩽ i هر ازای به صورت این در باشد. دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .۶.٣.١ لم

.[z, g١, g٢, ..., gi] = ١ باشیم داشته g١, g٢, ..., gi ∈ G هر ازای به اگر تنها و اگر

است. اثبات قابل سادگͬ به i روی استقرا با برهان.

مͬ ارائه را پایینͬ و بالایͬ مرکزی سری خواصجملات بعضͬ که کنیم مͬ بیان را زیر لم حال

دهد.

صحیح عدد هر ازای به صورت این در .N ⊴G و باشند گروه دو G و H کنید فرض .٧.٣.١ لم

برقرارند: زیر ◦روابط ⩽ l, k ١و ⩽ i, j

,γi(G)]؛ γj(G)] ⩽ γi+j(G) .١

γi(γj(G))؛ ≤ γij(G) .٢

,γi(G)]؛ Zj(G)] ≤ Zj−i(G) i ⩽ j .٣

,γn(G)]؛ Zn(G)] = ١ .۴

)Zk؛
G

Zl(G)
) =

Zk+l(G)

Zl(G)
.۵

)γi؛
G

N
) =

γi(G)N

N
.۶

γi(G×H)؛ = γi(G)× γi(H) .٧

)Zk؛
G

N
) ≥ Zk(G)N

N
.٨


