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   مثال هاي عددي- شرايط مرزي- يكتايي جواب-وجود جواب -مسائل مقدار مرزي - اسپلاين درجه پنج-اسپلاين درجه چهار :   كليد واژه ها

  
 :چكيده   

اساسي اين پايان نامه آشنايي با برخي از توابع اسپلاين و كاربرد آن ها در حل عددي مـسائل مقـدار مـرزي                             بحث        

0ω به بررسي توابع اسپلاين معمـولي و پـارامتري كـه وابـسته بـه پـارامتر       1در فصل   . مرتبه چهارم است    مـي باشـند،         <

 مد نظر قرار مي دهيم از درجه ي سه، درجه ي چهار و درجه ي پنج هستند كه بـه بيـان                 اسپلاين هايي را كه   . مي پردازيم 

را  يك مسأله ي مقدارمرزي مرتبـه چهـارم          براي وجود جواب هاي مثبت      2در فصل   . ]6[تعاريف و روابط آن ها مي پردازيم      

براي ايـن   . مي پردازيم اي اول و دوم     با شرايط مرزي از مرتبه ه     ثابت مي كنيم و سپس به بررسي يكتايي جواب در مسائلي            

  :، مسأله ي مقدار مرزي زير را در نظر مي گيريممنظور

                                                                                              
( ) ( , , ) ,
( ) ( ) ( ) ( )

u f t u u t
u u u u

′′= < <
′′ ′′= = = =

4 0 1
0 1 0 1 0

  

  

ــسايگي ــه در همــــــــــ )كــــــــــ , )0 0، ( , , ) ( ( , ) )f t u p au bp u p= − +Οــسايگي  ، ∞ و در همــــــــــ

( , , ) ( ( , ) )f t u p cu dp u p= − +Οشــرايط را روي ثابــت هــاي.  مــي باشــد, ,c b aو d         ــا وجــود  مــي گيــريم ت

  اثبات نتيجه ي اصلي ما در اين فصل بر اساس تكنيك هاي تفكيك به دو شاخه بنا شده . تضمين كنيمجواب هاي مثبت را 

 هفت 



  

به تقريبي  را بيان مي كنيم تا جواب هاي        براي مسائل مقدار مرزي مرتبه چهارم        روش تفاضل متناهي     3در فصل    .]2[است

، مقايسه نمـاييم    به دست مي آوريم   سپلاين ها   از ا با استفاده   در فصل هاي بعد     دست آمده از اين روش را با جواب هايي كه           

 همگرايـي روش هـاي   به علاوه در اين فصل،      . و نشان دهيم كه توابع اسپلاين تا چه حد جواب هاي ما را بهبود  مي بخشند                

  و نتايج به دست آمده را با روش رانگ كوتاي          با اين روش ها حل كرده     مثال هاي عددي را     . كنيممي   را ثابت     حاصله عددي

جملـه اي    چند  اسپلاين هاي  كاربرد 4در فصل   . ]4[ا در جداول مربوطه درج نموده ايم       و نتايج ر   كلاسيك مقايسه كرده ايم   

 درجهروابط سازگاري تابع اسپلاين     .  جواب عددي مسائل مقدار مرزي مرتبه چهار بيان مي كنيم          براي تقريب را   چهار   درجه

 در يك الگوريتم براي محاسـبه ي تقريـب هـاي            كه چگونه اين روابط مي توانند     اين نشان مي دهد     . ارائه مي دهيم  چهار را   

. همگرايي روش ها را نيز بحث و بررسي نمـوده ايـم          . جواب يك مسأله ي مقدار مرزي مرتبه چهارم خطي به كار برده شوند            

  ي  روش هاي مرتبه 5 فصل  در.]1[دهندمي مفيد بودن كاربرد الگوريتم ما را نشان  ، شدهبيانهم چنين دو مثال عددي 

   خطـي  متنـاظر بـا يـك معادلـه ي ديفرانـسيل      دوم براي تقريب هاي پيوسته از جواب مسأله ي مقدار مـرزي دو نقطـه اي            

به وسيله ي تابع اسپلاين درجه پنج        شرايط مرزي از مرتبه هاي اول و دوم          هم چنين  . ايجاد شده اند   مرتبه ي چهارم معين   

 با برخي روش هاي تفاضل متناهي شناخته شـده از مرتبـه ي مـشابه            عددي به دست آمده   و نتايج   معمولي بسط داده شده     

 جواب تقريبي مسأله ي مقدار مرزي مرتبه چهارم را با استفاده از تابع اسـپلاين  6 در نهايت در فصل .]5،3[مقايسه شده اند  

  . ]7[ايمآورده درجه پنج پارامتري به دست 

  

  

  

  

   

  

  

 هشت
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  1فصل 
  

  ها و كاربرد هاي آن ها 1اسپلاين
  

  مقدمه. 1. 1
براي بـه دسـت آوردن جـواب معـادلات ديفرانـسيل             2 به ايجاد روش هاي تابع اسپلاين غير چندجمله اي         فصلدر اين         

در  3 اي توابـع خطـي تكـه      .زمان به كار بردن توابع اسپلاين حداقل به آغاز قرن گذشته بر مـي گـردد                .معمولي مي پردازيم  

اين به كار برده شدند، اگر چه        ليه از معادلات ديفرانسيل معمولي     مقدار او  مسائل براي حل    4ط با قضيه ي وجودي پيانو     ارتبا

 معمـولاً .  تعريف شدند  همكاران و   5 سارد ،شونبرگپلاين ها اولين بار در نوشته هاي        اس . اسپلاين ها ناميده نمي شدند     ،توابع

 تعريف شده است، به طوري كه يك تجزيـه          D تكه اي است كه روي يك ناحيه مانند        دجمله اي چن، يك تابع    يك اسپلاين 

 هـم چنـين تـابع    .اسـت، وجـود دارد   mدرجـه ي   ازمعمولاً چندجمله اي بر روي زير ناحيه ها در هر تابعي كه يك       Dاز

)همراه با مشتقاتش از مرتبه ي حداكثر       )m بـه عبـارت ديگـر تـابع         .]8[ پيوسـته اسـت    Dيبه عنوان يك قانون، رو     ،1−

كابردهاي اسـپلاين  . است كه در شرايط معين پيوستگي تابع و مشتقاتش صدق مي كند     جمله اي تكه اي     چند اسپلاين يك 

هم چنين توجـه     .]12[،  ]11[،  ]10[،  ]9[تابع ها بسيار موفقيت آميز بوده است       7و برازش منحني   6قريب، درون يابي  براي ت 

 كه از قديم از اين وسيله براي رسم         استاني   طراح پيسوله ي   نزديك به   تقريباً 8اسپلاين مكعبي به اين نكته جالب است كه       

وسـيله ي يـك       شده بـه   رسمنشان داده شده است كه يك منحني         گشونبر توسط .كردندهموار استفاده مي    منحني هاي   

     گونـاگون از   مـسائل بـه عـلاوه جـواب       . اسـت  اسـپلاين مكعبـي    يـك تـابع      ات،تقريباز  اسپلاين مكانيكي براي اولين مرتبه      

  
1.Spline 
2.Non-Polynomial spline function 
3.Piecewise linear functions  
4.Peano's existence proof  
5.Schoenberg, Sard 
6.Interpolating  
7. Curve fitting 
8.Cubic spline 
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در مطالعـات    از اين پس توابع اسپلاين هم در مطالعات كاربردي و هم           .تقريب هاي تابع اسپلاين هستند     "1بهترين تقريب "

   .ورد توجه بسيار قرار خواهند گرفت متئوري

 براي جواب معادلات ديفرانسيل     چندجمله اي  وغير   چندجمله اي بسياري از مؤلفان بر روي روش هاي تقريب اسپلاين                

 و  لوسـكالزو  ،]9[ همكـاران و  لبـرگ   آ،  ]15-13[  دي بـور   :عبارت انـد از    اين افراد    برخي از ند كه   ه ا تلاش هايي را انجام داد    

 ،]25[  شـامپاين  و راسـل    ،]24-22[ سـاكاي ،  ]21[  هوسكينس و الباسيني   ،]19،20[ فايف ،]18[  بيكلي ،]16،17[تالبوت

 ،]31،32[ شيو پاتري ـ ،]30[ آرچـر    ،]29[ شـوارتز  و دانيـل    ،]28[  گراوس  و روبين،  ]27[  خوسلا و  روبين ،]12،26[ ميكولا

 جـين و   آينجـر    ،]44-41[ همكـاران و    سـورلا  ،]40-38[  عزيـز  وجـين    ،]37-35[ همكارانو   عثماني   ،]33،34[ توارسون

. همكاران و ]51[  ميدو فايرودر ،]50[  رشيدي نيا،]49[  هوستيسو الينا -آيرودوت، ]48-46[ سوبرامنيانو  چاولا ،]45[

معادلات ديفرانسيل معمولي بـه      دريه   مقدار اول  مسائل براي اولين بار در جواب عددي از         2توابع اسپلاين با ماكزيمم همواري    

بررسي شدند و بسياري از روابـط جالـب بـا تكنيـك هـاي انتگـرال گيـري عـددي          ] 16،17[ تالبوت و لوسكالزووسيله ي 

درحالت هاي خاصـي     ،4سيمپسون -مايلگر   اصلاح   -و روش پيشگو   3براي مثال، قاعده ي ذوزنقه اي     . استاندارد، ثابت شدند  

 فـوق از توابـع اسـپلاين بـراي انتگـرال            درهاي نامبرده   ددليل اصلي براي كاربر    .اتفاق افتادند  ي اسپلاين از برخي تقريب ها   

تقريب هاي عددي، در يك حالـت     ه روش هاي ناپايدار مي شود، زيرا      عددي از معادلات ديفرانسيل معمولي است كه منجر ب        

 بـا مرتبـه ي   5دادند كه كاربردي از اسپلاين هاي هرميت نشان ]53 [ونبرگش  ولوسكالزو .]52[خاص، بسيار هموار هستند

 مـسائل بـراي حـل      مكعبـي به كار بردن اسپلاين هـاي       .  جلوگيري مي كند   مسائلهمواري پايين به طور كامل از ناپايداري        

شـرط  "ايـده ي اصـلي او بـه كـار بـردن            . بيـان شـد    ]18[ بيكلـي دو نقطه اي خطي، اولين بار به وسـيله ي            6مقدار مرزي 

مطرح  ]19[ فايف بعدها. نقطه اي خطي بود   دو  مقدار مرزي  مسائلگسسته سازي براي      به عنوان يك معادله ي       "يوستگيپ

 مـسائل  با ملاحظـه ي مجـدد حـالتي از           بيكليوسيله ي     نهايي براي روش هاي مطرح شده به       كرد كه كاربرد تصحيح هاي    

  .است) منظم(خطي  مقدار مرزي

  
1.Best approximation 
2.Maximum smoothness 
3.Trapezoidal rule 
4.Milne–Simpson predictor–corrector metho 
5.Hermite–Splines 
6.Boundary-value problem  
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) تنها تقريب هـاي همگـراي      بيكلي اسپلاين مكعبي ه روش   بنابراين واضح است ك          )hΟ د، در حـالي كـه       را مـي ده ـ    2

تقريـب هـاي    كـه   طبيعي است كه يك روش تناوبي       از اين رو     .]11[خودش يك فرآيند مرتبه چهارم است      اسپلاين مكعبي 

براي داشتن يك مقدار مـؤثر در چنـين    .د، جستجو كنيم مي ده نتيجه   مكعبيمرتبه چهارم را با به كار بردن اسپلاين هاي          

 تعريـف   "چندجملـه اي   غير سـپلاين هـاي    ا "اين توابع   .  معرفي مي كنيم   ω را شامل يك پارامتر    "توابع اسپلاين "ي ، مسائل

اه طوري انتخاب مي شوند كه در       ثابت هاي دلخو  . ديفرانسيل در هر زير بازه مي باشند      ي  شده به واسطه ي حل يك معادله        

C متعلق به كلاس   " اسپلاين ها  "اين  .  معين در محل هاي اتصال صدق كنند       1شرايط همواري   هستند و به اسپلاين هاي      2

ω وقتي پارامتر  چندجمله اي  توابع اسـپلاين   . پارامتر آن دارد  صورت دقيق اسپلاين بستگي به رفتار       .  تبديل مي شوند   0→

  .  را بررسي مي كنيم"5 و اسپلاين تطبيقي4، اسپلاين تحت كشش3 اسپلاين تحت تراكم" 2پارامتري

 روش هاي اسپلاين اصلاح شده براي حل       در سال هاي اخير، تلاش هاي قابل توجهي براي فرمول سازي و پياده سازي                   

 و  هوسـتيس ي مستطيل ها اختـصاص داده شـده اسـت، بـراي مثـال                رو 6زي بيضوي  مقدار مر  مسائلكلاس هاي معيني از     

 در ]49[ و هوسـتيس   الينـا -آيرودوتجالب است كه بدانيم اين نتيجه گيري به وسيله ي . ]54[  را مشاهده كنيدهمكاران

 .ذيرفتـه شـده اسـت      مقدار مرزي دو نقطه اي مرتبه چهارم خطي پ         مسائل براي   8پنج درجه اسپلاين   7روش هاي كالوكاشن  

مقـدار مـرزي مرتبـه چهـارم غيـر          ي   مـسأله  براي يـك     9 يكنواخت طول گام  احتياج به يك     پنج درجهروش ديگر اسپلاين    

در بـه كـار بـردن شـرط          ]18[ بيكلـي  اين روش بر اساس نظر    .  است ]48[ سوبرامنيان و    چاولا  دارد كه منسوب به    10خطي

بـه  ( اين روش بعد از سـاير روش هـاي ديگـر   در اين جا .  گذاري شده استپيوستگي براي ساختن يك تقريب اسپلاين پايه   

 .، استفاده شده است    اند دقيق به كار برده شده     12گره اي كه براي به دست آوردن مقادير     ) 11 متناهي روش تفاضل طور مثال،   

 براي حل معادلات    13ده بررسي گسترده اي را بر روي هر دو روش كالوكشن اسپلاين متعامد و اصلاح ش               ]51[فايرودر و ميد  

   . داده اند انجام جزئيديفرانسيل معمولي و 

  
1.Smoothness condition 
2.Parametric spline functions  
3.Spline under compression 
4.Spline under tension 
5.Adaptive spline 
6.Elliptic boundary value problems 
7.Collocation methods 
8.Quintic spline 
9.Uniform mesh 
10.Non-linear fourth order boundary value problem  
11.Finite difference method  
12.Nodal values 
13.Orthogonal and modified spline collocation methods 
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  تابع اسپلاين. 2. 1
] روي ixبـــا نقـــاط گـــره اي    Δطـــول گـــام يـــك        ],a b      در نظـــر مـــي گيـــريم بـــه طـــوري كـــه 

: ... N Na x x x x x b−Δ = < < < < < =0 1 2 jه در آن     ك 1 j jh x x −= − ) بـراي  1 )j N=1  فـرض كنيـد كـه       .1

}مقادير }N
j ju ] بازه ي    با u از تابع  0= ],a b       درجه ييك تابع اسپلاين از    . ده اند اده ش  به عنوان دامنه ي تعريف آن دm با 

)،jxگره هايي در نقاط )j N= 0   : با خواص زير استsΔ يك تابع1

]در هر زير بازه ي) الف( , ]j jx x +1، ( )j N= −0 1 1 ،( )s xΔ  از درجه يچندجمله اييك mاست  .  

))ب( )s xΔ اولين و( )m ] مشتقاتش روي  1− ],a b اگر تابع .  پيوسته هستندsΔ  تنهـا( )m k−  وسـته  مـشتق پي

) به صورت معمولاًو شده  تعريف چندجمله اياسپلاين  1ناكارايي، kداشته باشد، آن گاه , )s m kΔنوشته مي شود  ،

)بـه طـور مثـال     .  اسـت  1بـا ناكـارايي     تكه اي   درجه سه    چندجمله اي  يك اسپلاين مكعبي  . را ببينيد  ]27[ , )sΔ 3 1 .

 .را مي توان به صورت زير شرح داد اسپلاين مكعبيفرآيند 

)،ixگـره اي  به طوري كـه در نقـاط         را uتابع       )i iu x u=      روي درجـه سـه      چندجملـه اي  يـك    .  در نظـر بگيريـد       

]بازه ي  , ]j jx x−1   چهار ثابت به مقادير تابع      .  مشخص مي شودju ات  به وسيله ي مـشتق     ju وابسته هستند، به علاوه     1−

j,اسپلاين jm m j, يا   1− jM M  تقريب هاي مشتق اسـپلاين بـه ترتيـب در           jMو jmكميت هاي . معين مي شود   1−

)مشتقات تابع    )ju x′ و ( )ju x′′ مشابه فـرض هـاي گفتـه شـده را روي بـازه ي               به طور   .  هستند[ , ]j jx x  در نظـر    1+

)،jMو jm بـراي  اين فرآينـد در معـادلات     . مي شوند  تعيين   jxها در آن گاه پيوستگي مشتق     . بگيريد )j N= −1 1 1 

j به 2شرايط مرزي . نتيجه مي شود   j و 0= N=  دستگاه بـا معـادلات ديفرانـسيل حـاكم بـر     .  نياز دارند( )ju x   بـسته

  .مي شوند  جايگزينjMو jmت اسپلاينتقريبا  يخواهد شد كه در آن مشتق ها به وسيله

تعريـف توابـع   .  مـي آوريـم  درجه پـنج و  اسپلاين مكعبيبع  ابتدا برخي تعاريف و نتايج پايه اي را براي توا      فصلدر اين         

ωبه ازاي . اند تعميم داده شده     ω تكه اي با يك پارامتر     چندجمله اي  به توابع غير     درجه پنج و   اسپلاين مكعبي  ايـن   0→

با توجه به انتخاب پارامتر، تابع      .  مي شوند  تبديل معمولي   رجه پنج ديا  درجه سه   به اسپلاين هاي    ) چندجمله اي غير  (توابع  

     .  شـناخته مـي شـود      تطبيقـي  اسـپلاين مكعبـي   در كشش يا     اسپلاين مكعبي در تراكم،    اسپلاين مكعبي ه عنوان    ب اسپلاين

  
1.Deficiency  
2.Boundary conditions 
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اسپلاين  " ،   "Ι1ارامتري پ درجه پنج اسپلاين  " مي شوند كه     منتج درجه پنج به طور مشابه سه تا از اسپلاين ها از اسپلاين           

  . ناميده مي شوند"3 تطبيقيدرجه پنجاسپلاين " و "ΙΙ2 پارامتريدرجه پنج

  

  اسپلاين مكعبيتوابع . 3. 1
] ، از كلاس   sΔ اسپلاين مكعبي يك تابع    :تعريف       , ]C a b2  يك تابع ،( )u x    تعريف شـده روي [ ],a b   را درون يـابي 

  :مي كند به طوري كه 

]در هر بازه ي) الف( , ]j jx x−1،( )s xΔ استدرجه سه  از  حداكثرچندجمله اي يك.  

)اولين و دومين مشتقات از) ب( )s xΔ روي [ ],a bپيوسته هستند . 

]بنابراين مي توانيم در       , ]j jx x−1بنويسيم :  

)1-3-1(                      ( ) j j
j j j j

j j

x x x x
s x M M z M z M

h h
−

Δ − −

− −
′′ = + = +1

1 1                 

  :كه در آن داريم

               , ( ) / , , ( )j j j j j j jz z z x x h h x x s x M− − Δ′′= − = − = − =1 11    

jxو قرار دادن    ) 1-3-1(با دو بار انتگرال گيري از              x=   و jx x −= ، ثابت هاي انتگرال گيري به وسيله ي شرايط         1

( )j js x uΔ − −=1 ) و1 )j js x uΔ   :مدر نهايت به دست مي آوري.  تعيين مي شوند=

  

)1-3-2 (                                ( ) [ ( ) ( ) ] / !j j j j js x z u z u h q z M q z MΔ − −= + + +2
1 3 3 1 3  

)كه در آن  ) ( ) , ( )q q q z z z= ± = = −3
3 3 30 1 q و0   . استz يك تابع فرد از3

] در بازه يsΔتابع       , ]j jx x j با جايگذاري1+   :بنابراين داريم .به دست مي آيد) 2-3-1( در j به جاي1+

  

)1-3-3 (                          ( ) [ ( ) ( ) ] / !j j j j js x z u z u h q z M q z MΔ + + += + + +2
1 1 3 1 3 3  

)كه در آن  ) /j jz x x h += −   . مي باشد1

  
1.Parametric quintic spline-I  
2.Parametric quintic spline-II 
3.Adaptive quintic spline 
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  اسپلاين مكعبي روابط
jبنابراين .براي سادگي فرض مي كنيم كه زير بازه ها داراي طول برابر هستند                   jh h h+= )بـه ازاي   1= )j N=1 1 .

)پيوستگي اولين مشتق از )s xΔ درjx x=مستلزم اين است كه ( ) ( )
j j

s x s x− +Δ Δ′                  :بنابراين داريم. =′

   

)1-3-4(                                      
( ) ( ) ( ) , ( )

( ) ( ) ( ) , ( )

j j j j j

j j j j j

hs x u u M M j N
h

hs x u u M M j N
h

Δ − − −

Δ + + +

′ = − + + =

′ = − − + = −

1 1

1 1

1 2 1 16
1 2 0 1 16

 

  :دند به دست آينين زير مي تواني اسپلاهارابطه 

)1-3-5(                       
( ) ( ) , ( )

( ) ( )

 j j j j j j

j j j j j

i M M M u u u j N
h

ii m m m u u
h

+ − + −

+ − + −

+ + = − + = −

+ + = −

1 1 1 12

1 1 1 1

64 2 1 1 1
34

                                

)كه در آن )j jm s xΔ′=مي باشد .  

مي تواننـد بـه     هم چنين روابط زير      .ناميده مي شوند   اسپلاين مكعبي  از   1روابط پيوستگي يا سازگاري   ) 5-3-1(روابط        

  :سادگي به دست آيند

)1-3-6 (                                                                

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

   

  

 

j j
j j j

j j
j j j

j j j j

u uhi m M M
h

u uhii m M M
h

hiii m m M M

+
+

+
+ +

+ +

−
= − + +

−
= + +

− = +

1
1

1
1 1

1 1

26
26

2

  

  

N معادله درNبه يك دستگاه) 5-3-1(معادله ي                             معادله،جمع دو. ي شود منجر مjm يا jM مجهول به ترتيب2+

 ـ   است و    3 غالب قطري  jm يا   jM حاصل براي    2قطريسه  دستگاه   . مي دهد  نتيجه را   m يا Mشرايط مرزي  د مي توان

را با شرايط مرزي مناسـب از يـك         ) 5-3-1( معادله ي    ،juبنابراين مقادير . ]9[ ه ي يك الگوريتم كارآمد حل شود      به وسيل 

)مقـادير ) 3-3-1(يـا   ) 2-3-1 ( استفاده از  مي دهند و با    نتيجه jm يا jMدستگاه بسته براي   )s xΔ       در همـه ي مكـان

  .هاي مياني مي توانند پيدا شوند
  

1.Continuity or consistency relations 
2.Tridiagonal system 
3.Diagonally dominant 
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  پارامتري اسپلاين مكعبيتوابع . 1. 3. 1
)تابع :تعريف       , )s x τΔ   وابسته به پارامتر τ   از كـلاس [ , ]C a b2  كـه ( )u x      گـره اي   را در نقـاط{ }jx    درون يـابي    

] در بازه يمي كند، ],a bوقتي τ ) اسپلاين مكعبي به 0→ )s xΔ پـارامتري   اسـپلاين مكعبـي   تـابع  تبديل مي شود و

)مقادير دلخواه بسياري را مي تواند در       τري كه پارامت  از آن جاي  . ناميده مي شود   , )s x τΔ  چنـين اسـپلايني      داشته باشد ،

     به وسـيله ي معرفـي پـارامتر در سـه حالـت مختلـف نتيجـه                  اسپلاين مكعبي پارامتري از    اسپلاين مكعبي سه  . يكتا نيست 

  . ناميده مي شوند"تطبيقي اسپلاين مكعبي " و "دركشش اسپلاين مكعبي " ،"در تراكم مكعبياسپلاين "مي شوند كه 

  

  در تراكم اسپلاين مكعبي  .1 .1 .3. 1
)اگر       , )s x τΔ زير باشد،ديفرانسيل پارامتري صادق در معادله ي  اسپلاين مكعبي يك  

)1-3-1-1-1(  

( )
( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]

( )
[ ( , ) ( , )]

j
j j

j

j
j j

j

x x
s x s x s x s x

h

x x
s x s x

h

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

Δ Δ Δ − Δ −

−
Δ

−
′′ ′′+ = +

−
′′+ +

1 1

1

   

  

,كه در آن  ( , ) , [ , ]j j j j j j jh x x s x u x x xτ− Δ −= − = ∈1 τ و1 در  اسـپلاين مكعبـي   " ،، آن گاه اين اسـپلاين 0<

  .). را ببينيد]55،56،57،58،94[(  ناميده مي شود"تراكم

jx و jxو به كار بردن شرايط درون يابي در       ) 1-1-1-3-1(ديفرانسيل  ي  با حل معادله           گيـري    ثابت هاي انتگرال   1−

jhω نوشتنبا. محاسبه مي شوند τ=داريم :  

  

)1-3-1-1-2 (                     ( , ) [ ( ) ( ) ] /j j j j js x z u z u h q z M q z Mτ ωΔ − −= + + +2 2
1 1 1 1  

  

)sinكــه در آن ) ( ) , ( ) , , ( ) /
sin j j

zq q q z z z z z x x hω
ω −= ± = = − = − = −1 1 1 10 1 0 ) و1 )q z1 ــابع ــرد  يــك ت ف

  . استzاز
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]به طور مشابه در بازه ي , ]j jx x j  با جايگزيني1+    :به دست مي آوريم) 2-1-1-3-1(در  j به جاي1+

  

)1-3-1-1-3(                        ( ) [ ( ) ( ) ] /j j j j js x z u z u h q z M q z M ωΔ + + += + + +2 2
1 1 1 1 1  

  

  روابط اسپلاين
j يعني يكنواخت طول گام براي         jh h h += = ))5-3-1(، روابط اسپلاين متناظر با       1 )i و ( )ii     مي توانند به صورت

  :زير به دست آيند

)1-3-1-1-4(                
( ) ( )

( )( ) ( )

 j j j j j j

j j j j j

i M M M u u u
h

ii m m m u u
h

α β α

α βα β α

+ − + −

+ − + −

+ + = − +

+
+ + = −

1 1 1 12

1 1 1 1

12 2

2
  

  :كه در آن داريم

)1-3-1-1-5(                      
( , ) , ( , ) , ( cos ) ,

( cot )

j j j jm s x M s x ecτ τ α ω ω
ω

β ω ω
ω

Δ Δ′ ′′= = = −

= −

2

2

1 1

1 1
      

       

ــراي    ــازگاري ب ــه ي س ))4-1-1-3-1(رابط )i ــه ي ــه معادل α ب β+ =2 2 ــود 1 ــي ش ــر م ــه     منج ــد ب ــي توان ــه م ك

/صورت tan( / )ω ω=2  .ي غيـر صـفر دارد     شه ي صفر و تعداد نا محـدودي ريـشه           ادله يك ري  ــاين مع  .ن شود  بيا  نيز 2

/كوچك ترين ريشه ي مثبت     ...ω = 8 , به ازاي  986818916 tan( )ω ωα β= = ≠02 در اين حالت روابط    .  مي باشد  2

  :  صورت زير تبديل مي شوندبه) 4-1-1-3-1(اسپلاين 

  

)1-3-1-1-6(                                                    
( ) ( )

( ) ( ) ( )

 j j j j

j j j j j

hi M M M u

hii m m m u u

δ+ −

+ − + −

+ + =

+ + = −

2
2

1 1

1 1 1 1

24
22

  

ωبه ازاي  →0،( , ) ( , )α β →
1 1
6 ) و 3 ) / ( ) /q z q zω →2

1 0   بـه  تبـديل ) 4-1-1-3-1( به طـوري كـه معادلـه ي          6

  .مي شود) 5-3-1(متناظر در  اسپلاين مكعبي  يرابطه
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)رايب       , ) ( , )α β →
1 5

12  مرتبـه چهـارم و روش       1به روش شناخته شده ي نيومرو     تبديل  ) 4-1-1-3-1( معادله ي    12

  .مي شود ]36[ عثماني از 2چهاراسپلاين درجه 

  

  در كشش اسپلاين مكعبي .2 .1 .3. 1
)اگر       , )s x τΔ ه ي ديفرانسيل زير در زيربازه يپارامتري صادق در معادل اسپلاين مكعبي يك[ , ]j jx x−1 ،باشد  

  

)1-3-1-2-1(             

( )
( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]

( )
[ ( , ) ( , )]

j
j j

j

j
j j

j

x x
s x s x s x s x

h

x x
s x s x

h

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

Δ Δ Δ − Δ −

−
Δ

−
′′ ′′− = −

−
′′+ −

1 1

1
  

  

τكه در آن   ) يك فاكتور كشش ،    0< ) , ( ) , ( )j j j j j js x M s x m s x uΔ Δ Δ′′ ′= = ) ، آن گاه     = , )s x τΔ "  اسـپلاين

  ..) را ببينيد]28،55[( ناميده مي شود"در كشش مكعبي

jx وjxو به كار بردن شرايط درون يابي در) 1-2-1-3-1(با حل          : به دست مي آوريم1−

  

)1-3-1-2-2(                      ( , ) [ ( ) ( ) ] /j j j j js x z u z u h q z M q z Mτ ωΔ − −= + + +2 2
1 2 2 1  

  

  :كه در آن داريم 

                           
sinh( ) / , , , ( ) ,
sinh

( ) ( ) ,

j j j

j j j

zz x x h z z h q z z

q q h x x

ωω τ
ω−

−

= − = − = = −

= ± = = −

1 2

2 2 1

1

0 1 0
    

   

]به طور مشابه در بازه ي , ]j jx x   : به دست مي آوريم1+

  

  
1.Numerov's method 
2.Quartic spline 


