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مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به نامه پایان این امتیازات همه

و ( نامه پایان راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید ها، سخنرانͬ یا ها کنفرانس مجلات، در

این غیر در شود. ثبت دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد صورت
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پایه علوم دانشͺده
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چͺیده
آمنه نام: گراوند خانوادگͬ: نام

ͬͺاستروس نوع و سيمپسون نوع اكید های نامساوی پایان�نامه: عنوان

پور ثامری علͬ راهنما:دكتر استاد

شͺوری محمود دکتر مشاور: استاد

آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

٧۵ صفحه: تعداد ١٣٩٢ ماه دی التحصیلͬ: فارغ تاریخ

،نامساوی سيمپسون ،نامساوی خطا صرِيح های كران مربعͬ، فرمول ها: واژه کلید

عددی استروسͺͬ،انتگرال
سیمپسون مشهور های نامساوی مورد در کوتاه ای مقدمه بیان از پس نامه پایان این در چͺیده:

متعلق پذیر مشتق ، مطلق پیوسته توابع برای سیمپسون اکید های نامساوی ابتدا ،ͬͺاستروس و

فصل در که داریم نیاز مقدماتͬ قضایای و تعاریف به منظور این شود،به مͬ مطرح L٢(a, b) به

برای آن کاربردهای و ͬͺاستروس نوع اکید نامساوی ادامه در سپس پردازیم، مͬ ها آن به اول

مورد در جدید های تعمیم نهایت کنیم،در مͬ بیان را خاص های میانگین و سیمپسون قاعده

کنیم. مͬ بررسͬ را ͬͺاستروس خاصنوع های نامساوی



گفتار پیش

را خطا صریح های کران که دادند قرار بررسͬ مورد را هایی نامساوی مولفان از شماری اخیر های سال در

برای خطا کران ͷی که سیمپسون نامساوی مثال عنوان به آورند مͬ دست به مربعͬ های فرمول بعضͬ ای بر

سیمپسون نوع نامساوی [١ − ۶] در گیرد. مͬ قرار بررسͬ مورد آورد مͬ بدست سیمپسون معروف قاعده

داریم: را زیر نامساوی [١] در شود، مͬ مشاهده

∣∣∣∣∫ b

a

f(t)dt− b− a

۶

[
f(a) + ۴f

(
a+ b

٢

)
+ f(b)

]∣∣∣∣ ≤ Γ− γ

١٢
(b− a)٢

t ∈ [a, b] و γ ≤ f ′(t) ≤ Γ که طوری به ، باشند مͬ حقیقͬ اعدادی γ و Γ که

عبارت نامساوی این نوع معروفترین که شود مͬ مشاهده [١٠−٧] در ١ ͬͺاستروس گروس نوع اول نامساوی

از: است

∣∣∣∣(b− a)f(x)−
(
x− a+ b

٢
[f(b)− f(a)]−

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ Γ− γ

٨
(b− a)٢

L٢(a, b) به متعلق پذیر مشتق ، مطلق پیوسته توابع برای سیمپسون نوع اکید نامساوی ابتدا ، رساله این در

شود. مͬ مطرح

کنیم. مͬ بررسͬ را ͬͺاستروس نوع اکید نامساوی دوم مرحله در

بعضͬ برای را خطا صریح های کران که است مذکور نامساوی نوع دو بررسͬ ، نامه پایان این در اصلͬ هدف

آورند. مͬ دست به مربعͬ های فرمول

Gruss-Ostrowski١



٨ گفتار پیش

تعاریف به اول فصل کنیم، مͬ بیان خلاصه طور به را فصل هر مطالب و است فصل چهار شامل نامه پایان این

بررسͬ مورد سیمپسون نامساوی دوم فصل در ، است یافته اختصاص نامه پایان سراسر در نیاز مورد مقدماتͬ

میانگین و سیمپسون قاعده برای آن کاربردهای و ͬͺاستروس نوع نامساوی ͷی سوم فصل در ، گیرد مͬ قرار

جدید های ،تعمیم باشد مͬ نامه پایان آخر فصل که چهارم فصل در سرانجام و شود، مͬ بیان خاص های

شود. مͬ بیان ͬͺاستروس نوع خاص های نامساوی

است. شده درج رساله این در شده استفاده ی نامه کتاب و فارسͬ به انگلیسͬ ی نامه واژه ، آخر در



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مͬ ، نیازند مورد آینده های فصل در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف از برخͬ بیان به فصل این در : مقدمه

با ،توابع صفر اندازه ریمان، انتگرال پذیر، مشتق توابع به آن در که است بخش هفت شامل فصل این پردازیم.

پردازیم. مͬ مربوط قضایای ،...و Lp و دار نرم فضای ، شیتس لیپ توابع ، مطلق پیوسته توابع ، کراندار تغییر

اند. شده انتخاب [١٣-١٢] از فصل این مطالب اکثر

پذیر مشتق توابع ١.١

کنیم: مͬ تعریف x ∈ [a, b] هر ازای به ، باشد شده تعریف [a, b] بازه بر f تابع کنیم فرض .١.١.١ تعریف

f ′(x) = lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x
(a < t < b, t ̸= x),

باشد. داشته وجود حد این که آن بر مشروط

باشد. داشته وجود بالا حد ها آن در که است هایی x مجموعه اش دامنه که نامیم مͬ f مشتق را f ′

های تعریفمشتق به امر این که ، گرفت نظر در را سمتچپ راستو سمت حدود توان مͬ تعریفمذکور در

شد. نخواهیم وارد یͷطرفه های جزییاتمشتق در ، حال هر به ولͬ شود مͬ منجر سمتچپ راستو سمت



١٠ پذیر مشتق توابع ١.١

x در f ، باشد پذیر مشتق x ∈ [a, b] نقطه در f هرگاه ، باشد شده تعریف [a, b] بر f فرض .١.١.١ قضیه

است. پیوسته

در ولͬ است، پیوسته x = ٠ نقطه در f(x) = |x| بع تا مثال عنوان به نیست، درست قضیه این عکس و

نیست. پذیر مشتق نقطه این

این در ، باشند پذیر مشتق x ∈ [a, b] ی نقطه در و شده تعریف [a, b] بر fوg کنیم فرض .٢.١.١ قضیه

و پذیرند، مشتق x در f
g
،و fg ،f + g ، صورت

(a)

; (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

(b)

; (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

(c)

.(
f

g
)′(x) =

f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g٢(x)

.g(x) ̸= ٠ کنیم مͬ فرض (c)قسمت در ، البته

گاه آن ، است پذیر مشتق (a, b) در که باشد [a, b] بازه بر حقیقͬ پیوسته تابع ͷی f هرگاه .٣.١.١ قضیه

آن در که هست x ∈ (a, b) مانند ای نقطه

f ′(x) =
f(b)− f(a)

b− a

باشد. پذیر مشتق (a, b) در f کنیم فرض .۴.١.١ قضیه

. است صعودی f گاه آن ، f ′(x) ≥ ٠ ، x ∈ (a, b) هر ازای به هرگاه (a)



١١ پذیر مشتق توابع ١.١

است. ثابت f گاه آن ، f ′(x) = ٠ ، x ∈ (a, b) هر ازای به هرگاه (b)

بود. خواهد نزولͬ f گاه ،آن f ′(x) ≤ ٠ ، x ∈ (a, b) هر ازای به هرگاه (c)

آن داده نشان f ′′ با را f ′ مشتق باشد، پذیر مشتق خود f ′ و داشته مشتق ای بازه بر f هرگاه .٢.١.١ تعریف

های تابع ، کار این ادامه با ، نامیم مͬ f دوم مشتق را

f, f ′, f ′′, f (٣), · · · , f (n)

است شده نامیده f ، n مرتبه مشتق f (n) ، است خود از پیش تابع مشتق ͷی هر که داشت خواهیم را

، (یا x های ͬͽهمسای از ͬͺی در f (n−١)(t) باید باشد داشته وجود x در f (n)(x) که آن برای .١.١.١ تذکر

وجود (x طرفه ͷی های ͬͽهمسای از ͬͺی در ، شده تعریف آن بر f که باشد ای بازه انتهایی نقطه ͷی x اگر

باشد. پذیر مشتق x در f (n−١) و داشته

[a, b] بر f (n−١) ، باشد مثبتͬ صحیح عدد n ، بوده [a, b] بر حقیقͬ تابع ͷی f کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

نظر در [a, b] از متمایزی نقاط را β و α . باشد داشته وجود t ∈ (a, b) هر ازای به f (n)(t) و ، باشد پیوسته

: کنیم مͬ تعریف ، گرفته

P (t) =
n−١∑
k=٠

f (k)(α)

k!
(t− α)k. (١)

: که طوری به هست β و α بین x مانند ای نقطه ، صورت این در

f(β) = p(β) +
f (n)(x)

n!
(β − α)n. (٢)



١٢ ریمان انتگرال ٢.١

n − ١ درجه ای چندجمله ͷی با توان مͬ را f که دهد مͬ ،نشان کلͬ حالت در تیلور قضیه .١.١.١ نتیجه

به قضیه واین زد، تخمین (٢) رابطه وسیله به را خطا توان مͬ |f (n)(x)| های کران دانستن با و ، کرد تقریب

است. میانگین مقدار قضیه همان n = ١ ازای

ریمان انتگرال ٢.١

آن در که را P{x٠, x١, · · · , xn} مجموعه ، بͽیرید نظر در را [a, b] فشرده و بسته بازه .١.٢.١ تعریف

افرازهای تمام مجموعه نامیم،و مͬ [a, b] افراز ͷی را است a = x٠ < x١ < · · · < xn−١ < xn = b

دهیم. مͬ نمایش P [a, b] با را [a, b]

هر ازای به . است شده تعریف [a, b] بر که باشد کراندار و حقیقͬ تابع ͷی f کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

دهیم مͬ قرار ، [a, b] از p افراز

Mi = supf(x) (xi−١ ≤ x ≤ xi),

mi = inff(x) (xi−١ ≤ x ≤ xi),

U(p, f) =
n∑

i=١

Mi∆xi,

L(p, f) =
n∑

i=١

mi∆xi,

بالاخره و،

∫̄ b

a

fdx = infU(p, f), (١)

∫ b

a

fdx = supL(p, f), (٢)

پایینͬ و بالایی های انتگرال هرگاه اند. شده گرفته [a, b] از p افرازهای تمام روی sup و inf ها آن در که



١٣ صفر اندازه ٣.١

و مشترک(١) مقدار و ، f ∈ R نویسیم مͬ ، است پذیر انتگرال ریمان [a, b] بر f گوییم مͬ ، باشند مساوی

با را (٢)

∫ b

a

fdx (٣)

با یا

∫ b

a

f(x)dx (۴)

دهیم. مͬ نشان

صفر اندازه ٣.١

پوشش ͷی ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه است صفر اندازه دارای حقیقͬ اعداد از S مجموعه .١.٣.١ تعریف

بازه این اگر باشد، کوچͺتر ϵ از ها آن های طول مجموع که باشد داشته وجود باز های بازه از پذیر شمارش

باشیم: داشته ،باید دهیم نشان (ak, bk) با را ها

S ⊂
∪
k

(ak, bk) ,
∑
k

(bk − ak) < ϵ

کند. تغییر پذیر شمارش نامتناهͬ یا متناهͬ مجموعه ͷی روی تواند مͬ k و

صورت به مثال عنوان به R در هایی مجموعه از پذیر شمارش ای دسته F اگر .١.٣.١ قضیه

یعنͬ ها آن اجتماع صورت این ،در هستند صفر اندازه دارای کدام هر که باشد F = {F١, F٢, · · · , }

S = ∪∞
k=١Fk

بود. خواهد صفر اندازه دارای نیز



١۴ صفر اندازه ٣.١

هستند. صفر اندازه دارای ها ای نقطه تک .١.٣.١ نتیجه

هستند. صفر اندازه دارای متناهͬ های مجموعه .٢.٣.١ نتیجه

هستند. صفر اندازه دارای پذیر شمارش های مجموعه .٣.٣.١ نتیجه

باشد. مͬ کانتور مجموعه است صفر آن اندازه که ناشمارایی مجموعه .۴.٣.١ نتیجه

باشد وکراندار شده تعریف [a, b] بازه بر f فرضکنیم ریمان) انتگرال وجود برای ͹لب ͷمح) .٢.٣.١ قضیه

و اگر ، [a, b] روی f ∈ R صورت این در باشد، [a, b] در f های ناپیوستگͬ نقاط مجموعه D مجموعه و

باشد. صفر اندازه دارای D مجموعه اگر تنها

پذیرند. انتگرال [a, b] روی نیز |f | و f٢ گاه آن [a, b] روی f ∈ R اگر .۵.٣.١ نتیجه

، صفر آن اندازه بنابراین ، است f ناپیوستگͬ نقاط مجموعه زیر |f | و f٢ ناپیوستگͬ نقاط مجموعه اثبات.

است. پذیر انتگرال ͹لب ͷمح به وبنا

است، ریمان پذیر انتگرال [٠,١] روی زیر تابع .١.٣.١ مثال

f(x) =

 x x ∈ P

٠ x ∈ [٠,١]− P
(p) کانتور مجموعه

، بنابراین است صفر ، P مجموعه اندازه و است، ناپیوسته باشد مͬ کانتور مجموعه که P نقاط در فوق تابع

.[a, b] روی f ∈ R͹لب ͷمح به بنا

.[a, b] روی fog ∈ R گاه آن باشد پذیر انتگرال [a, b] روی g و پیوسته f اگر نکته:

از ای مجموعه زیر نقاط جزء به S نقاط ی همه اگر باشد R مجموعه زیر ͷی S کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

است. برقرار S بر جا همه تقریبا خاصیت آن ،گوییم باشند خاصیتͬ دارای ، است صفر اندازه دارای که آن



١۵ صفر اندازه ٣.١

[a, b] بر جا همه تقریبا f که دارد ریمان انتگرال وقتͬ وفقط فقط ،[a, b] بازه بر کراندار تابع هر .٣.٣.١ قضیه

باشد. پیوسته

بر F پذیر مشتق تابع و ، [a, b] بر f ∈ R هرگاه وانتگرال) دیفرانسیل حساب اساسͬ (قضیه .۴.٣.١ قضیه

: گاه آن ، F ′ = f که باشد چنان [a, b]

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

در G′ = g ∈ R. و F ′ = f ∈ R ، باشند [a, b] بر پذیری مشتق توابع G و F کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

، صورت این

∫ b

a

F (x)g(x)dx = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫ b

a

f(x)G(x)dx.

را انتگرال) و دیفرانسیل حساب اساسͬ (قضیه قبل قضیه و ، H(x) = F (x)G(x) دهیم مͬ قرار اثبات.

بریم. مͬ کار به آن مشتق و H مورد در



١۶ کراندار تغییر با های تابع ۴.١

کراندار تغییر با های تابع ۴.١

دلخواه افراز هر ازای به هرگاه گوییم کراندار تغییر با را [a, b] بسته بازه بر f تابع .١.۴.١ تعریف

که طوری به باشد موجود M مانند مثبتͬ عدد ،P = {xk}nk=٠

n∑
k=١

|f(xk)− f(xk−١)| ≤ M

P = {x٠, x١, · · · , xn} افراز با متناظر گاه آن باشد کراندار تغییر با [a, b] بازه بر f فرضکنیم تعریف١.۴.٢.

دهیم: مͬ قرار [a, b] از
n∑

k=١

|f(xk)− f(xk−١)| =
∑

P

: کنیم مͬ تعریف حال

Vf [a, b] = sup
{∑

p|p ∈ P [a, b]
}

. نامیم مͬ [a, b] بازه بر f کل تغییر را وآن

. است کراندار تغییر با [a, b] بر f تابع گاه آن ، باشد یͺنوا [a, b] بر f تابع هرگاه .١.۴.١ قضیه

که این به توجه با ،[a, b] دلخواه افراز هر برای صورت این در ، باشد صعودی f کنیم فرض اثبات.

داریم: f(xk)− f(xk−١) ≥ ٠

n∑
k=١

|f(xk)− f(xk−١)| =
n∑

k=١

(f(xk)− f(xk−١)) = f(b)− f(a)

گیریم) مͬ نظر در را −f نزولͬ حالت (در

توابع اینکه و بالا قضیه به توجه (با هستند کراندار تغییر با [٠,١] بازه بر ٢x+ ١ و
√
x توابع .١.۴.١ مثال

اند.) صعودی [a, b] بازه بر مذکور



١٧ کراندار تغییر با های تابع ۴.١

یعنͬ باشد کراندار و موجود (a, b) باز بازه بر f’ و باشد پیوسته [a, b] بسته بازه بر f تابع اگر .٢.۴.١ قضیه

بازه بر f گاه آن باشد |f ′(x)| ≤ M ،x ∈ (a, b) هر برای که طوری به باشد موجود M مانند مثبتͬ عدد

. است کراندار تغییر با [a, b]

حقیقͬ عدد میانگین مقدار قضیه بر بنا ، باشد [a, b] از دلخواه افراز ͷی P = {xk}nk=٠ فرضکنیم اثبات.

: که طوری به است موجود uk ∈ (xk−١, xk)

f(xk)− f(xk−١) = f ′(uk)(xk − xk−١)

داریم: بنابراین
n∑

k=١

|f(xk)− f(xk−١)| =
n∑

k=١

|f ′(uk)(xk − xk−١)|

≤ M
n∑

k=١

(xk − xk−١)

= M(b− a)

. است کراندار تغییر با [a, b] بر f یعنͬ

، مجموع صورت این در ، باشند کراندار تغییر با [a, b] بسته بازه بر g و f تابع دو کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه

: داریم و کراندارند تغییر با نیز ها آن ضرب حاصل و تفاضل

Vf±g ≤ Vf ± Vg و Vf.g ≤ AVf +BVg

باشد کراندار تغییر با [c, b] و [a, c] بر f اگر وتنها اگر است کراندار تغییر با [a, b] بازه بر f .۴.۴.١ قضیه

c ∈ (a, b) آن در که



١٨ کراندار تغییر با های تابع ۴.١

داریم: صورت این در c ∈ (a, b) و باشد کراندار تغییر با [a, b] بر f اگر .١.١.١ نکته

Vf [a, b] = Vf [a, c] + Vf [c, b]

و است کراندار تغییر با نیز αf گاه آن α ∈ R اگر و

Vαf [a, b] = |α|Vf [a, b].

عکس ولͬ است کراندار تغییر با [a, b] بر نیز |f | گاه آن باشد، کراندار تغییر با [a, b] بر f هرگاه نکته.٢.١.١.

تابع مثال عنوان به نیست برقرار بالا نکته

f(x) =

 ١ گویا x

−١ xگنگ

. است ثابت تابع چون است کراندار تغییر با |f(x)| = ١ ولͬ نیست کراندار تغییر با

.[a, b] روی f ∈ R گاه آن باشد کراندار تغییر با [a, b] بر f گاه هر .۵.۴.١ قضیه

نقاط هم صعودی تابع هر ، نویسیم مͬ صعودی تابع دو تفاضل صورت به را کراندار تغییر با تابع هر اثبات.

بنا و شود مͬ صفر اش ناپیوستگͬ نقاط مجموعه اندازه ،بنابراین است پذیر شمارش حداکثر اش ناپیوستگͬ

. است پذیر انتگرال ͹لب ͷمح به



١٩ مطلق پیوسته های تابع ۵.١

مطلق پیوسته های تابع ۵.١

، ϵ > ٠ هر برای که صورتͬ در نامیم مͬ ١ مطلق پیوسته [a, b] بسته بازه بر را f حقیقͬ تابع .١.۵.١ تعریف

؛ باشیم داشته [a, b] هم از جدا باز ی بازه زیر هر برای اگر که طوری به باشد موجود مثبتͬ δ

n∑
k=١

|bk − ak| < δ

: گاه آن
n∑

k=١

|f(bk)− f(ak)| < ϵ

. است کراندار تغییر با و پیوسته ، بازه این بر [a, b] بر مطلق پیوسته تابع هر .١.۵.١ قضیه

(x, y) بازه توان مͬ ϵ نظیر δ به مرتبط های y و x ازای به زیرا است برقرار وضوح به آن پیوستگͬ اولا اثبات.

این در . کنیم مͬ اختیار ϵ = ١ با متناظر را δ مطلق پیوستگͬ تعریف به توجه با طرفͬ از . گرفت نظر در

افزودن با لزوم صورت در ) بخشکرد ها فاصله از مجزا دسته K به توان مͬ را [a, b] جزیی تقسیم هر صورت

: پس . Kاست =

[
b− a

δ

]
+ ١ آن در که باشد کوچͺتر δ از ، ͷی هر کلͬ طول که جدید) نقاط

n∑
i=١

|f(xi)−f(xi−١)| =
n∑

i=١

١|f(xi)−f(xi−١)|+· · ·+
n∑

i=١

k|f(xi)−f(xi−١)| ≤ ١+· · ·+١ = K

نیست. مطلق پیوسته لزوما باشد کراندار تغییر با و پیوسته که تابعͬ .١.۵.١ نکته

ثابت عدد گاه هر کند مͬ صدق (ͷی مرتبه (از ٢ شیتس لیپ شرط در فاصله ͷی روی f تابع .٢.۵.١ تعریف

: باشیم داشته فاصله این از x, y مقدارهای ی همه برای که طوری به باشد موجود M

|f(y)− f(x)| ≤ M |x− y|

absolutely continuous ١

Lipschitzian٢



٢٠ دار نرم فضای ۶.١

است. مطلق پیوسته کند صدق شیتس لیپ شرط در که تابع هر .٢.۵.١ قضیه

است. کراندار تغییر با کند صدق شیتس لیپ شرط در که تابع هر .١.٢.١ نتیجه

نیست. برقرار الزاما بالا نتیجه عکس .٢.۵.١ نکته

تابع .١.۵.١ مثال

f(x) =

 ٢x x ≥ ١

x٢ x < ١

ولͬ . است کراندار مشتق دارای [١,٢] و [−٢,١] های بازه در چون است کراندار تغییر با [−٢,٢] بازه در

کند. نمͬ صدق شیتس لیپ شرط در نیست پیوسته x = ١ نقطه در f(x) چون

دار نرم فضای ۶.١

نامنفͬ حقیقͬ عدد ͷی x ∈ X برای هرگاه گوییم دار نرم فضای را X برداری فضای ͷی .١.۶.١ تعریف

شود. داده نسبت زیر های ویژگͬ با x نرم به موسوم ∥x∥

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ x, y ∈ X هر ازای به (١

∥αx∥ = |α|∥x∥ x ∈ X,α ∈ F هر ازای به (٢

∥x∥ = ٠ گاه آن x = ٠ اگر و ∥x∥ > ٠ گاه آن x ̸= ٠ هرگاه (٣

Lp فضای ٧.١

حسب بر ها آن نرم که هستند توابعͬ شامل فضاها این هستند، باناخ فضاهای از خاص ای دسته Lp فضاهای

شود. مͬ تعریف انتگرال


