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چͺیده

و بسته گروهͬ زیر G ⊂ Iso(M) و ریمانͬ فشرده��، هموار، خمینه�ی ͷی M کنید فرض
M بر G عمل است�. ناتهͬ عمل) ثابت نقطه�های (مجموعه Fix(M,G) چنانͺه باشد، همبند
عمل ترایا Fix(M,G) مؤلفه�های از ͬͺی بر نرمال کره�ی بر G اگر نامند همͽن ثابت نقطه را
این باشد.در ͷی همͽنͬ نقص دارای مداری فضای در Fix(M,G) ارز، هم بیان به یا کند،
مؤثر عمل و نامنفͬ برشͬ خمیدگͬ با همبند ساده بسته، ۵-بعدی خمینه�های بندی رده پایان�نامه
مͬ�شود. مطالعه وابرسانͬ تقریب با طولپایͬ�ها، از فشرده لͬ گروه ͷی همͽن، ثابت نقطه و

مͬ�پردازد. ([٩]) بازبرد تشریح به نامه پایان

همͽن ثابت نقطه ۵-بعدی، خمینه�های ، S۱ عمل نامنفͬ، خمیدگͬ کلیدی: واژگان
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پیش�گفتار

M (فشرده) ریمانͬ خمینه�ی طولپایͬ�های گروه از (همبند) فشرده لͬ گروه زیر ͷی G اگر
عمل همͽنͬ نقص است�، M در G

H
اصلͬ مدار بعد نقص برابر که مداری فضای بعد باشد،
مͬ�دهند�. نمایش cohom(M,G) �با و نامند M بر G گروه

خمینه�ی ͷی M ∼=
G

H
و مͬ�کند عمل ترایا M بر G که معناست این به cohom(M,G) = ۰

نقص�همͽنͬ با فضاهای مطالعه�ی مͬ�باشد��. M نقطه ͷی پایاگر گروه زیر H که است��، همͽن
سال در و شد آغاز کره�ها و اقلیدسͬ فضای بر فشرده گروه�های عمل با ١٩۴٠ دهه�ی از ١،٢ · · ·
بر G فشرده و همبند لͬ گروه عمل Mبا همبند خمینه�ی اگر که داد نشان P.SMostert ١٩۵۶
[۰,۱], [۰,∞), R, S۱ فضای چهار از ͬͺی با مداری فضای آنͽاه باشد���،� ͷی نقص�همͽنͬ از آن
١،٢،٣ نقص�همͽنͬ با اقلیدسͬ فضای بر که فشرده گروه�های رده�بندی همچنین است�؛�� همانسان

است�. شده تͺمیل ١٩٩۶ سال در ای.اشتروم توسط مͬ�کند عمل
ثابت نقاط نقص�همͽنͬ آنͽاه باشد�، M بر G عمل ثابت نقطه��ها�ی مجموعه�ی بیانͽر MG اگر

است چنین مͬ�شود�، داده نمایش cohomfix(M,G) با که عمل


cohomfix(M,G) := dim(

M

G
)− dimπ(MG)− ۱ MG ̸= ∅

cohomfix(M,G) := cohom(M,G) = dim(
M

G
) MG = ∅

مͬ�برد�. نقطه آن مدار به را نقطه هر که است قسمتͬ خارج نͽاشت π : M → M

G
که

خمینه�های گویند���. همͽن ثابت نقطه را M خمینه�ی −G آنͽاه cohomfix(M,G) = ۰ اگر
Berard − Bergery و Wilking ، Berger ͷکم به مثبت خمیدگͬ با همͽن ثابت نقطه
کره بر G ترایای عمل از استفاده با کامل به�طور را آن�ها Grove−Searle و شده��است شناسایͬ

کرده�اند��. رده�بندی بعد بیشترین با ثابت نقطه�های مجموعه همبندی مؤلفه�ی بر عمود یͺه
۵-��بعدی �خمینه��ها����ی و در([٧]) ٣،۴، ٢ بعد در نامنفͬ خمیدگͬ با همͽن ثابت نقطه خمینه�های
این شده�است�. Galazرده��بندی Garciaͷکم ([٩])�به در نامنفͬ خمیدگͬ با ثابتهمͽن نقطه
فضاهای دوم فصل در مͬ�شود. آورده نیازها پیش اول فصل در که است فصل ٣ شامل پایان�نامه
در مͬ�شود�. مطالعه نامنفͬ خمیدگͬ با خمینه�های مطالعه�ی در آن�ها اهمیت دلیل به الͺساندروف
مͬ�پردازد�. ([٩]) نامه��، پایان اصلͬ برد باز از پایین قضیه�ی اثبات شرح و بررسͬ به پایانͬ فصل

٢



پیش�گفتار٣

همͽن ثابت نقطه و ساده�همبند بسته�، خمینه�ی −GͷیM۵ فرضکنید : ([٩]) اصلͬ قضیه�ی

SO(۵), SO(۴), SU(۲), SO(۳), S۱ ، گروه�های از ͬͺی G آنͽاه باشد. نامنفͬ خمیدگͬ با
داریم�: و است

است. وابرسان S۵ با M۵ آنͽاه باشد، G = SO(۵), SO(۴), SU(۲) اگر ( a

وابرسان S۳ تار با S۲ بر کلاف دو از ͬͺی با یا S۵ با M۵ آنͽاه G = SO(۳), S۱ اگر ( b

است.



١ فصل

ها نیاز پیش

شود مͬ ͹تن نهند آن در آنچه با ظرفͬ هر گنجایش
یابد گسترش نهند آن در چه هر که دانش ظرف جز

( (ع) علͬ (حضرت

لͬ های گروه ١.١

اگر نامند ͷتوپولوژی گروه ͷی را G مجموعه ͷی ([٢]) .١.١.١ تعریف
باشد. هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی G•

باشد. گروه ͷی G•
که αG : G×G −→ G نͽاشت •

∀(g, h) ∈ G×G αG(g, h) = gh−۱

باشد. پیوسته

و پیوسته m : G×G → G

(g, h) → gh
نͽاشت مͬ�شود دیده سادگͬ به بالا تعریف از .٢.١.١ نͺته

همانسانͬ G در h هر برای Rh : G → G

g → gh
و Lh : G → G

g → hg
و i : G → G

g → g−۱
نͽاشت�های

است.

۴



لی۵ های گروه .۱.۱

ͷتوپولوژی گروه زیر ͷی را Gͷتوپولوژی گروه از H زیرگروه فضاو زیر ([٢]) تعریف٣.١.١.
گویند�.

فضای ، G

H
آنͽاه باشد G ͹توپولوژی گروه بسته�ی گروه زیر H اگر ([٢]) .۴.١.١ گزاره

و است هاسدورف فضای ͷی ، قسمتͬ خارج توپولوژی با G در H چپ همدسته�های
ͷتوپولوژی گروه G

H
Gباشد، نرمال گروه Hزیر چنانͺه است پیوسته و باز نͽاشتͬ ϕ : G → G

H
است.

آنͽاه باشد، ͷتوپولوژی گروه زیر ͷی H ⊂ G کنید فرض ([٢]) .۵.١.١ لم
گروه زیر ͷی ، مͬ�شود نامیده G در H ساز نرمال که، N(H) = {g ∈ G : gHg−۱ = H}

است. بسته نیز N(H) آنͽاه باشد بسته G در H اگر و است G ͷتوپولوژی

باشد. آن بسته�ی گروه زیر ͷی H و ͷتوپولوژی گروه ͷی G كنيد فرض ([٢]) .۶.١.١ گزاره
است. همبند(فشرده) نیز G )باشد،آنͽاه (فشرده همبند G

H
و H هرگاه

اگر گویند لͬ گروه را G مجموعه ([٢]) .٧.١.١ تعریف
باشد. هموار خمینه�ی يك G•

باشد. گروه ͷی G•
باشد. هموار αG(g, h) = gh−۱ که αG : G×G → G نͽاشت •

و هموار m : G×G → G

(g, h) → gh
نͽاشت مͬ�شود دیده سادگͬ به بالا تعریف از .٨.١.١ نͺته

وابرسانͬ G در h هر برای Rh : G → G

g → gh
و Lh : G → G

g → hg
و i : G → G

g → g−۱
نͽاشت�های

است.

هرگاه گویند لͬ گروه زیر ͷی را G لͬ گروه از H مجموعه�ی زیر ([٢]) .٩.١.١ تعریف
باشد. G گروه زیر H•

شود. لͬ گروه ͷی آن به نسبت باشدکه هموار ساختار دارای H•
باشد) ͷی به ͷی فروبری ͷی i : H → G باشد( G شده فروبرده خمینه�ی زیر H•



ها نیاز پیش .۱۶

معنای بسته(به گروه زیر ͷی H و لͬ گروه ͷی G اگر (Cartan) ([٢]) .١٠.١.١ قضیه
است. G لͬ گروه زیر ͷی H آنͽاه باشد G از (ͬͺتوپولوژی

همریختͬ ͷی را f : G → H نͽاشت باشد لͬ گروه دو H و G هرگاه ([٢]) .١١.١.١ تعریف
نامند یͺریختͬ را f همریختͬ باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی و هموار f اگر نامند لͬ گروه�های

باشد. وابرسانͬ و گروهͬ یͺریختͬ f هرگاه

ͷی با اگر تنها و اگر است لͬ گروه ͷی فشرده ͷتوپولوژی گروه ͷی ([٢]) .١٢.١.١ قضیه
باشد. یͺریخت ( n ͷی (برای ، O(n) بسته�ی گروه زیر

Iso(M, g) ، (M, g)بعدی−n ریمانͬ یͷخمینه�ی های طولپایͬ گروه ([١۶]) .١٣.١.١ قضیه
است. فشرده نیز Iso(M, g) باشد فشرده M اگر و است لͬ گروه ͷی ،

لͬ گروه باشد. بعدی −n ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض ([١۶]) .١۴.١.١ قضیه
باشد ۱۲n(n + ۱) برابر Iso(M, g) بعد اگر است. ۱۲n(n + ۱) بعد از حداکثر ، Iso(M, g)

است. طولپا پایین خمینه�های از ͬͺی با M آنͽاه

Rn اقليدسͬ فضاي ( ١

Sn بعدی −n ی کره ( ٢

RP n بعدی −n افͺنشͬ فضای ( ٣

Hn بعدی −n (ͬͺابربری هذلولوی( فضای ( ۴



هموار٧ خمینه یک بر لی گروه عمل .۲.۱

هموار خمینه ͷی بر لͬ گروه عمل ٢.١

هموار عمل باشد، هموار خمینه�ی ͷیM و لͬ گروه ͷی G فرضکنید ([٢]) .١.٢.١ تعریف
هموار نͽاشت ͷی M بر G چپ

θ : G×M → M

(g,m)
θ7→ g.m = θ(g, h)

است پایین های ویژگͬ با

m ∈ M, ∀g۱, g۲ ∈ G g۱.(g۲.m) = (g۱g۲).m •

∀m ∈ M e.m = m •

مͬ�شود) تعریف مشابه شͺل به راست هموار (عمل

G و خمینه −G ͷی را M آنͽاه کند. عمل هموار M بر G کنید فرض ([٢]) .٢.٢.١ تعریف
نامند. لͬ تبدیل گروه را

مجموعه�ی باشد. خمینه −G ͷی M کنید فرض ([٢]) .٣.٢.١ تعریف
x مدار G(x) = {g.x : g ∈ G} مجموعه و x پایاگر گروه زیر را Gx = {g ∈ G : g.x = x}

نامند.

نقطه�های مجموعه کند. عمل M خمینه�ی بر G لͬ گروه کنید فرض ([١۶]) .۴.٢.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف M g = {x ∈ M : gx = x} چنین g ∈ G عضو ثابت

نماد با که MH =
∩

g∈G M g از عبارتست H ≤ G گروه زیر ثابت های نقطه مجموعه
مͬ�شود. داده نمایش Fix(M,H)

گروه مجموعه�ی زیر ͷی S و ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض ([١۶]) .۵.٢.١ قضیه
و ͬͺژئودزی تمام خمینه زیر ͷی MS مجموعه همبندی مؤلفه�ی هر آنͽاه باشد. Iso(M, g)

است. M بسته�ی

از عبارتست MH بعد ([١۶]) .۶.٢.١ تعریف



ها نیاز پیش .۱٨

dimMH = max{dimCi : است MH همبندی مؤلفه�ی ͷی Ci }

برای آنͽاه باشد، G فشرده لͬ گروه هموار عمل ͷی G×M → M اگر ([٢]) .٧.٢.١ قضیه
است. نشاننده ͷی ، αx(gGx) = g.x که αx :

G

Gx

→ M نͽاشت x ∈ M هر

مدار هر آنͽاه کند، عمل هموار M بر G فشرده لͬ گروه کنید فرض ([٢]) .٨.٢.١ نتیجه
وابرسانͬ ͷی αx :

G

Gx

→ G(x) نͽاشت و است M بسته�ی و شده نشانده زیرخمینه ͷی G(x)

است.

گروه زیر ∩x∈MGx هرگاه نامند مؤثر Mرا خمینه�ی بر G لͬ گروه عمل ([٢]) .٩.٢.١ تعریف
باشد. بدیهͬ

پایاگر گروه زیر گاه هر گویند، آزاد Mرا خمینه�ی بر G لͬ گروه عمل ([٢]) .١٠.٢.١ تعریف
باشد. بدیهͬ x ∈ M عضو هر

نͽاشت هرگاه گویند سره را M خمینه�ی بر G لͬ گروه عمل ([٢]) .١١.٢.١ تعریف

G×M → M ×M

(g,m)
θ7→ (g.m,m)

باشد. است) فشرده،فشرده هر وارون (تصویر سره نͽاشت ͷی

است. سره هموار خمینه�ی ͷی بر فشرده لͬ گروه عمل ([٢]) .١٢.٢.١ گزاره

فشرده Gx پایاگر گروه زیر x ∈ M هر برای آنͽاه باشد، سره M بر G عمل اگر .١٣.٢.١ نͺته
است.

کند. عمل آزادوسره ، هموار M خمینه�ی بر G لͬ گروه کنید فرض ([٢]) .١۴.٢.١ قضیه
استغراق و هموار π : M → M

G
آن به نسبت که است یͺتا هموار ساختار ͷی دارای M

G
آنͽاه

. dim(
M

G
) = dimM − dimG و است



هموار٩ خمینه یک بر لی گروه عمل .۲.۱

X
′ و کند عمل مؤثر X همبند فضای بر G همبند لͬ گروه کنید فرض ([٢]) .١۵.٢.١ قضیه

عمل با G از G′ ( پوششͬ فضای و لͬ (گروه پوششͬ گروه باشد.آنͽاه X پوششͬ فضای ͷی
هسته�ی یͺتا�ست. X ′ بر عملش و G′ گروه پوشاند. مͬ را G عمل که است موجود X ′ بر مؤثر
ناتهͬ XG اگر است. π : X

′ → X نͽاشت پوششͬ تبدیل�های گروه از گروهͬ زیر G′ → G

. X ′G = π−۱(XG) و G
′
= G آنͽاه باشد

گروهͬ زیر G هرگاه گویند طولپا را �M خمینه�ی بر G لͬ گروه عمل ([٢]) .١۶.٢.١ تعریف
باشد. M طولپایͬ�های گروه از

طولپا برآن G لͬ گروه که باشد ریمانͬ خمینه�ی ͷی M کنید فرض ([٧]) .١٧.٢.١ تعریف
اگر مͬ�کند. عمل

Cohomfix(M,G) = dim
M

G
− dimπ(MG)− ۱ = ۰

نامند. همͽن ثابت نقطه را M بر G عمل آنͽاه

همͽن ثابت نقطه دو-بعدی ریمانͬ خمینه�ی −G ͷی M کنید فرض ([٧]) .١٨.٢.١ قضیه
وابرسان −G ، RP ۲ یا S۲ خمینه�های از ͬͺی با M و G = S۱ آنͽاه باشد. نامنفͬ خمیدگͬ با

است.

با همͽن ثابت نقطه ٣-بعدی ریمانͬ خمینه�ی −G ͷی M کنید فرض ([٧]) .١٩.٢.١ قضیه
ترتیب به و باشد S۱ یا SO(۳) گروه�های از ͬͺی مͬ�تواند G آنͽاه باشد. نامنفͬ خمیدگͬ

. codimMG =٣ یا ٢

است. وابرسان −G ، S۳, RP ۳ خمینه�های از ͬͺی با M آنͽاه ، G = SO(۳) اگر ( ١

S۳, L۳, S۲×S۱, RP ۲×S۱, RP ۳#RP ۳ خمینه�های از ͬͺی Mبا آنͽاه ،G = S۱ اگر ( ٢
است. عدسͬ فضای L۳ آن در که است وابرسان −G ،

با همͽن ثابت نقطه ۴-بعدی ریمانͬ خمینه�ی −G ͷی M کنید فرض ([٧]) .٢٠.٢.١ قضیه
SO(۴), SU(۲), SO(۳), S۱ گروه�های از ͬͺی تواند مͬ G آنͽاه باشد. نامنفͬ ریمانͬ خمیدگͬ

و باشد

است. وابرسان −G ، RP ۴ یا S۴ با M آنͽاه ، G = SO(۴) اگر ( ١
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وابرسان −G ، S۴, RP ۴, HP ۱, CP ۲ فضاهای از ͬͺی با M آنͽاه ، G = SU(۲) اگر ( ٢
است.

است. وابرسان −G ، S۳ × S۱ یا ، S۴ با M آنͽاه ، G = SO(۳) اگر ( ٣

S۴, CP ۲, S۲ × S۲, CP ۲#CP ۲, S۳ × R فضاهای از ͬͺی با M آنͽاه G = S۱ اگر ( ۴
است. وابرسان −G ،



مداری١١ فضای .۳.۱

مداری فضای ٣.١

است. مداری فضای M∗ و هموار خمینه�ی −G ͷی M و لͬ گروه ͷی G بخش این در

مͬ�شود داده نمایش M
G

با که Mرا بر G عمل مدارهای همه�ی مجموعه ([٢]) تعریف١.٣.١.
مداری فضای ، π(x) = G(x) ، π : M → M

G
نͽاشت به نسبت قسمتͬ خارج توپولوژی با ،

نامند.

است. باز نͽاشت ͷی π : M → M
G
قسمتͬ خارج نͽاشت .٢.٣.١ نͺته

آنͽاه باشد (توپولوژیͷ)فشرده لͬ گروه ͷی G کنید فرض ([٢]) .٣.٣.١ گزاره

است. هاسدورف M

G
مداری فضای •

است. بسته π : M → M

G
قسمتͬ خارج نͽاشت •

باشد. فشرده M

G
اگروتنهااگر است فشرده M •

است. سره π نͽاشت •

باشد. فشرده موضعͬ M

G
اگر تنها و اگر است فشرده موضعͬ M •

ͷی، M
G
مداری، فضای آنͽاه کند عمل سره و آزاد M بر G کنید فرض ([٢]) .۴.٣.١ قضیه

وجود M
G
بر یͺتا هموار ساختار ͷی و است dim(M) − dim(G) بعد با ͷتوپولوژی خمینه�ی

است. استغراق π : M → M
G
قسمتͬ خارج نͽاشت که دارد

فضای آنͽاه کند عمل سره و آزاد M بر G فشرده لͬ گروه کنید فرض ([١٠]) .۵.٣.١ نͺته
است. اصلͬ کلاف ͷی (M,

M

G
,G, π) و هموار خمینه�ی ͷی M

G
مداری
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G فشرده�ی لͬ گروه که همبندباشد ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض ([٢]) .۶.٣.١ قضیه
؛ است پوشا π∗ : π۱(X) → π۱(

X

G
) آنͽاه باشد همبند مدارها از ͬͺی اگر مͬ�کند. عمل آن بر

همبند ساده نیز X
G
باشد همبند ساده X اگر بنابراين است. قسمتͬ خارج افͺنش نͽاشت π که

است). X بنیادی گروه π۱(X) است(

Y = G(y) و X = G(x) مدار دو باشد. خمینه −GͷیM فرضکنید ([٢]) .٧.٣.١ تعریف
typeX با را X نوع از مدارهای باشد. مزدوج G در Gy و Gx هرگاه گویند، نوع ͷی از را
زیر با Gx هرگاه گویند، (typeY ≤ typeX) typeX از کوچͺتر را typeY مͬ�دهند. نمایش

باشد. مزدوج Gy از گروهͬ

γ : و ریمانͬ ی خمینه −G ͷی M کنید فرض (isotropy lemma) ([١۵]) .٨.٣.١ لم
t ∈ هر برای آنͽاه باشد. Gγ(۰) و Gγ(۱) مدار دو بین کمین ͷژئودزی ͷی [۰,۱] → M

است. Gγ(۱) و Gγ(۰) گروه زیر ͷی Gγ(t) = Gγ ، (۰,۱)

خمینه�ی بر ،G فشرده لͬ گروه فرضکنید (principal orbit theorem) ([٢]) .٩.٣.١ قضیه
، K پایاگر گروه زیر هر (برای بیشین نوع از G

H
یͺتای مدار آنͽاه کند. عمل هموار M همبند

مدارهای اجتماع نامند. اصلͬ مدار را آن که است، موجود است) مزدوج K از گروهͬ زیر با H
است. همبند M

G
در آن تصویر و است M در چͽال و باز خمینه�ی زیر ͷی G

H
نوع از

بیشین نوع از ولͬ dimQ = dimP که مداری Q باشدو بیشین مدار ͷی P اگر .١٠.٣.١ نͺته
نامند. تͺین مدار است کمتر P بعد از آنها بعد راکه مدار�هایͬ و استثنایͬ مدار را Q نباشد،

ͬͽینͺت ͷی از منظور کند. عمل طولپا M خمینه�ی بر S۱ لͬ گروه کنید فرض .١١.٣.١ نͺته
یعنͬ p پایاگر گروه که معناست این به بودن است.منزوی منزوی استثنایͬ مدار ͷی p∗ منزوی

کند. مͬ عمل آزاد S۱p مدار بر نرمال کره بر (k > ۱) Zk

را نابدیهͬ پایاگر گروه با p∗ ∈ M∗ تͺین نقطه�ی از U∗ ͬͽهمسای ([١۶]) .١٢.٣.١ تعریف
باشد. اصلͬ مدار شامل فقط U∗ \ {p∗} هرگاه نامند منظم

نامنفͬ خمیدگͬ با همͽن ثابت نقطه ریمانͬ خمینه�ی ͷی M کنید فرض ([١٢]) .١٣.٣.١ لم
بیشترین در مجموعه�ای C مجموعه�ی اگر مͬ�کند. عمل طولپا آن بر G فشرده لͬ گروه که باشد
اصلͬ مدارهای با دوسویͬ تناظر در M

G
−{C∪π(MG)} مجموعه�ی آنͽاه باشد، ∂M

G
از فاصله
. است


