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جعفریزاده ͳمحمدعل و ͳشهشهان مهرداد : راهنما استادان

اُذر تئومن و قنبری کاظم : مشاور استادان

تبریز دانشΎاه هندسه گرایش: محض ͳریاض رشته: دکتری :ͳتحصیل مقط΄

١١۵ صفحات: تعداد ١٣٨٩ :ͳالتحصیل فارغ تاریخ ͳریاض علوم دانش΋ده

ͳعددی-هندس حل متحرک، کن; ،ͳدیفرانسیل اینواریانت تقارن، گروه ،ͳل گروه واژه�ها: کلید

چ΋یده

ͳمعرف همچنین و ͳخط غیر دیفرانسیل معادلات از ͳبرخ ͳتحلیل حل در ͳل های گروه کاربرد ارائه هدف رساله این در

چندفضای Έم΋ب دیفرانسیل معادلات ͳعددی-هندس حل در آن کاربرد و جدید بندی فرمول و کارتان متحرک کن; نظریه

فضای سپس شوند. ͳم ͳمعرف دیفرانسیل معادلات برای تقارن گروه و ͳل های گروه و اولیه مفاهیم ابتدا باشد. ͳم اُلور

ͳمعرف به ادامه در گردد. ͳم ͳمعرف پرولانگیشن مفهوم و دیفرانسیل معادلات ͳهندس مطالعه ͳطبیع ساختار بعنوان جت

ͳمعرف با و شده پرداخته ͳدیفرانسیل های اینواریانت محاسبه در آن کاربرد و متحرک کن; و ͳدیفرانسیل های اینواریانت

اینواریانت برای ناوردا عددی های تقریب محاسبه به حاصلضرب فضای و جت فضای بین ͳارتباط فضای بعنوان چندفضا

جداسازی شامل: جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل استاندارد روشهای است. یافته اختصاص ͳدیفرانسیل های

ͳم اضافه را ها تحلیل این ͳل گروه کاربرد حالی΋ه در است. عددی حل و ͳانتگرال تبدیلات مشخصه، معادله متغیرها،

و جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کاهش ،(ͳمعمول دیفرانسیل معادلات (مخصوص انتگرال فاکتور محاسبه کند:

و ناوردا عددی حل و ͳخط غیر معادلات سازی ͳخط معادله، پایستاری قوانین محاسبه گروه، پایای جوابهای کردن پیدا

گروه پایای ͳتحلیل جوابهای جزیی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای ͳل های گروه از کاربردی بعنوان انتها در غیره.

است. شده محاسبه ولاسف-ماکسول ͳخط غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن
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به: تقدیم
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خدا بنام

الْخال̃قˉ. یˆش΋ُْر لَمˉ الْمˆخلوق یˆش΋ُْر لَمˉ و

فرمود. عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن ͳعلم پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم

جناب و ͳشهشهان مهرداد دکتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید از م�ͳدانم خود وظیفه�ی آغاز در
ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه فرمودند قبول مرا راهنمایی استاد مسئولیت که جعفریزاده، ͳمحمدعل دکتر آقای

نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی های حمایت بدون قطعاً که نمایم
تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که اُذر تئومن دکتر و قنبری کاظم دکتر آقای جناب از
امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در و فرمودند

دارم. را
این داوری که رزوان محمدرضا دکتر ،ͳمقدس سیدرضا دکتر پوررضا، ابراهیم دکتر آقایان جناب از

م�ͳنمایم. تش΋ر دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله
تحصیلم دوران مشوق و دوست فغفوری ͳمرتض آقای از مخصوصاً و تحصیلم دوران دوستان تمام از
ͳقدردان و تش΋ر کمال آن بردن پایان به و رساله نوشتن در من استاد و Έکم شیرایه پور مهدی ͳعل و

دارم. را
حسین دکتر مهرورز، عل�ͳاکبر دکتر آقای از مخصوصاً ͳگرام اساتید تحصیلم، دوران دبیران کلیه از
،ͳریاض علوم دانش΋ده ͳپژوهش معاونت نق�ͳپور رضا دکتر ،ͳریاض علوم دانش΋ده ریاست امامعل�ͳپور
دکتر سابق، ریاست ایواز کریم دکتر آقای از همچنین محض، ͳریاض مدیرگروه عیوضلو جعفرصادق دکتر
ͳتکمیل تحصیلات و ͳریاض علوم دانش΋ده�ی محترم کارکنان همچنین و سابق مدیرگروه مهتدیفر حسن
تش΋ر شده�اند، متحمل را ͳفراوان زحمات اینجانب ͳاهΎدانش تحصیلات مدت در که تبریز دانشΎاه

م�ͳنمایم.
مرحوم و تومانیان مΎردیچ دکتر آقای بودند ͳریاض رشته به گرایش در من ͳاصل مشوق که نفر دو از
دنیای با مرا که سوتا مینه دانشΎاه ͳریاض مدرسه استاد اُلور پیتر دکتر آقای از و شهابی ͳمحمدعل دکتر

م�ͳنمایم. تش΋ر صمیمانه کردند، آشنا ͳل گروه کاربردهای انگیز شΎفت
فداکار و یار همواره مراحل ͳتمام در که مهسا عزیزم همسر بویژه خانواده�ام اعضای کلیه از پایان در

م�ͳکنم. سپاسΎزاری بوده�اند، من
رضوان فرشاد
١٣٨٩ مرداد
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مقدمه

ͳموضع های نقشه Έکم به خمینه از [١۶] کارتان ͳلˠا مدرن تعریف با همزمان تقریبا ͳل های گروه نظریه آمدن بوجود
کاملا بصورت را دیفرانسیل هندسه ͳل های کمΈگروه به کارتان اند. رفته پیش هم با ها نظریه این هردو و است مختصات

کرد. تعریف مجرد

ناورداها، نظریه دیفرانسیل، هندسه جبری، توپولوژی همچون ͳمتنوع های زمینه شامل ͳل پیوسته گروههای نظریه کاربردهای
پیوستار Έانی΋م نسبیت، م΋انیΈکوانتوم، ،ΈکلاسیΈانی΋م کنترل، نظریه عددی، آنالیز خاص، توابع ،ͳΎدوشاخ نظریه
.[٣۴] آورد، بوجود دیفرانسیل معادلات ͳبرخ حل برای را نظریه این ͳل سوفیس خود که است جالب ͳول شود. ͳم غیره و
چند معادلات جوابهای در گالوا های گروه نظریه کاربرد موفقیت تماشای بود داده قرار تاثیر تحت را ͳل که آنچه واق΄ در

بود. ایها جمله

داد، ارتباط سیستم Έی پایستاری قوانین وجود به را تقارن گروههای وجود مهم قضیه دو در نوتر خانم ١٩١٨ سال در
امتداد در انتقال ͳل گروه به نسبت آن بودن متقارن از ͳ΋دینامی دستگاه Έی انرژی ͳپایستگ مثلا، قضایا این طبق .[٣۶]

شود. ͳم ͳناش ، زمان محور

ͳفراموش بوته به سال پنجاه حدود دیفرانسیل معادلات در ͳل گروههای کاربرد واق΄ در و ͳل کارهای قضیه، این از پس
دیفرانسیل معادلات برای ͳل گروههای کاربرد موضوع به خود کتاب در هاروارد، دانشΎاه در بیرخوف اینکه تا شد. سپرده
طیف روی بر روش این [۴٢] اوسیانی΋وف رهبری با ١٩۵٠ دهه اواخر در آن متعاقب .[۴] پرداخت، سیالات Έانی΋م
انتشار و [۶] و [۵] کول و بلومن کارهای طریق از شد. بسته ب΋ار شوروی جماهیر اتحاد در ͳ΋فیزی مهم مسائل از ͳوسیع
انفجاری بصورت موضوع این که بود زمان این از گردید. جلب موضوع این به جهان علاقه ١٩٧٢ سال در [٣] آمس کتاب
ͳبررس مورد نظریه خود توسعه همچنین و ͳ΋فیزی دستگاههای برای ͳل گروههای کاربرد گرفت. قرار وسیع تحقیقات هدف
برای بیشتر هرچه تقارنهای یافتن است. دیفرانسیل معادله Έی برای تقارن گروه محاسبه موضوع اولین است. گرفته قرار
بدست تقارن گروه از استفاده است. روز تحقیق جریان در مالͳ-تجاری معادلات تا ͳ΋فیزی معادلات از ͳوسیع طیف
نظر در با توان ͳم دیΎر طرف از است. دیΎر ͳاصل موضوع معادله خواص ͳبررس یا و عددی حل یا ،ͳتحلیل حل در آمده
ناورداهای محاسبه کرد. بندی طبقه پذیرند، ͳم ͳتقارن گروه بعنوان را گروه این که ͳمعادلات کلاس ثابت، گروه Έی گرفتن
ͳم اشیاء تشخیص و کامپیوتر بینایی در ͳدیفرانسیل ناورداهای از کاربردی گنجد. ͳم مبحث این در ها گروه ͳدیفرانسیل

.[١٣ ،١۴] باشد،

دیفرانسیل معادلات برای نظریه این شدن گرفته کار به قابلیت محدوده و اند مانده ΁پاس بدون بسیاری سوالات هنوز البته



مقدمه ۴

دانشجویان حلقه در و سوتا مینه دانشΎاه در مسلم بطور رشته این در تحقیق ͳاصل کانون است. نشده تعیین کامل بطور هنوز
پایستاری قوانین با تقارن گروه ارتباط در مخصوصا زمینه، این در هم اوسیانی΋وف شاگردان از ابراگیمف، دارد. قرار اُلور

.[٢۶] است، فعال ͳ΋دینامی های سیستم

با آشنایی از عبارت ͳکل ͳسع شود، ͳم محسوب تبریز دانشΎاه در موضوع این پیرامون تحقیق اولین که نامه پایان این در
در آن کاربردهای انواع برای نظریه این قضایای فهم برای لازم زیرساختهای زنجیر تکمیل در ͳسع و ͳتقارن گروههای نظریه
دیفرانسیل معادلات از ͳبرخ ͳتحلیل حل در ͳل های گروه کاربرد ارائه هدف نامه پایان این در است. دیفرانسیل معادلات
معادلات ١ͳعددی-هندس حل در آن کاربرد و جدید بندی فرمول و کارتان متحرک کن; نظریه ͳمعرف همچنین و ͳخط غیر
[۴٩ ،۵٠] کنیم منتشر توانستیم نامه پایان این های یافته از که ͳتحقیق کار باشد. ͳم اُلور چندفضای٢ Έم΋ب دیفرانسیل
انجام که بود ولاسف-ماکسول معادلات دستگاه برای گروه پایای ͳتحلیل جوابهای آوردن بدست و ͳتقارن تحلیل واق΄ در
کار این در و است جزیی مشتقات با ͳانتگرودیفرانسیل معادلات دستگاه Έی این است. آمده آخر فصل در آن گزارش و شد
شده استفاده معادله، های تقارن جزیی بسیار مولد بردارهای محاسبه برای [١ ،٢] در یافته گسترش مستقیم روش از ͳتحقیق

است.

جت فضای دوم فصل در شوند. ͳم ͳمعرف دیفرانسیل معادلات برای تقارن گروه و ͳل های گروه و اولیه مفاهیم اول فصل در
فرمول آوردن بدست پس گردد. ͳم ͳمعرف پرولانگیشن مفهوم و دیفرانسیل معادلات ͳهندس مطالعه ͳطبیع ساختار بعنوان
با دیفرانسیل معادلات برای و آنها مرتبه کاهش در ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل گروه تحلیل کاربرد پرولانگیشن،
ͳدیفرانسیل های اینواریانت ͳمعرف به سوم فصل شود. ͳم بیان آنها گروه پایای جوابهای آوردن بدست در جزیی مشتقات
ͳم ͳدیفرانسیل های اینواریانت محاسبه در نیز آن کاربرد و متحرک کن; ͳمعرف به همچنین و آنها محاسبه ͳونگΎچ و
های تقریب محاسبه برای حاصلضرب فضای و جت فضای بین ͳارتباط فضای بعنوان چندفضا ͳمعرف به چهار فصل پردازد.
های گروه مطالعه از کاربردی بعنوان آخر فصل در است. یافته اختصاص ͳدیفرانسیل های اینواریانت برای ناوردا عددی
ͳخط غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن گروه پایای ͳتحلیل جوابهای جزیی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای ͳل
است. شده ارائه فصل ͳکل روند کردن برجسته برای یادداشتهایی فصل هر پایان در است. شده محاسبه ولاسف-ماکسول

Geometric Integration١
Multi-Space٢



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو

یادآوری ١.١

توپولوژی ͳول شود، ͳم دیده ͳاقلیدس فضای از باز مجموعه یΈزیر شبیه اش نقطه هر حول که است ͳهندس یΈشیئ خمینه
کار و سر ͳتحلیل های خمینه با مهم های کاربرد و مثالها همه تقریبا که هرچند باشد. متفاوت کاملا تواند ͳم آن سرتاسری

هستند. برقرار نیز پذیر، مشتق بار بینهایت ͳمعن به هموار، های خمینه برای ساختارها از بسیاری ͳول دارند،

Wα ⊂M باز های مجموعه زیر از ای گردایه توسط که است توپولوژی فضای ΈیM mبعدی خمینه تعریف١.١.
Έی به Έی های نگاشت آنها از و شوند ͳم نامیده مختصات های چارت باز های مجموعه زیر این است. شده پوشیده
برای Έی به Έی های نگاشت این از دارد. وجود Vα ⊂ Rm همبند و باز های مجموعه زیر بروی χα : Wα → Vα

هایی نگاشت ترکیب اگر است (ͳتحلیل ترتیب (به هموار خمینه شود. ͳم Mاستفاده روی بر ͳموضع مختصات تعریف
باشند. (ͳتحلیل ترتیب (به هموار ،χβα = χβ ◦ χ−1

α : χα[Wα ∩Wβ] → χβ[Wα ∩Wβ] دارند ͳهمپوشان که

با آن اشتراک اگر تنها و اگر است باز V ⊂ M مجموعه زیر این بر بنا شود. ͳم القا آن بر Rm از خمینه Έی توپولوژی
شود ͳم باعث تعریف این شود. نگاشته χα[V ∩Wα] ⊂ Rm از باز مجموعه زیر بروی V ∩Wα مختصات چارت هر
زیر Έی داشتن ͳمعن به پذیر، جدایی همیشه ما استفاده مورد های خمینه باشد. پذیر معکوس پیوسته نگاشت Έی χα هر
باز مجموعه زیر دو توسط تواند ͳمM در x ̸= y متمایز نقطه دو هر اینکه ͳمعن به هاسدورف و شمارا، و چΎال مجموعه
همبند خمینه Έی بود. خواهد باشد، ͳته V ∩W = ∅ آنها اشتراک که شوند جدا هم از چنان y ∈ W و x ∈ V

بتوان در که است ای خمینه ساده همبند نوشت. ͳته نا باز مجموعه زیر دو هم از جدا اجتماع عنوان به را آن نتوان اگر است
توسعه آنقدر تواند ͳم ͳمختصات های چارت گردایه معمولا کرد. تبدیل نقطه Έی به پیوسته ش΋ل تغییر با را بسته خم هر

نامند. ͳمM خمینه برای اطلس Έی را حاصل ماکسیمال گردایه شود. مم΋ن سازگار های چارت همه شامل که یابد

۵



یادآوری ١.١ ۶

از نقطه هر و گردد حذف خمینه از نقطه Έی ͳمعرف در χα ͳمختصات نگاشت به روشن ارجاع که است مرسوم عملا
ͳموضع مختصات نمایش با Wα ͳمختصات چارت داخل نقاط این بر بنا شود. گرفته ی΋سان Rm بر تصویرش با M
Έکم به ها نگاشت ͳهمپوشان ͳنواح در مختصات تغییر شود. ͳم گرفته ی΋سان x = (x1, . . . , xm) ∈ Vα آنها

شود. ͳم فراهم y = η(x) ͳموضع دیفئومرفیسم

بنا شوند. ͳمعرف ،ͳمحل مختصات انتخاب از مستقل ͳیعن ،ͳذات صورت به ͳبایست شوند ͳم تعریف ها خمینه بر که اشیایی
کند. ͳم فراهم ͳذات ͳهندس مطالعه برای مختصات از عاری های روش توسعه برای مناسبی جایΎاه ها خمینه این بر

m− 1 ͳتحلیل خمینه Έی که شود ͳم فراهم Sm−1 = {|x| = 1} ⊂ Rm واحد کره توسط ساده مثال .٢.١ مثال
جنوب قطب و شمال قطب ترتیب، به کردن، حذف با که ͳمختصات چارت دو توسط تواند ͳم خمینه این است. بعدی
شود. ͳم فراهم Rm−1 بر ١Έاستریوگرافی تصویر تابع توسط حالت این در ͳمحل مختصات شوند. پوشانده شود ͳم حاصل

ͳتابع استقلال ١.١.١

باشد. هموار ،ͳموضع مختصات نمایش در اگر شود ͳم خوانده هموار خود هموار، خمینه دو بین F : M → N نگاشت
نگاشت ،N بر y = (y1, . . . , yn) و ،M بر x = (x1, . . . , xm) شده داده ͳموضع مختصات برای دیΎر عبارت به
آن در که شود نوشته yi = F i(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , n ش΋ل به تر دقیق یا و y = F (x) ش΋ل به مذکور
مشابه طور به نیز ͳتحلیل نگاشت است. Rn بتوی Rm باز مجموعه زیر Έی ∞Cاز نگاشت Έی F = (F 1, . . . , F n)

شود. ͳم تعریف ͳتحلیل های خمینه بین

(∂F i/∂xj) ژاکوبین n×mماتریس رتبه با x ∈M نقطه Έی در F : M → N نگاشت Έی رتبه تعریف٣.١.
ثابت آن رتبه اگر شود ͳم خوانده منظم F نگاشت شود. ͳم تعریف x نقطه در F برای ͳموضع مختصات نمایش هر در

باشد.

مختصات صورت این در باشد. r رتبه با منظم یΈنگاشت F : M → N کنیم ͳفرضم .ͳضمن تابع قضیه .۴.١ قضیه
ͳکانون ش΋ل F که دارد وجود چنان N بر y = (y1, . . . , yn) Mو بر x = (x1, . . . , xm) ͳموضع

y = F (x) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) (١.١)

.[۴٧ صفحه ،١١] بΎیرد، خود به را

ͳخط توانند ͳم مناسب ͳموضع مختصات ͳمعرف با و هستند ارز هم ͳمحل بطور ثابت رتبه دارای های نگاشت همه این بر بنا
های نگاشت حوزه فقط نامه پایان این در ما بحث هستند. ها ͳتکینگ یابد ͳم کاهش نگاشت رتبه آنها در که ͳنقاط شوند.

بود. خواهد منظم

Stereographic projection١



٧ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عبارت توسط f : M → R هموار تابع Έی دیفرانسیل که کنیم ͳم یادآوری

df =
m∑

i=1

∂f

∂xi
dxi (٢.١)

شود. ͳم بیان

نقطه Έی در F رتبه باشد. f : M → R هموار ͳحقیق - مقدار توابع از ای خانواده F کنیم ͳم فرض تعریف١.۵.
آن رتبه اگر شود ͳم خوانده منظم خانواده این است. آنها های دیفرانسیل توسط شده پیموده فضای بعد از عبارت x ∈M

باشد. Mثابت بر

تعریف دامنه دارای که M خمینه Έی بر هموار ͳحقیق - مقدار توابع از {f1, . . . , fk} مجموعه Έی .۶.١ تعریف
H(z1, . . . , zk) هموار تابع Έی و U ͳΎهمسای ،x0 ∈ M هر برای اگر شوند ͳم خوانده ͳتابع وابسته هستند ͳمشترک

باشیم: داشته x ∈ U تمام برای که باشد موجود چنان نیست، صفر متحد Rk مجموعه زیر هیچ بر که
ͳتابع Mوابسته از باز مجموعه زیر هیچ بر اگر هستند ͳتابع مستقل توابع، مجموعه این .H(f1(x), . . . , fk(x)) = 0

نباشند.

هستند ͳتابع وابسته {y > 0} صفحه بالایی نیمه در f2(x, y) = xy/(x2 + y2) و f1(x, y) = x/y تابع دو مثلا
مشخص آنها رتبه توابع از منظم خانواده برای .f2 = f1/(1+f2

1 ) نوشت: اول تابع حسب بر توان ͳم را دوم تابع که چرا
است. موجود خانواده این در ͳتابع مستقل عضو چند که کند ͳم

بصورت f : U → R تابع دیفرانسیل باشد. محدب باز مجموعه Έی U ⊂ Rm کنیم فرض .٧.١ لم
f = f(x1, . . . , xr) اگر تنها و اگر است اول مختص r دیفرانسیل از ͳخط ترکیب شامل ،df =

∑r
i=1 hi(x)dx

i

باشد. ثابت f اگر تنها و اگر df = 0 بویژه باشد. اول مختص r از ͳتابع فقط

تابع r نقطه، هر از ͳΎهمسای Έی حداقل در صورت این در باشند، r رتبه از منظم F توابع از ای خانواده اگر .٨.١ قضیه
آنها از ͳتابع صورت به توان ͳم را f ∈ F دیΎر تابع هر که دارد وجود خاصیت این با f1, . . . , fr ∈ F ͳتابع مستقل

.f = H(f1, . . . , fr) نوشت:

x0 نقطه در df1, . . . , dfr آنها دیفراسیل که کنیم ͳم انتخاب چنان را f1, . . . , fr شده داده x0 ∈ M برای برهان.
کرد انتخاب چنان x0 حول (y, z) صورت به ͳمختصات ͳمحل صورت به توان ͳم ۴.١ قضیه طبق بر باشد. ͳخط مستقل
هم تابع این اینکه از صورت این در باشد F در دیΎری تابع هر f(y, z) اگر .fi(y, z) = yi, i = 1, . . . , r که
جدید مختصات در این بر بنا . باشد dfi های دیفرانسیل از ͳخط ترکیب بصورت ͳبایست آن دیفرانسیل است، r رتبه دارای
صفحه در تا باشد لازم اگر x0 نقطه ͳΎهمسای کردن Έکوچ با ٧.١ لم Έکم به حال .df =

∑r
i=1 hi(y, z)dy

i

ͳاصل مختصات به برگشت است. y از ͳتابع فقط f(y1, . . . , yr) که گیریم ͳم نتیجه آید، در محدب ش΋ل به ͳمختصات
کند. ͳم تمام را برهان x



یادآوری ١.١ ٨

ماکزیمال رتبه دارای آنها (∂fi/∂x
k) ×mژاکوبین rماتریس که باشد توابع از ای مجموعه f1, . . . , fr اگر نتیجه در

نقطه حول بنابراین و هستند r رتبه دارای نیز x0 ͳΎهمسای در شود ͳم نتیجه ͳپیوستگ از صورت این در باشد، x0 در r
mتابع حداکثر mبعدی، خمینه Έی در نقطه هر حول که دهد ͳم نتیجه ٨.١ قضیه همچنین باشند. ͳم ͳتابع مستقل x0

دارد. وجود ͳتابع مستقل

ها خمینه زیر ٢.١.١

خود نوع در که است ای مجموعه زیر واق΄ در زیرخمینه آید، ͳم بر Mبودن خمینه Έی ی زیرخمینه ͳمعن از که آنچنان
کنیم. پارامتری مناسبی نگاشت توسط را مجموعه زیر ͳبایست بودن تر دقیق برای باشد. ͳم خمینه Έی

مجموعه زیر از Mعبارت خمینه از (ͳتحلیل) هموار n−بعدی ور غوطه خمینه یΈزیر ور. غوطه خمینه زیر تعریف٩.١.
فضای ،Ñ اش دامنه که F : Ñ → N ⊂ M (ͳتحلیل) هموار Έی به Έی نگاشت Έی توسط که است N ⊂ M

از و منظم جا همه در F که است چنان Ñ و شود ͳم پارامتری است، (ͳتحلیل) هموار بعدی n خمینه Έی خود پارامتر،
باشد. ͳم n ماکزیمال رتبه

دلخواه به ͳΎهمسایΈی x ∈ N نقطه هر برای کننده، پارامتری نگاشت بودن منظم بر علاوه اگر است منظم زیرخمینه Έی
تابع قضیه باشد. Ñ از همبند و باز مجموعه زیر Έی F−1[U ∩ N ] که باشد موجود چنان x ∈ U ⊂ M Έکوچ

دهد. ͳم نتیجه فورا را منظم های زیرخمینه ͳکانون ش΋ل ،۴.١ ͳضمن

نقطه هر برای اگر تنها و اگر است منظم M m−بعدی خمینه از N ⊂ M بعدی n خمینه زیر Έی .١٠.١ قضیه
که: باشد موجود چنان x0 از U ͳΎهمسای بر x = (x1, . . . , xm) ͳمحل مختصات x0 ∈ N

.U ∩N = {x|x1 = · · · = xm−n = 0}

شود. ͳم تعریف است، باز زیربازه Έی I ⊂ R آن در که φ : I →M هموار نگاشت Έی Mتوسط خمینه بر خم Έی
حفظ بودن منظم شرط ͳبایست کند قط΄ را خود خم این اگر کند. ͳم تعریف را بعدی Έی خمینه Έی C = φ(I) خم
فقط و اگر بود خواهد منظم و است ͳمعمول بعدی Έی خمینه زیر Έی C صورت این در باشد Έی به Έی φ اگر گردد.

اگر
. lim
i→∞

φ(ti) = φ(t) ⇐⇒ lim
i→∞

ti = t

باشد. ͳم توابع از ای گردایه مشترک تراز مجموعه عنوان به ͳضمن بصورت آنها تعریف ها زیرخمینه بیان برای دیΎر روش
شود: ͳم تعریف F ͳحقیق - مقدار توابع از ای خانواده همزمان صفر بعنوان S واریته Έی

.SF = {x|f(x) = 0 for all f ∈ F}
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باشد. ثابت SF از ͳΎهمسای هر در F رتبه ثانیا و نباشد ͳته اولا اگر گفت خواهیم منظم را) معادلات (دستگاه را واریته
نگاشت Έی صفر توسط واریته که ͳوقت ویژه به شود. ͳم حاصل باشد منظم خانواده Έی خود F که ͳوقت دوم شرط
تابع قضیه شود. ͳم حاصل بودن منظم شود، تعریف ،x ∈ SF نقطه هر در ماکزیمال رتبه دارای که F : M → Rr

است. منظم خمینه زیر Έی منظم واریته که دهد ͳم نشان ١٠.١ قضیه همراه به ٨.١ ͳضمن

باشد، منظم SF ⊂M مرتبط واریته اگر Mباشد. m−بعدی خمینه بر توابع از ای Fخانواده فرضکنیم .١١.١ قضیه
کند. ͳم −mتعریف r بعد از منظم زیرخمینه Έی واریته این صورت این در

کره آن، واریته بنابراین و است مبدا از غیر به جا همه در Έی رتبه دارای F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 تابع مثلا
است. R3 از بعدی دو منظم خمینه زیر Έی واحد،

برداری های میدان ٣.١.١

x بر مار (هموار) خم Έی به مماس بردار توسط ͳهندس نظر از x ∈ M مانند نقطه Έی Mدر خمینه بر مماس بردار
ͳم تعیین مشتق توسط ،x = φ(t) شده پارامتری خم Έی به v|x مماس بردار ͳمحل مختصات در شود. ͳم تعریف
فضای هر دهد. ͳم تش΋یل x نقطه Mدر بر مماس فضای مماس، های بردار تمام از ای گردایه .v|x = φ′(t) شود
ͳمماس کلاف مماس، های فضا این همه دوختن هم به با Mاست. بعد مشابه بعد از برداری فضای Έی TM |x مماس
کلاف ΈیM خمینه بر و است 2m−بعدی خمینه Έی خود که شود، ͳم تش΋یل خمینه Έی TM = ∪x∈MTM |x

دهد. ͳم تش΋یل برداری

کند. ͳم تغییر هموار صورت به که است خمینه مختلف نقاط بر v|x ∈ TM |x مماس بردار Έی v برداری میدان Έی
به را برداری میدان Έی فرمول ͳمحل مختصات در است. TM ͳمماس کلاف از برش Έی برداری میدان دیΎر عبارت به

ش΋ل

v =
m∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
(٣.١)

علامت با مختصات های محور به مماس های بردار بویژه هستند. (ͳتحلیل) هموار توابع ξi ضرایب آن در که نویسیم ͳم
Έی y = η(x) اگر دهند. ͳم تش΋یل TM |x ͳمماس فضای برای را ای پایه و شوند ͳم داده نشان ∂/∂xi = ∂xi

فرمول توسط y پایه در (٣.١) برداری میدان صورت این در باشد مختصات تغییر

v =
m∑

j=1

(
m∑

i=1

ξi(x)
∂ηj

∂xi

)
∂

∂yj
(۴.١)

اند. شده محاسبه x = η−1(y) نقطه در ضرایب آن در که یابد ͳم نمایش
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در خم این بر مماس بردار اگر شود ͳم نامیده v برداری میدان برای انتگرال خم Έی φ : R → M شده پارامتری خم
معادلات دستگاه در x = φ(t) خم پارامتر تابع صورت این در باشد. ی΋سان نقطه آن در v برداری میدان با نقطه هر

اول مرتبه دیفرانسیل

.
dxi

dt
= ξi(x), i = 1, . . . ,m (۵.١)

از که شود ͳم نتیجه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب ی΋تایی و وجود استاندارد قضایای از کند. صدق ͳبایست
از ماکزیمال انتگرال خم این نمایش برای کند. ͳم عبور فرد به منحصر ماکزیمال انتگرال خم Έی x ∈ M نقطه هر
خم گذرد. ͳم x = exp(0v)x نقطه از t = 0 در که شود مشخص تا شود ͳم استفاده φ(t) = exp(tv)x نماد

باشد. نشده یا و شده تعریف ها t تمام برای است مم΋ن exp(tv)x

میدان بعنوان v برعکس و v برداری میدان شده تولید شار عنوان با exp(tv) های نگاشت سیالات Έانی΋م از الهام با
برقرارند: زیر بصورت شار Έی برای نمایی تابع استاندارد .قواعد شود ͳم شناخته شار، Έکوچ بینهایت مولد برداری

exp(tv) exp(sv)x = exp[(t+ s)v]x , exp(0v)x = x ,

exp(tv)−1x = exp(−tv)x ,
d

dt
exp(tv)x = v

∣∣∣∣
exp(tv)x

,
(۶.١)

از اول معادله دو شده داده شار Έی اگر برعکس باشد. شده تعریف عمل که هستند قرار بر ͳهنگام سوم و اول معادلات
آوریم: دست به گیری مشتق توسط را آن مولد برداری میدان توانیم ͳم صورت این در کند صدق را (۶.١)

. v|x =
d

dt
exp(tv)x

∣∣∣∣
t=0

, x ∈M (٧.١)

دیΎر، بیان به

. exp(tv)x = x+ tv|x + O(t2) (٨.١)

بصورت را v = ξ(x, u)
∂

∂x
+ η(x, u)

∂

∂u
ͳعموم برداری میدان از ͳمثالX ×U ≃ R2 فضای در مثال١٢.١.

با (۵.١) معادلات دستگاه برداری، میدان این exp(tv) شار محاسبه برای گیریم. ͳم نظر در v = x∂x برداری میدان
آید: ͳم در زیر بصورت u = φ2(t) و x = φ1(t) گرفتن نظر )در

φ̇1

φ̇2

)
=

(
φ1(t)

0

)
(٩.١)

گروه عمل گرفتن نظر در با که کنید توجه آید. ͳم دست به exp(tv)x0 = (x0e
t, 0) و x = φ1(t) = x0e

t بنابراین
exp(λv)x0 = λx0 را شود ͳم نامیده xجهت در بزرگنمایی که میدان این شار معمولا پارامتری، Έی گروه برای ضربی

نویسند. ͳم
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ͳیعن نباشد v ͳتکینگ نقطه x0 اگر باشد. M بر برداری میدان Έی v کنیم فرض فلوباکس. قضیه .١٣.١ قضیه
آن در که دارد وجود چنان x0 نقطه حول y = (y1, . . . , ym) مانند جعبه ͳمحل مختصات صورت این در ،v|x0 ̸= 0

نماید. تولید exp(tv)y = (y1 + t, y2, . . . , ym) بصورت ͳانتقال شار v = ∂/∂y1

مراجعه [۵٣] از ۴٠ صفحه در ١.۵٣ گزاره یه ͳمنته های گزاره سلسله به قضیه، این از ͳبرهان مشاهده برای برهان.
شود.

و آمده ͳکانون مختصات نام با ١٣.١ قضیه در اشاره مورد مختصات [٢.٢.۵-٣ قضیه ،٧] بلومن کتاب در .١۴.١ تذکر
زیر همΎن نا جزیی مشتقات با اول مرتبه ͳخط دیفرانسیل معادله برای ͳخصوص جواب Έی کردن پیدا به منوط آن محاسبه

است: شده

v(η(x)) = ξ1(x)
∂η

∂x1

+ ξ2(x)
∂η

∂x2

+ · · · + ξn(x)
∂η

∂xn

= 1 (١٠.١)

Έکم به (١٠.١) نظیر همΎن معادله از η برای دیΎر جواب (n− 1) آید، ͳم بدست روش بدین η برای که جواب Έی
آید: ͳم بدست مشخصه معادله

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · =

dxn

ξn(x)
(١١.١)

های اینواریانت فصل و [٧] به بیشتر بحث برای دهند. ͳم تش΋یل را مطلوب y = η(x) پایه تغییر هم کنار در که
شود. مراجعه ͳدیفرانسیل

ͳم نظر را w = (x, 0) = x∂x و v = (0, x) = x∂u برداری میدان دو X × U ≃ R2 فضای در .١۵.١ مثال
مشخصه معادله از v برای مانند جعبه مختصات گیریم.

dx

0
=
du

x

ͳخصوص جواب Έی با v(η2) = ξ1(x)
∂η2

∂x
+ ξ2(x)

∂η2

∂u
= x

∂η2

∂u
= 1 و η1(x, u) = x = cte جواب با

است: زیر بصورت ،(۴.١) طبق پایه این در w های مولفه آید. ͳم بدست η2(x, u) = u/x

. w(η) = x∂x(η
1, η2) = x∂x(x, u/x) = (x,−u/x)

شود: ͳم تعیین شده القا شار تحت f Έکوچ بینهایت تغییرات f : M → R تابع Έی به v برداری میدان Έی اعمال با

v(f(x)) =
n∑

i=1

ξi(x)
∂f

∂xi
=

d

dt
f(exp(tv)x)|t=0
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لایبنیتز قاعده از و هستند ͳخط که ͳمعن بدین کنند؛ ͳم اثر هموار توابع بر مشتق عنوان به برداری میدانهای ترتیب بدین
کنند: ͳم پیروی

. v(f + g) = v(f) + v(g) , v(f g) = fv(g) + gv(f) (١٢.١)

ͳم را تابع Έی روی بر شار اثر ͳل سری Έکم به .v(c) = 0 کنند، ͳم صفر را ثابت توابع برداری های میدان ویژه به
کرد محاسبه توان

f(exp(tv)x) = f(x) + tv(f(x)) +
1

2
t2v(v(f(x))) + · · · (١٣.١)

دیفرانسیل

خم هر اینصورت در باشد. آنها مابین هموار نگاشت Έی F : M → N کنیم ͳم فرض N Mو هموار خمینه دو برای
C̃ = F (C) = {φ̃(ϵ) = F (φ(ϵ))|ϵ ∈ یΈخم به F نگاشت Mتوسط Cبر = {φ(ϵ)|ϵ ∈ I} شده پارامتری
متناظر بردار به x = φ(ϵ) نقطه در C بر dφ/dϵ مماس بردار از نگاشت Έی F بنابراین شود. ͳم نگاشته N بر I}
نامیده F دیفرانسیل شده، القا نگاشت این کند. ͳم القا F (x) = F (φ(ϵ)) = φ̃(ϵ) تصویر نقطه در C̃ بر dφ̃/dϵ

است: شده

dF ( ˙φ(ϵ)) =
d

dϵ
{F (φ(ϵ))} (١۴.١)

M بر مماس فضای دیفرانسیل، بنابراین است، مماس x بر مار ͳخم بر واق΄ در ،v|x ∈ TM |x ͳمماس بردار هر اینکه از
نگارد: ͳم F (x) نقطه در N بر مماس فضای به را x نقطه در

. dF : TM |x → TN |F (x)

مماس بردار Έی v|x =
∑m

i=1 ξ
i ∂

∂xi
اگر آید. ͳم بدست زنجیری قاعده توسط ͳمحل مختصات در دیفرانسیل فرمول

اینصورت: در باشد x ∈M در

. dF (v|x) =
n∑

j=1

(
m∑

i=1

ξi∂F
j

∂xi
(x)

)
∂

∂yj
=

n∑
j=1

v(F j(x))
∂

∂yj
(١۵.١)

مختصات در ماتریس ش΋ل به آن نمایش که باشد ͳم TN |F (x) به TM |x از ͳخط نگاشت Έی dF |x که کنید توجه
است. x نقطه در F ژاکوبین ماتریس برابر ͳموضع


