


گذشتگͬ، خود از و ایثار کلمه از شدن انسانͬ و عظیم تعبیر پاس به

است، پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این در که وجودشان بخش امید گرمای و سرشار عاطفه پاس به

مͬ�گراید، شجاعت به پناه�شان در ترس و سرگردانͬ و است فریادرس که بزرگشان قلب�های پاس به

نمͬ�کند. فروکش هرگز که دریغشان بی محبت�های پاس به و

مͬ�کنم. تقدیم عزیزم راهنمای استاد و مهربانم مادر و پدر به را مجموعه این



تشͺر و تقدیر

است. زندگͬ زنده�ای، که کجا هر در

است. تلاش در روحͬ مͬ�کنͬ، زندگͬ که کجا هر در

پیداست. مسیری است، تلاش در روحͬ که کجا هر در

است. روشن هدفͬ پیداست، مسیری که کجا هر در

است. ͷنزدی است،کامیابی روشن هدفͬ که کجا هر در

الطاف از استعانت با تا کرد نصیبم دیͽری توفیق بی�منتهایش رحمت و فضل که را خدای سپاس و حمد

به که کسانͬ کلیه از که مͬ�دانم لازم خود بر برسانم. نظر مورد نتایج به را پایان�نامه این بتوانم بی�کرانش

آقای جناب ارجمندم راهنمای استاد از نمایم. وقدردانͬ تشͺر رساندند یاری پایان�نامه این انجام در مرا نحوی

بزرگواریشان و لطف قدردان امیدوارم و مͬ�کنم قدردانͬ و تشͺر اخلاق و علم معلم عنوان به ساعدپناه دکتر

باشم. است ایشان شایسته که آن�چنان من، به نسبت

کردستان، دانشͽاه ریاضͬ گروه اساتید سایر از همچنین و علͬ�پناه دکتر آقای جناب گرامیم مشاور استاد از

دارم. را تشͺر کمال شانظری دکتر آقای جناب خصوصا

است، بوده من راه بدرقه دعایشان که عزیزم، و زحمت�کش پدر دلسوزم، و مهربان مادر از پایان در

مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه بی�دریغشان محبت�های خاطر به عزیزم فروزان و فریده و مهدی از همچنین



چͺیده

و اولیه شرایط با مثبت، نوع از هسته�ی با هذلولوی اینتگرو-دیفرانسیل معادله�ی ͷی نامه پایان این در

نظریه�ی و چسبنده-کشسان مدلسازی در مثال، عنوان به قبیل، این از مسائلͬ است. شده گرفته نظر در مرزی،

مͬ�شوند. استفاده خطͬ کشسان

روش به مساله تقریبی حل مͬ�باشد، هذلولوی نوع از مطالعه مورد اینتگرو-دیفرانسیل معادله�ی که آنجا از

تقریبی حل به ابتدا نامه پایان این در مͬ�باشد. موج معادله�ی با مشابه آن تقریبی جواب آنالیز و متناهͬ عناصر

جواب برای را پیشین خطای تخمین�های و پرداخته مͺان، متغیر در متناهͬ، عناصر روش به موج معادله�ی

را متناهͬ �عناصر روش سپس مͬ�آوریم. بدست انرژی، روش� با آن، مͺانͬ و زمانͬ مشتق�های و آن تقریبی

نیم�گسسته و پیوسته مساله�ی پایداری مͬ�بریم. بͺار مͺان، متغیر در اینتگرو-دیفرانسیل، معادله�ی تقریب برای

همواری بهبود برای نهایت در مͬ�یابیم. را بهینه مرتبه�ی از پیشین خطای تخمین�های سپس و نموده اثبات را

مͬ�دهیم. ارائه را روشͬ L۲ نرم با پیشین خطای تخمین در جواب تابع

معادله�ی پیشین، خطای تخمین پایداری، تخمین متناهͬ، عناصر روش تغییراتͬ، فرم : کلیدی کلمات

هذلولوی دیفرانسیل اینتگرو
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مقدمه

کرد. بیان جزئͬ مشتقات حاوی معادلات با مͬ�توان را متغیر ͷی از بیش شامل ͬͺفیزی مسائل برخͬ

مͬ�شوند، معرفͬ (PDE) ١ جزئͬ دیفرانسیل معادلات عنوان به که معادلات این حل برای زیادی روش�های

ͷتکنی ͷی متناهͬ روشعناصر کرد. اشاره (FEM) ٢ متناهͬ عناصر ایده�ی به مͬ�توان جمله از دارند، وجود

رویͺردهای از ͬͺی مͬ�باشد. انتگرال معادلات بصورت (PDE) تقریبی جواب�های کردن پیدا برای عددی

مزیتروش مͬ�باشد. تقریبی معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه به (PDE) دادن انتقال اساس بر روش این

بسیاری است. مساله مرزی شرایط به پرداختن در آن نسبی سادگͬ دیͽر، روش�های به نسبت متناهͬ عناصر

ناحیه�ی مرز کلͬ حالت در و مͬ�باشند جزئͬ مشتقات شامل که هستند مرزی شرایط دارای ͬͺفیزی مسائل از

مشͺل بسیار دیͽر روش�های از استفاده با مرزی شرایط به پرداختن دارد. نامنظم شͺلͬ آنها شده تعریف

تابع این که مͬ�شود، بیان تابع ͷی از انتگرال�های بصورت مرزی شرایط متناهͬ، عناصر روش در اما است،

است. مساله خاص مرزی شرایط از مستقل روند، ساخت اساس پس مͬ�گردد، مینیمم

عمران مهندسͬ در ساختمانͬ محاسبات طرح و پیچیده ٣ کشسانͬ مسائل حل برای متناهͬ عناصر روش

و ۱۹۴۱ سال در ۴ هرینکوف الͺساندر کارهای در را روش این از استفاده است. آمده وجود به فضانوردی و

بردن بͺار در پیشͽامان این رویͺرد دید. مͬ�توان ۱۹۴۲ سال در ۵ کارنت ریچارد گزارش�های در همچنین

بدنه از شده ناشͬ مسائل برای مذکور روش توسعه ۱۹۵۰ دهه در است. متفاوت چشمͽیری بطور روش، این

دانشͽاه در ٧ برکلͬ و ۶ ارگریس کارهای در را عمران مهندسͬ در ساختمانͬ محاسبات طرح و هواپیما

١Partial differential equations
٢Finite element method
٣Elasticity
۴Alexander Hrennikoff
۵Richard Courant
۶John Argyris
٧Berrkeley

١



،٣ سترانگ ٢ فیͺس توسط ۱۹۷۳ سال در متناهͬ عناصر روش آنالیز کتاب دید. مͬ�توان ١ اشتوتگارد

داد. توسعه را متناهͬ عناصر روش�های

متناهͬ عناصر روش تئوری در که مفاهیمͬ و تعاریف بر مروری اول فصل در ابتدا نامه، پایان این در

ابتدا دوم فصل در و مͬ�پردازیم. خطͬ فضاهای از اصلͬ مفاهیمͬ به همچنین و داریم. مͬ�شوند برده بͺار

مساله�ی برای مذکور روش سپس کرده معرفͬ نقطه�ای دو مرزی مقدار مساله�ی برای را متناهͬ عناصر روش

پرداخته ۴ پیشین خطای تخمین به همچنین است. شده گرفته نظر در صفحه در یعنͬ بعدی دو حالت در مدل

روش جواب تقریب خطای همچنین و uh یعنͬ متناهͬ عناصر روش جواب برای خطا تحلیل به آن در که

متغیر در متناهͬ عناصر روش به عددی، تقریب به سوم فصل در مͬ�پردازیم. دقیق جواب به متناهͬ عناصر

پیشین خطای تخمین�های و مͬ�پردازیم، موج معادله�ی مرزی و غازین آ دقیق مقدارجواب مساله�ی برای مͺان

پیشین خطای تخمین همچنین مͬ�آوریم. بدست آن، مͺانͬ و زمانͬ مشتق�های و آن تقریبی جواب برای را

با هذلولوی -دیفرانسیل اینتگرو معادله�ی ͷی آخر فصل در مͬ�کنیم. اثبات جواب همواری بهبود برای را

فرمول مذکور مساله�ی برای را گسسته نیم متناهͬ عناصر روش سپس مͬ�گیریم، درنظر را مثبت نوع هسته�ی

پیشین خطای تخمین�های نهایتا مͬ�آوریم. بدست را آن شده�ی تجزیه فرم و پایداری تخمین و مͬ�کنیم بندی

مͬ�کنیم. اثبات متناهͬ عناصر روش برای را بهینه مرتبه�ی از

١Stuttgart
٢Fix
٣Strang
۴A priori error estimates

٢



١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

برده بͺار متناهͬ عناصر روش تئوری در که مفاهیمͬ و تعاریف بر داشت خواهیم مروری فصل این در

نمایش مهم قضیه�ی بیان به برداری)، (فضاهای خطͬ فضاهای از اصلͬ مفاهیمͬ یادآوری از پس مͬ�شوند.

جمله از تابعͬ، فضاهای از تعاریفͬ سپس مͬ�پردازیم. ٢ لͺس-میلͽرام لم یعنͬ آن تعمیم همچنین و ١ ریس

[٢۴] و [٢١] ، [١۵] مراجع از شده آورده مطالب نمود. خواهیم ارائه سوبولوف، فضاهای و Lp فضاهای

مͬ�باشند.

خطͬ فضاهای ١.١

یعنͬ باشد، حقیقͬ برداری) (فضای خطͬ فضای ͷی V کنیم فرض

∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R λu+ µv ∈ V .

�طوریͺه به مͬ�باشد، L : V −→ R تابع ͷی ،V روی L خطͬ تابعک

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v), ∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R.

طوریͺه به مͬ�باشد، a : V × V −→ R تابع ͷی V روی a(·, ·) دوخطͬ فرم

∀u, v, w ∈ V, λ, µ ∈ R,

١Riesz’ representation
٢Lax-Milgram lemma

٣



(i) a(λu+ µv,w) = λa(u,w) + µa(v, w),

(ii) a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v).

a(w, v) = a(v, w), ∀v, w ∈ V, اگر مͬ�شود گفته متقارن a(·, ·) دوخطͬ فرم

.a(v, v) > ۰, ∀v ∈ V, v ̸= ۰ اگر است، مثبت معین و

خاصیت آنگاه باشد، برقرار تقارن خاصیت نیز و (i) خاصیت a(·, ·) دوخطͬ فرم برای اگر .١.١.١ تبصره

مͬ�شود. نتیجه آن�ها از (ii)

V روی داخلͬ ضرب باشد، متقارن و مثبت معین V روی که a(·, ·) دوخطͬ فرم (١) .٢.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده

مͬ�شود. نامیده داخلͬ ضرب فضای داخلͬ، ضرب با V خطͬ فضای (٢)

مͬ�کنیم، تعریف زیر بصورت را آن متناظر نرم باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای V اگر (٣)

∥v∥ = (v, v)
۱
۲ , ∀v ∈ V. (١.١)

طوریͺه به مͬ�باشد، ∥ · ∥ : V −→ R≥۰ تابع ͷی V خطͬ فضای در نرم .۶.١.١ تعریف

∥v∥ > ۰, ∀v ∈ V, v ̸= ۰,

∥λv∥ = |λ|∥v∥, ∀λ ∈ R, v ∈ V,

∥v + w∥ ≤ ∥v∥ + ∥w∥, ∀v, w ∈ V.

با که اول شرط استثنای به باشد، برقرار نرم شرایط اگر مͬ�شود، نامیده ١ نرم نیم ͷی ،∥ · ∥ تابع

شود. صفر مͬ�تواند v ̸= ۰ بعضͬ برای ∥v∥ بنابراین مͬ�شود، جایͽزین ∥v∥ ≥ ۰, ∀v ∈ V,

گوییم، کوشͬ دنباله�ی ͷی را V در {vi}∞i=۱ نامتناهͬ دنباله�ی (١) .٣.١.١ یادآوری

.∥vi − vj∥ −→ ۰ آنگاه i, j −→ ∞ هرگاه

مͬ�شود. نامیده نرمدار خطͬ فضای نرم، ͷی با خطͬ فضای (٢)

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله�������������������������������������������ی هر اگر مͬ�شود، نامیده Vتام نرمدار فضای (٣)

.∥vi − v∥ −→ ۰ باشیم داشته i→ ∞ برای �طوریͺه به باشد داشته وجود v ∈ V یعنͬ

مͬ�باشد. تام نرمدار فضای ͷی باناخ: فضای .۴.١.١ تعریف

١Semi norm

۴



باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای لذا مͬ�باشد، تام داخلͬ ضرب فضای ͷی هیلبرت: فضای .۵.١.١ تعریف

مͬ��باشد.

فضای نرمدار خطͬ فضاهای همه�ی اما است، نرمدار خطͬ فضای داخلͬ، ضرب فضای .٧.١.١ یادآوری

نیستند. داخلͬ ضرب

یعنͬ باشد، آن خطͬ فضای زیر ͷی V۰ ⊂ V و هیلبرت فضای ͷی V کنیم فرض متعامد: تصویر

و {vj}∞j=۱ ⊂ V۰ اگر مͬ�شود، نامیده بسته V۰ فضای زیر .∀v, w ∈ V۰, ∀λ ∈ R; v + w ∈ V۰, λv ∈ V۰

شده برده بͺار داخلͬ ضرب همان با V۰ خطͬ فضای .v ∈ V۰ که �دهد نتیجه vj −→ v ،j −→ ∞ برای

مͬ�باشد. هیلبرت فضای ͷی V برای

زیر بصورت یͺتایی بطور مͬ�توان را v ∈ V هر آنگاه باشد، V از بسته فضای زیر ͷی V۰ کنیم فرض

نوشت،

v = v۰ + w,

مͬ�باشد. v۰ ∈ V۰, w ∈ V ⊥
۰ آن در که

دیͽر �عبارت به مͬ�باشد، v به V۰ در عنصر نزدیͺترین و یͺتا v۰ عنصر

∥v − v۰∥ = min
u∈V۰

∥v − u∥.

، v۰ متعامد تصویر است. هیلبرت فضای تئوری در اساسͬ نتیجه�ای که مͬ�شود، نامیده تصویر قضیه�ی این،

مͬ�دهیم. نمایش PV۰v = v۰بصورت را آن و مͬ�باشد V۰ �توی� به v از

یͺسان V فضای با V۰ بسته�ی خطͬ فضای زیر اگر که، است این تصویر قضیه�ی از مفید نتیجه�ی ͷی

دارد. V۰وجود به متعامد w ∈ V ناصفر بردار یعنͬ است، نرمال بردار ͷی دارای آنگاه نباشد،

حالتͬ چنین در شویم، مواجه مختلط ضرایب با V خطͬ فضای در اگر کلͬ�تر حالت در .٨.١.١ تذکر

خطͬ اول متغیر برحسب و هرمیتͬ که باشد، داشته وجود V ×V روی تعریفشده (v, w) داخلͬ اگرضرب

است. داخلͬ ضرب فضای ͷی (١.١) در شده تعریف نرم با فضایی چنین (v, w) = (w, v) یعنͬ باشد،

مͬ�شود. نامیده مختلط هیلبرت فضای ͷی فضایی چنین باشد، برقرار نرم این به نسبت بودن تام اگر

به باشند، داشته وجود c, Cمثبت ها�ی ثابت اگر هستند، معادل V ∥در · ∥b ∥و · ∥a نرم دو .٩.١.١ تعریف

طوریͺه

c∥v∥b ≤ ∥v∥a ≤ C∥v∥b, ∀v ∈ V.

۵



ثابت اگر مͬ�شود نامیده Bکراندار : V −→W عملͽرخطͬ باشند، هیلبرت فضای V,Wدو کنیم فرض

طوریͺه به باشد، داشته Cوجود

∥Bv∥W ≤ C∥v∥V , ∀v ∈ V. (٢.١)

بصورت B کراندار خطͬ عملͽر با متناظر نرم

∥B∥ = sup
v∈V \{۰}

∥Bv∥W

∥v∥V
,

بنابراین مͬ�شود. تعریف

∥Bv∥W ≤ ∥B∥∥v∥V , ∀v ∈ V.

برقراراست. آن ازای به (٢.١) طوریͺه به است، C ثابت کوچͺترین ∥B∥ لذا

آنگاه ،V در vj −→ v اگر یعنͬ مͬ�باشد، پیوسته B : V −→W کراندار خطͬ عملͽر .١٠.١.١ تذکر

.j −→ ∞ Wهنگامیͺه در Bvj −→ Bv

داریم: ،j −→ ∞ برای زیرا

∥Bvj −Bv∥W = ∥B(vj − v)∥W ≤ ∥B∥∥vj − v∥ −→ ۰.

vi ͷی i > ۰ برای لذا نباشد، کراندار که فرضکنیم مͬ�باشد. کراندار پیوسته، خطͬ عملͽر ͷی عکس بر و

طوریͺه به دارد وجود

∥Bvi∥ > i∥vi∥,

اینصورت wiدر = vi∥Bvi∥−۱ دهیم قرار اگر

∥wi∥ = ∥vi∥∥Bvi∥−۱ <
۱
i

حالیͺه در ||Bwi|| −→ ۱ لذا ∥Bwi∥ = ∥Bvi∥∥Bvi∥−۱ = ۱ اما ، ۱
i
−→ ۰ آنگاه i −→ ∞ اگر که

است. تناقض در پیوستگͬ تعریف با که wi −→ ۰

مͬ�شود. تبدیل خطͬ تابعک به عملͽرخطͬ تعریف آنگاه Wباشد، = R که درحالتͬ .١١.١.١ تذکر

V ∗ با و مͬ�شود نامیده V دوگان فضای V روی کراندار خطͬ تابعک�های مجموعه�ی .١٢.١.١ تعریف

بصورت V ∗ در متناظر نرم مͬ�شود. داده نمایش

∥L∥V ∗ = sup
v∈V \{۰}

|L(v)|
∥v∥V

۶



است، خطͬ فضای ͷی V ∗ که داریم توجه مͬ�شود. تعریف

((λL+ µm)(v) = λL(v) + µm(v), ∀L,m ∈ V ∗, λ, µ ∈ R),

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی V ∗ بنابراین مͬ�باشد، تام نیز V ∗ بالا در شده تعریف نرم با و

�طوریͺه به باشد، داشته Mوجود ثابت اگر مͬ�باشد، کراندار V روی a(·, ·) دوخطͬ فرم .١٣.١.١ تعریف

|a(w, v)| ≤M∥w∥∥v∥, ∀w, v ∈ V.

هر برای آنگاه باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای V که کنیم فرض نمایشریس: .١۴.١.١ قضیه

طوریͺه به دارد وجود یͺتایی u ∈ V, V روی L کراندار خطͬ تابعک

(u, v) = L(v), ∀v ∈ V. (٣.١)

�علاوه به و

∥L∥V ∗ = ∥u∥V . (۴.١)

طوریͺه به u ∈ V دارد وجود L ∈ V ∗ هر برای دیͽر عبارتͬ به

(u, v) = L(v) ∀v ∈ V.

کرد. رجوع [٢١] به مͬ�توان بیشتر مراجع برای

آنگاه باشند، (٣.١) جواب دو هر u۱, u۲ ∈ V اگر (یͺتایی): اثبات.

(u۱, v) = (u۲, v), ∀v ∈ V.

داریم: بنابراین

(u۱ − u۲, v) = ۰, ∀v ∈ V,

داریم: v = u۱ − u۲ انتخاب با

(u۱ − u۲, u۱ − u۲) = ∥u۱ − u۲∥۲ = ۰,

.u۱ = u۲ بنابراین و

٧



در مͬ�باشد، (٣.١) مساله�ی برای بدیهͬ جواب ͷی u = ۰ آنگاه ،L(v) = ۰, ∀v ∈ V اگر (وجود):

کنیم فرض .v ∈ V بعضͬ برای L(v) ̸= ۰ غیراینصورت

V۰ = {v ∈ V |L(v) = ۰},

از ،V در vi −→ v و باشد {vi} ∞
i=۱ ⊂ V۰ اگر اینکه �دلیل به مͬ�باشد، V از بسته فضای زیر ͷی که

دارد وجود بنابراین L(vi) −→ ۰ = L(v) لذا مͬ�باشد، پیوسته بنابراین کراندار، و خطͬ L چون هم طرفͬ

نتیجه در v = v۰ + w طوریͺه به v۰ ∈ V۰, w ∈ V ⊥
۰

L(v) = L(v۰) + L(w) = ۰ + L(w) = L(w),

دیͽر طرفͬ از مͬ�باشد، L(w) ̸= ۰ بنابراین

L
(
v − w

L(v)
L(w)

)
= L(v) − L(w)

L(w)
L(v) = ۰, ∀v ∈ V.

نتیجه در

v − w
L(v)
L(w)

∈ V۰

لذا w ∈ V ⊥
۰ )چون

v − w
L(v)
L(w)

, w
)

= ۰,

بنابراین

(v, w) −
(
∥w∥۲

V

L(v)
L(w)

)
= ۰,

نتیجه در

(v, w) = ∥w∥۲
V

L(v)
L(w)

,

داریم: )بنابراین
v, w

L(w)
∥w∥۲

V

)
= L(v), L(v) = (v, u), ∀v ∈ V.

(۴.١) اثبات برای اکنون

∥u∥V = ∥w L(w)
∥w∥۲

V

∥V =
|L(w)|
∥w∥V

≤ sup
v∈V \{۰}

|L(v)|
∥v∥V

= ∥L∥V ∗ ,

٨



∥L∥V ∗ = sup
v∈V \{۰}

|L(v)|
∥v∥V

= sup
v∈V \{۰}

|(u, v)|
∥v∥V

≤ sup
v∈V \{۰}

∥u∥V ∥v∥V

∥v∥V
= ∥u∥V ,

لذا

∥u∥V = ∥L∥V ∗ .

درحالتͬ درنتیجه سازیم، متناظر u ∈ V با مͬ�توانیم Lرا ∈ V ∗ کراندار تابعک�هایخطͬ .١۵.١.١ تذکر

مͬ�باشد. معادل V با V ∗ باشد، هیلبرت فضای V که

ریس: نمایش قضیه�ی از کاربردی

مͬ�رسیم، زیر بصورت معادله�ای به جواب یافتن برای اوقات گاهͬ

طوریͺه به u ∈ V کردن پیدا

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V, (۵.١)

متقارن دوخطͬ فرم a(·, ·) باشد، V روی کراندار خطͬ تابعک ͷی L و باشد هیلبرت فضای V آن در که

طوریͺه به α > ۰ باشد داشته وجود یعنͬ مͬ�باشد، ١ کئرسیو V در a(·, ·) باشد،

a(v, v) ≥ α∥v∥۲
V , ∀۰ ̸= v ∈ V.

قضیه�ی پس است، V در داخلͬ ضرب ͷی مͬ�باشد، مثبت معین و متقارن که a(·, ·) دوخطͬ فرم چون

(۵.١) در v = u فرض با �علاوه به مͬ�دهد، نتیجه L ∈ V ∗ هر برای را یͺتایی u ∈ V وجود ریس نمایش

داریم: کئرسیو خاصیت به توجه با و

α∥u∥۲
V ≤ a(u, u) = L(u) ≤ ∥L∥V ∗∥u∥V ,

نتیجه در

∥u∥V ≤ C∥L∥V ∗ , C =
۱
α
.

مͬ�باشد. انرژی تخمین از مثالͬ این

مͬ�باشد، صفر به کراندار پایین، از زیرا مͬ�دهد، نتیجه را بودن مثبت معین کئرسیو، خاصیت .١۶.١.١ تذکر

a(v, v) ≥ α∥v∥۲
V > ۰, ∀v ∈ V, α > ۰,

١Coercive
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نیست. درست همواره آن عکس ولͬ

انرژی نرم آنگاه است، وکراندار کئرسیو که باشد، V روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی a(·, ·) اگر .١٧.١.١ تذکر

مͬ�شود تعریف زیر بصورت

∥v∥a =
√
a(v, v), ∀۰ ̸= v ∈ V.

a(·, ·) بودن وکئرسیو کراندار از استفاده با زیرا هستند، معادل V روی ∥ · ∥a , ∥ · ∥V نرم دو .١٨.١.١ تذکر

داریم:

√
α∥v∥V =

√
α∥v∥۲

V ≤ ∥v∥a =
√
a(v, v) ≤

√
M∥v∥V ∥v∥V =

√
M∥v∥V .

و ∥ · ∥a نرم با هیلبرت فضای ͷی همچنین V بنابراین و است معادل V روی ∥ · ∥V با ∥ · ∥a بنابراین

∥ · ∥a نرم با آنگاه باشد، همͽرا v به اصلͬ نرم با کوشͬ دنباله ͷی اگر زیرا مͬ�باشد، a(·, ·) داخلͬ ضرب

ارزند. هم چون همͽراست، نیز

کرد. مشخص سازی مͬ�نیمم مساله�ی ͷی بصورت مͬ�توان را (۵.١) مساله�ی سازی: مͬ�نیمم مساله�ی

L و V روی مثبت ومعین متقارن دوخطͬ فرم a(·, ·) و هیلبرت فضای ͷی V کنیم فرض .١٩.١.١ قضیه

اگر تنها و اگر مͬ�کند، صدق (۵.١) در u ∈ V آنگاه باشد، (L ∈ V ∗) V روی کراندار خطͬ نیزتابعک

F (u) ≤ F (v), ∀v ∈ V, (۶.١)

.F (v) =
۱
۲
a(v, v) − L(v) آن در که

مͬ�کنیم تعریف حال باشد. دلخواه v ∈ V و کند صدق (۵.١) در u کنیم فرض ابتدا اثبات.

داریم: آنگاه ، v = u+ w لذا و w = v − u ∈ V

F (v) =
۱
۲
a(u+ w, u+ w) − L(u+ w)

=
۱
۲
a(u+ w, u) +

۱
۲
a(u+ w,w) − L(u+ w)

=
۱
۲
a(u, u) +

۱
۲
a(w, u) +

۱
۲
a(u,w) +

۱
۲
a(w,w) − L(u+ w)

=
۱
۲
a(u, u) + a(u,w) − L(u) − L(w) +

۱
۲
a(w,w)

= F (u) +
۱
۲
a(w,w) ≥ F (u).

است شده استفاده a(·, ·) بودن مثبت معین تقارن، خاصیت ،(۵.١) از بالا در

١٠



تابع و شده داده v ∈ V ͷی برای آنگاه باشد، (۶.١) مساله�ی از جوابی u ∈ V اگر برعکس

داریم: g(t) = F (u+ tv)

g(t) = F (u+ tv) ≥ F (u) = g(۰), ∀t ∈ R.

است دو درجه�ی از چندجمله�ای ͷی g(t) اما مͬ�باشد، t = ۰ در مینیمم ͷی دارای g(t) بنابراین

داریم: طرفͬ از .g′(۰) = ۰ بنابراین و

g(t) =
۱
۲
a(u+ tv, u+ tv) − L(u+ tv) =

۱
۲
a(u, u) − L(u) + t(a(u, v) − L(v))

+
۱
۲
t۲a(v, v).

نتیجه در

g′(t) = a(u, v) − L(v) + ta(v, v),

لذا و

g′(۰) = a(u, v) − L(v) = ۰,

مͬ�دهد نتیجه که

a(u, v) = L(v).

جوابی وجود آنگاه باشد، V روی وکراندار مثبت ومعین نامتقارن دوخطͬ فرم a(·, ·) اگر .٢٠.١.١ تذکر

مͬ�باشد. ریس نمایش قضیه�ی از تعمیمͬ که مͬ�شود،�� اثبات -میلͽرام لͺس لم از استفاده با (۵.١) یͺتابرای

روی کراندار خطͬ فرم L و V هیلبرت فضای در کئرسیو و کراندار a(·, ·) دوخطͬ اگرفرم .٢١.١.١ قضیه

انرژی تخمین �علاوه به باشد. برقرار (۵.١) �طوریͺه به دارد، وجود u ∈ V یͺتای بردار آنگاه باشد، V

است. برقرار نیز ∥u∥V ≤ C∥L∥V ∗

داریم، را یͺتایی b ∈ V وجود ریس نمایش قضیه�ی از استفاده با و V در (·, ·) داخلͬ ضرب با اثبات.

طوریͺه به

L(v) = (b, v), ∀v ∈ V.

١١



وجود یͺتایی A(u) ∈ V بنابراین مͬ�باشد، V روی کراندار خطͬ تابعک a(u, ·), ∀u ∈ V �علاوه به

�طوریͺه به دارد،

a(u, v) = (A(u), v), ∀v ∈ V.

ͷی Au که است مشخص سادگͬ به است. V روی عملͽر ͷی Au = A(u) و A : V −→ V آن در که

و است معادل Au = b با (۵.١) بنابراین ،A ∈ V ∗ صورت این در مͬ�باشد، V روی کران�دار خطͬ عملͽر

داریم: کئرسیو ازخاصیت بااستفاده مͬ�باشد. u = A−۱b یͺتای جواب دارای b هر برای که مͬ�دهیم نشان

α∥v∥۲
V ≤ a(v, v) = (Av, v) ≤ ∥Av∥V ∥v∥V ,

بنابراین

α∥v∥V ≤ ∥Av∥V , ∀v ∈ V. (٧.١)

همچنین این است. ͷی به ͷی A یعنͬ ،v = ۰ مͬ�دهد نتیجه Av = ۰ زیرا مͬ�دهد، نشان را یͺتایی که

پوچͬ فضای بصورت

N(A) = {v ∈ V |Av = ۰} = ۰,

مͬ�شود. بیان

که b ∈ V هر برای مͬ�دهیم نشان که، معنͬ این به دارد وجود b ∈ V هر برای u ∈ V که مͬ�دهیم نشان

توجه باشد، مͬ� R(A) = V باشد، R(A) = {w ∈ V | wباشد = Av که v ∈ V بعضͬ {برای به متعلق

برای که کنیم فرض مͬ�باشد، بسته R(A) مͬ�دهیم نشان مͬ�باشد، V از خطͬ زیرفضای R(A) که مͬ�کنیم

داریم: i, j −→ ∞ برای (٧.١) به توجه با .V در Avj −→ w, j −→ ∞

∥vj − vi∥V ≤ α−۱∥Avj −Avi∥V −→ ۰,

نتیجه در و Avj −→ Av = w, A پیوستگͬ به توجه با و vj −→ v ∈ V, j −→ ∞ برای بنابراین

مͬ�باشد. بسته R(A) لذا w ∈ R(A)

لذا دارد، وجود R(A) به متعامد و w ̸= ۰ ، تصویر قضیه�ی به توجه با آنگاه R(A) ̸= V کنیم فرض اکنون

داریم: تعامد خاصیت به توجه با

α∥w∥۲
V ≤ a(w,w) = (Aw,w) = ۰

١٢



برای یͺتایی جواب لذا R(A) = V بنابراین است، درتناقض w ناصفربودن با که مͬ�باشد، w = ۰ بنابراین

مͬ�باشد. قبلͬ قضیه�ی اثبات روش همان به انرژی تخمین اثبات دارد، وجود b ∈ V هر

سازی مینیمم مساله�ی بصورت نمͬ�توان را جواب باشد نداشته وجود تقارن که درحالتͬ .٢٢.١.١ تذکر

نوشت.

V = Rn کنیم فرض متناهͬ: بعد با فضای در معادلاتخطͬ برای جواب یͺتایی و وجود .٢٣.١.١ تذکر

A آن در که مͬ�شود، نوشته Au = b ماتریسͬ فرم به که مͬ�گیریم درنظر V در را خطͬ معادله�ی ͷی و

یͺتای جواب شده، داده b ∈ V برای که مͬ�دانیم مͬ�باشند. بعدی n بردارهایی u, b و n× n ماتریس ͷی

اگر تنها و اگر مͬ�باشد، موجود A−۱ همچنین باشد. موجود A−۱ اگر تنها و اگر است، موجود مساله

.det(A) = |A| ̸= ۰

Au = b لذا مͬ�باشد، u ̸= ۰ بدیهͬ غیر جواب دارای Au = ۰ آنگاه ،det(A) = ۰ اگر .٢۴.١.١ تذکر

Au = b جواب است،که پذیر حل درصورتͬ دارد). بی�نهایتجواب یا ندارد نیست(جواب پذیر حل همواره

نیست. یͺتا اما است موجود جواب باشد، داشته جواب بی�نهایت که حالتͬ در باشد، موجود و یͺتا

مͬ�دهد. نتیجه را جواب وجود لذا باشد، det(A) ̸= ۰ که برقراراست، هنگامͬ یͺتایی خاص، درحالت

داریم. لحظه همان در را جواب وجود آنگاه کنیم اثبات را یͺتایی اگر باشد، متناهͬ بعد که درحالتͬ بنابراین

توابع فضاهای ٢.١

Ckفضاهای ١.٢.١

داریم توجه مͬ�دهیم. Mنمایش روی پیوسته توابع خطͬ فضای بصورت را C(M) فضای ،M ⊂ RN برای

نرم با C(M) از خطͬ فضای زیر ͷی {v ∈ C(M)|است {vکراندار که

∥v∥C(M) = sup
x∈M

|v(x)|, (٨.١)

مͬ�باشد.

در سوپریمم باشد، فشرده مجموعه�ای دیͽر �عبارتͬ به باشد، کراندار و بسته مجموعه�ای M هنگامیͺه

یعنͬ مͬ�گیرد، را خود مقدار (٨.١)

∥v∥C(M) = max
x∈M

|v(x)|.

١٣



M در یͺنواخت همͽرایی C(M) در همͽرایی و مͬ�شود نامیده ماکزیمم-نرم نرم، حالت این در است،

داریم: i −→ ∞ برای اینکه �دلیل به مͬ�باشد،

∥vi − v∥C(M) = sup
x∈M

|vi(x) − v(x)| −→ ۰,

پیوسته نیز حدآن آنگاه باشد، یͺنواخت همͽرای M روی پیوسته توابع از دنباله ͷی اگر .١.٢.١ یادآوری

به نیست، هیلبرت فضای ͷی C(M) اما است. باناخ یعنͬ تام، نرمدار فضای ͷی C(M) بنابراین مͬ�باشد،

نمͬ�باشد. (١.١) بصورت شده تعریف داخلͬ ضرب ͷی با متناظر ماکزیمم-نرم، اینکه �دلیل

عدد هر برای .١ همبند و باز مجموعه�ی ͷی یعنͬ باشد، دامنه ͷی Ω ⊂ Rd کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ تعریف �باشند، مشتق�پذیر پیوسته بطور بار k که v توابع همه�ی خطͬ فضای را Ck(Ω), k ≥ ۰ صحیح

دیͽر �عبارتͬ به کنیم،

Ck(Ω) = {v |Dαv ∈ C(Ω), |α| ≤ k},

و ۰ ≤ αi ∈ Z مولفه�های با مولفه�ای d ٢ چند-اندیس بردار ͷی α = (α۱, ..., αd) آن در که

مͬ�باشد. |α| =
∑d

i=۱ αi

بصورت را |α| مرتبه�ی از جزئͬ مشتق v : Rd −→ R تابع برای

Dαv =
∂|α|v

∂xα۱
۱ ...∂xαd

d

,

مͬ�دهیم. نمایش Xα = xα۱
۱ ...xαd

d , بصورت را Xα, X = (x۱, ..., xd) ∈ Rd, برای همچنین و

مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت را Ck(Ω), C(Ω) باشد، کراندار دامنه�ی ͷی Ω ⊂ RN کنیم فرض

C(Ω) = {v ∈ C(Ω) است| کراندار v }

مͬ�باشد، باناخ فضای ͷی که

Ck(Ω) = {v ∈ Ck(Ω) |Dαv ∈ C(Ω), ∀|α| 6 k}

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی نیز

که داریم توجه

∥v∥Ck(Ω) = max
|α|6k

∥Dαv∥C(Ω) = max
|α|6k

max
x∈Ω

|Dαv(x)|,

١Connected and open set
٢Multi-index

١۴


