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 چكيده

ليهمختلط ناوردا روي گرون نامه، طبقه بندي ساختارهاي ابرهدف اين پايا Gبعدي حقيقي-�هاي

مي.است كدهيم گروهنشان ميه ساختارهاي ابرهاي لي همبند ساده :هايپذيرند، به صورتمختلط ناوردا

حلگرو-� از كواترنيونهاي غير صفرH* ضربي گروه-� از كواترنيونهاHگروه جمعي-� پذيريه هاي

و ضرب-�.كنندعمل مي�CHوRH4حقيقي كه بطور ساده متعدي روي فضاهاي هيپربوليك مختلط

.هستند،C�Cنيم مستقيم 

دارند در حالي كه باقي) غير هم ارز(مختلط ناورداي از ساختارهاي ابرRP2 يكC�CوCH2 فضاهاي

يكگروه ميو در نهايت منيفلدهاي چهار بعدي ابر. در حد هم ارزي دارندRP2 ها فقط - هرميتي بررسي

.شوند

ت كليدي  مختلط، ساختار ابرهرميتيساختار ابر: كلما
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 فصل اول

و مقدمات  تاريخچه
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تاريخچه� -� 

ميدر مورد ساختارهاي ابر چارلز. آوريممختلط كارهاي فراواني انجام شده كه تعدادي از آنها را در زير

در اين زمينه ياستون.صيف نمودرا تو2ساساكين-�ساختارهايمختلط از ساختارهاي ابر 1988در1بوير

ديسي ساختارهاي ابر مختلط روي منيفلدهاي گروهي را بيان كرد وي دگرساختارهاي ابر ����در3پون

بعدي-�ط مختلهاي ابرمنيفلد 2000سال در4آنا فينا.هاي لي فشرده را بررسي نمودگروه رويمختلط 

بعدي بررسي-�مختلط را در حالت هاي لي پوچ توان ابرگروه به همراه آنا فينا5دوتي.را طبقه بندي كرد

و سپس با همكاري باربريز حلاي ابرمختلط روي يك كلاس از گروهساختاره6نموده پذير را هاي لي

. توصيف نمود

و ابرساختارهاي ابر يكيلر روي كلافكمختلط توسط ميكي هاي مماس از فضاهاي متقارن هرميتي رتبه

ليهمختلط ناوردا روي گروهارهاي ابرساختهمچنين باربريز. بررسي شد7تييوك عدي را طبقهب-�اي

فشبر روي گروهاين ساختارها را8جويسيدر اين زمينه. بندي نمود در مورد.ده بررسي كردرهاي لي

. گنجدتوان به كارهاي بيشتري اشاره كردكه ادامه آنها در اين بحث نميمي مختلطساختارهاي ابر
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 مقدمه�-�-�

و قضايايي را مي در فصل. هاي بعدي استفاده خواهيم نمودآوريم كه از آنها در فصلدر فصل اول تعاريف

و ابر و مثالدوم ساختارهاي مختلط و با ارائه لم ميمختلط را تعريف نموده . نماييمهايي آنها را بررسي

ليمختلط روي گروهفصل سوم شامل دو بخش است كه در بخش اول ساختارهاي ابر حل-�هاي بعدي

طنا ميپذير و در بخش دوم اين ساختارها را روي گروهبقه بندي حل-�هاي لي شوند پذير طبقه بعدي

و ابر.كنيممي بندي ميدر فصل چهارم ساختارهاي هرميتي و سپس ساختارهاي هرميتي را تعريف نمائيم

مي-�هاي لي هرميتي را روي گروهابر را. كنيمبعدي طبقه بندي تعريف نموده در فصل پنجم متر كيلر

.نمائيمنتايج حاصله را بيان مي

وCدر تمام اين پايان نامه ميمجموعه اعدادRنمايانگر مجموعه اعداد مختلط .باشدحقيقي

و قضاياي مقدماتي�-�  تعاريف

است اگرnژيك از بعد يك منيفلد توپولوMيك فضاي توپولوژيك: منيفلد توپولوژيك�-�-�

: شرايط زير برقرار باشد

i(Mبراي هر دو نقطه: هاسدورف باشد يعنيp,q� هاي باز جدا از هم زير مجموعه �

��� � � pوجود دارند بطوريكه � � qو � � �.

ii(Mاي شمارا براي توپولوژي پايه: شماراي نوع دوم باشد يعنيMوجود داشته باشد.



�

iii(Mموضعاً اقليدسي از بعدnهر نقطه: يعني باشدMيك همسايگي داشته باشد كه با يك زير

.همئومورفيسم باشدRnمجموعه باز از 

پذير ساختار ديفرانسيلپذير است در صورتي كه بتوان براي آن يك ديفرانسيل،يك منيفلد توپولوژيك

مياكنون ساختار ديفرانسيل. تعريف كرد .دهيمپذير روي يك منيفلد را شرح

 تعريف1-2-2

 ���,u)يك دوتاييMبعدي باشد يك چارت مختصاتي روي-nيك منيفلد توپولوژيكMفرض كنيم-�

وMيك زيرمجموعه باز ازuاست كه ����است � به يك زيرمجموعه بازuيك همئومورفيسم از��

�� � ���� � .است��

�دو چــارت باشــند بطــوريكه ��,v)و ���,u)اگر-2 � � � نگــاشت تركـيــبي �

��������� ��� � �� � ��� � مي�به�از نگاشت انتقال �� چون تركيبي ازكه.شودناميده

.خود يك همئومورفيسم است باشدمي همئومورفيسم ها

�سازگارهموارند اگر ��,v)و ���,u)دو چارت-3 � � � �يا نگاشت انتقال � � ديفئومورفيسم ���

.باشد

.شودناميده مي�پوشاند يك اطلس براي را مي�هايي كه دامنه اي از چارتمجموعه-4

.سازگار هموار با يكديگر باشند�هموار است اگر هر دو چارت در�يك اطلس-5

ماكزيمالMروي�گوييم اطلس مشمول در هيچ اطلس هموار بزرگتر نباشد مي�اگر يك اطلس-6

.است

.، يك اطلس هموار ماكزيمال استMيك ساختار هموار روي منيفلد توپولوژيك-7
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Xهاي از زيرمجموعهuيك فضاي توپولوژيك باشد يك مجموعهXفرض كنيم: تعريف1-2-3

حXموضعاً متناهي است اگر هر نقطه هاي داكثر در تعدادي متناهي از مجموعههمسايگي داشته باشد كه

uباشد اشتراك داشته.

�تظريف� مانند ���هر پوشش باز ديگرآنگاه باشدداده شده� از�پوشش باز اگر: تعريف1-2-4

هراست � اگر براي � � تعدادي � � �بطوريكه وجود داشته باشد � �  فشرده استپاراXگوييم مي. �

از اگر هر پوشش .يك تظريف موضعاً متناهي بپذيردX باز

.بعدي است-nپذيرمنيفلد ديفرانسيل يكRnفضاي اقليدسي: مثال1-2-5

لي�-�-� است كه گروه در مفهوم جبري است باGپذيريك گروه لي يك منيفلد ديفرانسيل: گروه

دوو نگاشت معكوس نگاشت حاصلضربي ديفرانسيل كه هر

.پذير پيوسته اند، يك گروه لي يك گروه توپولوژيك استهاي ديفرانسيلچون نگاشت. پذيرند

- پذير با درآيهمعكوس n×n، مجموعه تمام ماتريس هاي GL(n,R)گروه خطي عمومي:مثال1-2-7

و يك زير منيفلد باز از فضاي برداريتحت ضرب ماتريسكههاي حقيقي است . است M(n,R)ها يك گروه

ازايچند جمله ABهاي ماتريسي يك ماتريس حاصلضرب پذير است زيرا درآيهضرب ديفرانسيل هايي

به عنوان ���هايپذير است زيرا با قانون كرامر درآيهمعكوس نيز ديفرانسيل. هستندA,B هاي درآيه

.شوندبيان ميA هاي توابعي گويا از درآيه

برابر است با اجتماع جداM،كلاف مماس از بردارMبراي هر منيفلد ديفرانسيل پذير: تعريف1-2-8

��.: هاي مماس در همه نقاطاز هم فضا � ����
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يك برش از نگاشتMيك منيفلد هموار باشد آنگاه يك ميدان برداري رويMاگر:تعريف1-2-9

�� �� � اســـت است به خصوص يك ميــدان برداري يك نگاشــت پيوســتـه �

����:با اين خاصيــت كه � ��M

لي1-2-10 :براكت

�����نگاشت. پذير باشديك منيفلد ديفرانسيلMفرض كنيم � ����� � Vبراكت لي از �����

و با رابطهWو �����ناميده شده � � ��� .شودتعريف مي ����

�تابع � � � پذير روي منيفلد هاي برداري ديفرانسيلميدانWوV.پذير استيك تابع ديفرانسيل �

.هستندMپذير ديفرانسيل

-پذير يك ميدان برداري ديفرانسيلهاي برداري ديفرانسيلبراكت لي از هر جفت ميدان:لم1-2-11

.پذير است

.مراجعه شود]12[به مرجع: اثبات

لي1-2-12 �است با نگاشتي از�يك جبر لي يك فضاي برداري حقيقي: جبر × كه آنرا�به�

و معمولا با  ��براكت ناميده � �� � ���� مي �� هر. دهيمنشان :داشته باشيم�درZوYوXو براي

i) a,b���� , [aX+b Y, Z] = a[X ,Z] + b[Y , Z] دو خطي بودن   

ii) [X , Y]= -[Y, X] پاد تقارني  

iii) [X,[Y, Z]]+[Y , [Z , X]]+[Z , [X , Y]]=0 اتحاد ژاكوبي 

� � � � ��
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�يك جبر لي باشد آنگاه يك زير فضاي خطي�اگر � شود اگر تحت ناميده مي� جبرلييك زير �

و همچنين براكت .خودش يك جبر لي باشد�ها بسته باشد

- پذير روي منيفلد ديفرانسيلهاي برداري ديفرانسيلشامل تمام ميدان����فضاي: مثال1-2-13

.يك جبرلي تحت براكت لي استMپذير

و منيفلد هاي ديفرانسيلNوMكنيم فرض: تعريف1-2-14 �پذير � �� � يك نگاشت �

هر. پذير باشدديفرانسيل �pبراي ��نگاشت � � ��� � �F����9به-پوش ناميدهFفوروارد وابسته

و داريم F(p)فضاي مماس در����F�وpدرMفضاي مماس���. مي شود :است

������ � ���� � ��

�اگر: تعريف1-2-15 � �� � و نگاشتي ديفرانسيل � وMيك ميدان برداري رويYپذير باشد

�pوجود داشته باشد با اين خاصيت كه براي هرNرويZميدان برداري  � 

.هستند 10مرتبط-Z،FوYگوييم ميدان هاي برداري مي

�Push-Forward 
10F-related 
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�فرض كنيد:لم1-2-16 � �� � و نگاشتي ديفرانسيل � �yپذير باشد مجموعه همه����(،����

�Zو) استMپذير رويهاي برداري ديفرانــسيلميدان و فقط–Z،FوYبنابراين���� مرتبطند اگر

:Nپذير تعريف شده روي يك زير مجموعه باز حقيقي مقدار ديفرانسيلfاگر براي هر تابع 

Y(f o F) = (Zf) oF                                        

.مراجعه شود]12[به مرجع: اثبات

آفين از فضاي) مستوي(يك فضاي آفين يك ساختار هندسي است كه خواص: تعريف1-2-17

مياقليدسي را عموميت مي و مي تواندهد شود در آنرا به عنوان يك فضاي برداري كه از مبدأ آن صرفنظر

.نظر گرفت

يك تبديل آفين يك نگاشت آفين بين دو فضاي برداري وشامل يك تبديل خطي: تعريف1-2-18

�.آيداست كه با انتقال روبرو بدست مي � �� � �������������� 

و راست1-2-19 gيك گروه لي باشد هرGفرض كنيم: انتقال هاي چپ � نگاشت هاي �

�� � �� � � � مي � و بصورت زير تعريف و راست ناميده شده را تعريف مي كند كه انتقال هاي چپ

: گردند

����� � ������������������������������������ � �� 

.ديفئومورفيسم هستند��و��كه

 مرتبط-Fميدان هاي برداري:�-�شكل
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شود اگر تحت همه ناورداي چپ ناميده ميGروي گروه ليXيك ميدان برداري: تعريف1-2-20

هر. انتقال هاي چپ ناوردا باشد � g يعني براي : مرتبط با خودش باشد-��،�

�������� � ���� � � �� � � 

: توانيم بنويسيمديفئومورفيسم است مي��چون

g براي هر � � ������ � � 

وGفرض كنيد: لم1-2-21 و ديفرانسيلميدانYوXيك گروه لي باشد پذير هاي برداري ناورداي چپ

.ناورداي چپ است [X , Y]باشند بنابراينGروي 

.مراجعه شود]12[به مرجع: اثبات

لي1-2-22 هاي برداري ناورداي چپ روي يك گروه جبر لي از همه ميدان: جبر لي از يك گروه

و با ناميده ميGجبر لي،Gلي  مي Lie(G)شود .شودنشان داده

تعريف يك ميدان برداري ناورداي چپ:�-�شكل



�� 
 

��انتقال چپ توسط يك عنصر،��فضاي اقليدسي در: مثال1-2-23 � آفين نگاشت با��

����� � � � مي � و مختصات استاندارد،�����فوروارد-شود كه پوش داده توسط ماتريس هماني

��بنابراين يك ميدان برداري. شوندنمايش داده مي �
�X�و فقط اگر ضرايب آن��ناورداي چپ است اگر

.زيرا براكت لي از دو ميدان برداري ضريب ثابت، صفر است. ثابت باشند

و با براكت صفر، ايزومورفيسم با خود��جبر لي : بطور خلاصه. است��آبلي است

������� � ��

باشد مجموعه تمامFيك فضاي برداري از بعد متناهي روي ميدانVفرض كنيم: تعريف1-2-24

.دهيمنمايش مي�F���را بهVتبديلات خطي روي 

� � ���F� � � � ��� � �� 

كه لزوما(Kيك فضاي برداري رويVوKيك جبر لي روي ميدان�فرض كنيم: تعريف1-2-25

: نگاشت يكVدر�نمايش) نيست متناهي البعد

� � ��� � ����� ����� 

: است به طوريكهVهايي از به فضاي برداري همه اندومورفيسم�از

i(πخطي است 

ii((X,Y � �),π[X , Y] = π(X) π(Y) - π(Y) π(X) 

�يك جبر لي باشد يك زير فضاي خطي�اگر: تعريف1-2-26 �  است اگر�آل در يك ايده �

, �] � [��, X]يا اگر�] � � �Xكه � ��� �� � � 



�� 
 

��: تعريف1-2-27 � ���� از ��كه( �� از) است�يك زير جبر لي ناميدهgجبر لي مشتق شده

≤pبراي هر را�p�.شودمي ميبا0 : كنيماستقرا تعريف

�= �0�

p-امين جبر لي مشتق شده �� � � ��������� � � � �������������� 

دو خطي است ولازم نيست شركتUباشد، ضرب درKيك جبر رويUفرض كنيم: تعريف1-2-28

مي)به عنوان يك فضاي برداري(UازDيك اندومورفيسم. پذير باشد  شود اگر، يك مشتق ناميده

D(ab) = (D a)b + a(D b)   a , b� � 

.شوديك گروه لي همبند، يك گروه تحليلي ناميده مي: گروه تحليلي1-2-29

حل1-2-30 pپذير است اگر براي يك حل�جبر لي: پذيرجبر لي ≥ �0 داشته باشيم1 =p�

حل1-2-31 حلپذير است اگر يك گروه تحليلي، حل: پذيرگروه .پذير باشدجبر لي آن

: هاي گروهعمل: تعريف1-2-32

وGاگر ��يك نگاشتMرويGيك مجموعه باشد، عمل چپM يك گروه � � � است كه �

�(g,p)بصورت  �� مي � : كه در شرايط زير صادق است. شودنوشته

��� ���� �� � ������� ���������������������� �� � ��������� � � � 

�� � � ��������������������������� � � 

�يك نگاشت. شوديك عمل راست بطور مشابه تعريف مي � � � : با روابط زير �



�� 
 

��� ���� �� � �� ������ ������������ �� � ��������� � � � 

�� � � ��������������������������� � � 

وG فرض كنيم اگر نگاشت پيوسته استMرويGيك منيفلد باشد يك عملMيك گروه لي

� �� � ��يا � �� � مي � .كند پيوسته باشدكه عمل را تعريف

پذير منيفلد ديفرانسيل يكMاگر. شودناميده مي12فضا–Gپيوسته، 11عمل–Gبا يكM يك منيفلد

ميفضاي ديفرانسيل–GيكM پذير باشد آنگاه باشد عمل نيز ديفرانسيل .شودپذير ناميده

��عمل گروه متعدي است اگر براي هر دو نقطه: تعريف1-2-33 � � وجودgيك عضوگروه مانند �

 g.p=q: داشته باشد بطوريكه

را ثابت نگهMكه هر عنصرGشود اگر تنها عنصر عمل يك گروه آزاد ناميده مي: تعريف1-2-34

: دارد هماني باشدمي

� � � � �باشيم��� �داشته ��اي � �يك���� �ازاي �به  g=eآنگاه�يعني�اگر

��هم ارز است با شرط � �براي هر��� � ��كه � � �� ���� � � .است��گروه ايزوترپي از��=��

و هم متعدي باشد هم: ساده متعدي1-2-35 ارز است با اينكه بگوييم براي اگر عمل گروه هم آزاد

gوجود داشته باشد بطوريكهGدرg دقيقا يكM درqوpهر  . p = qو براي تعداديpدرMو تعدادي

gدرU،g = eباشد.

��G-Action 
��G-Space 
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حلدو ايدهbوaفرض كنيم: تعريف1-2-36 ليپذير آل آل يك ايده a+bباشند بنابراين� جبر

���است، چون
�با�

و��� ���يكريخت است
.پذير استحل a+bپذير است پس حل�

حليك ايده آلشامل همه� از�پذير يكتاي آل حلايده ناميده�راديكال�. وجود دارد�پذير هاي

 (  rad).شودمي

rad � = و فقط اگر� .پذير باشدحل�اگر

� radنيم ساده است اگر��جبر لي: تعريف1-2-37 = 0

.هاي جبر لي ناورد استراديكال يك جبر لي بوضوح تحت همه اتومورفيسم

، يك فضاي توپولوژيكMروي فضاي توپولوژيكK) رتبه(از بعد كلاف بردارييك: تعريف1-2-38

Eو پوشاي �با نگاشت پيوسته � ��� � .است �

: كندكه در شرايط زير صدق مي

i(هر p براي � � ،�� � ������ � از( � ساختاري از يك��)ناميده مي شودpرويEتاري

.بعدي داردKفضاي برداري حقيقي 

ii(هر pبراي � �و يك همئومورفيسمMدرpازUيك همسايگي � � �� ������ � � ���K

)φيك بديهي سازي موضعيEرويUجايي باشدوجود دارد بطوريكه نمودار زير جابه) ناميده مي شود.

������ ����� � ���K

)1πنگاشت تصويري روي اولين فاكتور است(

� �

U
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��هر بطوريكه براي � ���به��ايزوموفيسم خطي از��بهφتحديد � � �K � �Kاست.

�فرض كنيد: تعريف1-2-39 � ��� � از.باشدMيك كلاف برداري روي منيفلد � ، يكEيك برش

���� است يعني نگاشت پيوستهπبرش از نگاشت � ��كه � � � ��M

، يك تابع چند خطي حقيقيVتانسورهموردا روي-kيك: تعريف1-2-40

� � �� ������������ �� � مي رتبهKعدد.است� .شودناميده

: برابر است باMپذير تانسور هموردا روي منيفلد ديفرانسيل-Kكلافي از: تعريف1-2-41

 بديهي سازي موضعي يك كلاف برداري:3-1شكل

K
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�K� � ��K����� 

.Mهموردا روي فضاي مماس منيفلد هموارتانسورهاي-Kاي از همه اجتماع جدا از هم مجموعه

، ميدان تانسوري روي منيفلد: تعريف1-2-42 .شودناميده ميMيك برش از يك كلاف تانسوري
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 فصل دوم

و ابرساختار  مختلطهاي مختلط


