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  سپاسگزاري
  

ی خورد، بر خود لازم می اکنون که با استعانت ایزد منان برگ دیگري از تاریخ تحصیلی ام ورق م
  دانم از حمایت هاي بی شائبه و تلاش فداکارانه ي استاد گرانمایه جناب آقاي پروفسور بهمن یوسفی

امه مرا که در طی دوره کارشناسی، کارشناسی ارشد و در تمام مراحل نگارش و تکمیل این پایان ن
خداوند را سپاس می گویم که موهبت  .راهنمایی نموده اند، صمیمانه و متواضعانه قدردانی نمایم

  .شاگردي و درك محضر شریف این استاد فرزانه را بر من ارزانی فرمود
از اساتید گرامی سرکار خانم دکتر رحمت سلطانی و سرکار خانم دکتر فریبا ارشاد که با دقت و 

واندن این تالیف را تحمل نموده و از راهنمایی هایشان بهره برده ام، کمال تشکر و حوصله زحمت خ
  .اري را دارمزسپاسگ

و درود بی پایان الهی بر پدر و مادر عزیزم، آنان که به فرزندشان آموختند بهترین راه تعالی، کسب 
  .علم و معرفت است

خود را نثار همسر خوب و مهر بانم نمایم  اريزو اما در اینجا شایسته است که صادقانه ترین سپاسگ
که بزرگوانه و دلسوزانه در طی این طریق مرا یاري نموده و همیشه از پشتیبانی ایشان در تمام 

 .لحضات زندگی بهره مند شده ام
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  چکیده 
,ℋଶ(βروزندا هارديي روي فضا مطالعه و بررسی عملگرهاي ترکیبی در این رساله، به ॰) وH୮(β) 

  .می پردازیم ॰گوي یکه ي باز روي
 ـکه در فصل هاي بعد مورد استفاده قرار مـی گیر  می کنیمبیان  را قضایایی تعاریف و اولدر فصل  ، دن

   ... ولف، قضیه ي مانتل و –دنجوي  تکرار از جمله قضیه ي
,ℋଶ(βدر فصل دوم ابتدا به معرفی فضاهاي هاردي وزندار ॰) ـ سپس رابطـه ي آنهـا را   پرداخته و  ا ب

,Hଶ൫βوزندار ي هارديفضاها ॰൯ ࣛو فضاي برگمنଶ(॰) همچنـین در ایـن فصـل    . کنیم می بررسی
بیـان و اثبـات خـواهیم     بر این فضا هـا را  ترکیبی دگی عملگرهايرکرانداري و فش براي کافی شرایط

  .نمود
عملگـر   فشردگی خواص کرانداري و و نموده معرفیرا   H୮(β)رفضاهاي هاردي وزندا سومفصل در 

   .مورد مطالعه قرار می دهیمرا فضاها  نوع ترکیبی بر اینهاي 
  .فضاي هاردي وزندار، عملگر ترکیبی، عملگر فشرده و تابعک محاسبه ي نقطه اي :واژه هاي کلیدي
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  و ، فضاي برگمنهاردي وزندارهاي ي هاردي، فضاهادر مقدمه ابتدا برخی مفاهیم مقدماتی نظیر فضا

 .و قضایاي مقدماتی پیرامون آنها را ارائه می دهیم هضربی را معرفی نمودسپس عملگرهاي ترکیبی و 

॰ در سر تا سر این رساله = {z: |z| <   اعداد مختلط و یکه، در صفحه ي باز گويرا به عنوان  {1

∂॰  واحد در نظر می گیریم که  ي را دایره  

∂॰ = ൛e୧: θ ∈ [∘ ,2π]ൟ. 

 

> ∘براي. تعریف 1.1 p <   بازگوي از توابع تحلیلی روي اي را مجموعه  H୮(॰)فضاي هاردي ،∞

  در نظر می گیریم به گونه اي که  یکه

‖f‖୮ = sup
ழ୰ழଵ

ቆන หf୰൫e୧൯ห
୮ dθ

2π

ଶ

∘
ቇ

ଵ
୮

< ∞, 

 

f୰൫e୧൯جایی که  = f൫re୧θ൯ براي ∘ < r < 1.  

  کراندار ∞‖f‖با سوپریمم نرمکه  می باشد ॰روي اي از توابع تحلیلی ، مجموعهH∞(॰)فضاي هاردي

 ، کهفضاي باناخ تابعی است همراه با نرم فوق یک H୮(॰)در ضمن فضاي. هستند

d(f, g) = ‖f − g‖୮  
 

  .متر کامل روي آن تعریف می کندیک 

pفرض کنیم براي  .قضیه 2.1 >∘ ،f درH୮(॰) براي هر در این صورت .باشدθ، تابع  

f ∗൫e୧൯ = lim
୰⟶ଵష f൫re୧൯, 
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fنگاشت کهوجود دارد،  ⟶ f   می L୮(∂॰)از به زیرفضاي بسته H୮(॰)یک یکریختی ایزومتري از ∗

  .باشد

  .]8[به رجوع شود  .اثبات

fتابع. تعریف 3.1 ݖگاه براي هرهر ،گوییم fرا تابع مرزي  ∗ ∈ ∂॰  بصورت  

f ∗(z) = lim
୰→ଵష f(rz) 
 

.تعریف شود  

  است که از مجموعه L(∂॰)مجموعه يیک فضاي خطی بسته در )2.1(ي زیرفضاي بسته در قضیه

,൛1ي  e୧, eଶ୧, … ൟ ها در اي مرزي از چند جملهکه این توابع، توابع  پدید آمده و با توجه به این  

L୮(∂॰) هاردي فضاي هستند، می گوییمH୮(॰) اي هاي تحلیلی درمله بستاري از چند جL୮(∂॰)  

,1}يتوسط مجموعه  H୮(॰)فضاي  بنابراین .است z, zଶ, …   ي پدید آمده و این مجموعه یک پایه {

fبراي هر تابع تحلیلی بنابراین .باشدمی  H୮(॰)استاندارد براي ∈ H୮(॰)، با توجه به بسط تیلور آن  

  :داریم

f(z) =  a୨z୨.
∞

୨ୀ∘

 

 

 فضاي. باشد، ॰گوي یکه ي باز توابع تحلیلی روي تمام از يامجموعه  ،H(॰)گرا. تعریف 4.1

 می باشد که H(॰)شامل توابعی از، Hଶ(॰)کلاسیک يهارد

f(z) =  a୨z୨,   
∞

୨ୀ∘

‖f‖ଶ
ଶ = หa୨ห

ଶ
∞

୨ୀ∘

< ∞ 
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  :به صورت زیر می باشد آن بدست آمدن نرمي طریقه  و

‖f‖ଶ
ଶ = Sup

∘ழ୰ழଵ
න หf൫re୧൯ห

ଶ dθ
dπ

ଶ

∘
 

= Sup
∘ழ୰ழଵ

න   a୨aത୩r୨ା୩e୧(୨ି୩) dθ
2π

∞

୩ୀ∘

∞

୨ୀ∘

ଶ

∘
 

= Sup
ழ୰ழଵ

  a୨aത୩r୨ା୩e୧(୨ି୩) dθ
2π

∞

୩ୀ∘

∞

୨ୀ∘

 

= Sup
ழ୰ழଵ

หa୨ห
ଶ
rଶ୨ = หa୨ห

ଶ
∞

୨ୀ∘

∞

୨ୀ∘

 

 

  :گفتبنابراین با توجه به محاسبات بالا، بطور خلاصه می توان 

  

  
          Hଶ(॰) = ቐf ∈ H(॰):  f(z) =  a୨z୨; ‖f‖ଶ

ଶ = หa୨ห
ଶ

< ∞
∞

୨ୀ∘

∞

୨ୀ∘

ቑ, 

  

کلاسیک  طبق قضیه قبل فضاي هاردي. در بسط تیلور حول مبداء می باشد fام  j، ضریب a୨که در آن

فضاي هیلبرت یک  Hଶ(॰)فضاي بنابراین شد،یکسان سازي  Lଶ(∂॰)فضاياز اي با زیرفضاي بسته

  :به صورت زیر معرفی می شوداست همراه با ضرب داخلی که 

zهر  اگر براي ∈ ॰،  

g(z) =  c୨z୨ , f(z) =  a୨z୨
∞

୨ୀ∘

∞

୨ୀ∘
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>ضرب داخلی ،باشند Hଶ(॰)واقع دردو عضو  f, g   :برابر است با  <

< f, g > =<  a୨z୨
∞

୨ୀ∘

,  c୨z୨
∞

୨ୀ∘

> 

=  a୨cത୨

∞

୨ୀ∘

. 

 

୨ୀଵ{β(j)}فرض کنید .])8([ تعریف 5.1
   صحیح دنباله اي از اعداد مثبت باشد جایی که براي هر عدد ∞

(∘)j،  βمنفیغیر  = ‖1‖ = β(j) و  1 = ฮz୨ฮفضاي هاردي وزندار. باشدHଶ(β) از  یک مجموعه را

  می گیریم به گونه اي که در نظر ॰تحلیلی رويابع تو

‖f‖ஒ
ଶ = ቯ a୨z୨

∞

୨ୀ∘

ቯ

ଶ

= หa୨ห
ଶ

β(j)ଶ < ∞
∞

୨ୀ∘

 , 

 

  :که ضرب داخلی زیر را روي آن تعریف می کنیم

<  a୨z୨
∞

୨ୀ∘

,  c୨z୨
∞

୨ୀ∘

>=  a୨cത୨

∞

୨ୀ∘

β(j)ଶ.  

 

  :بنابراین داریم

  

  
Hଶ(β) = ቐf: f(z) =  a୨z୨

∞

୨ୀ∘

;  ‖f‖ஒ
ଶ = หa୨ห

ଶ
β(j)ଶ < ∞

∞

୨ୀ∘

ቑ. 

{β(j)}୨ୀ∘
دقت بیشتر براي  بعضی از مواقع. می نامیم Hଶ(β)داررا دنباله ي وزنی فضاي هاردي وزن ∞

Hଶ(β) را باHଶ(β, ॰) یمنیز نشان می ده .  
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k هر وزن آن براي ي دار است که دنبالهفضاي هاردي وزن Hଶ(β୩)فضاي .تعریف 6.1 ≥   به فرم ، 1

൛β୩
ଶ(j)ൟ

୨ୀଵ
∞

= ቄ (୩ିଵ)! ୨!
(୩ିଵା୨)!

ቅ
୨ୀଵ

  .می باشد ∞

  دار به صورتمولد براي فضاي هاردي وزن ابعت. تعریف 7.1

k(z) = 
z୨

βଶ(j)

∞

୨ୀ∘

 

  .تعریف می شود

  . تحلیلی است ॰روي kباشد، آنگاه  وزندار یک تابع مولد براي فضاي هاردي k اگر .لم 8.1

   □. ]7[ رجوع شود به .اثبات

  . می باشد Hଶ(β)عضو فضاي) 6.1(واضح است که تابع مولد معرفی شده در تعریف 

  :زیرا با توجه به لم قبل این تابع تحلیلی است و همچنین داریم

‖k(z)‖β
ଶ = ቯ

z୨

βଶ(j)

ஶ

୨ୀ∘

ቯ

β

ଶ

=  ฬ
1

βଶ(j)ฬ
ଶ

β(j)ଶ
∞

୨ୀ

= 
1

βଶ(j)

∞

୨ୀ

< ∞. 

 

> ∘ براي .تعریف 9.1 p < در نظر  ॰را مجموعه اي از توابع تحلیلی روي ୮(॰)ࣛفضاي برگمن ∞

  می گیریم به گونه اي که 

‖f‖୮
୮ = න |f(z)|୮

॰

dA(z)
π < ∞, 

 

  . می باشد ॰اندازه لبگ مساحت روي dA(z)جایی که 

,d(fهمراه با نرم فوق یک فضاي باناخ است و ୮(॰)ࣛفضاي g) = ‖f − g‖୮، روي یک متر کامل 
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  رمففضاي هیلبرت با ضرب داخلی تعریف شده به  ଶ(॰)ࣛبه علاوه. آن تعریف می کند

< f, g >=  න f(z)g(z)തതതതത dA(z)
π॰

 

 

z و جایی کهمی باشد،  ∈ ॰  f, g ∈ ࣛଶ(॰) دنباش.  

  براي هر تابع تحلیلی

f(z) =  a୨z୨
∞

୨ୀ∘

 

  :داریم

‖f‖ଶ = 
หa୨ห

ଶ

j + 1

ஶ

୨ୀ∘

, 

 

  کلاسیک نامیده می شود بصورت  که فضاي برگمن ଶ(॰)ࣛبنابراین .)]8[( رجوع شود به

  

  
       ࣛଶ(॰) = ቐf ∈ H(॰): f(z) =  a୨z୨

∞

୨ୀ

; ‖f‖ଶ = 
หa୨ห

ଶ

j + 1 < ∞
∞

୨ୀ

ቑ, 

  .می باشد

 دنبالۀمعادلند، جایی که  Hଶ(β)داربا فضاي هاردي وزن ଶ(॰)ࣛفضاي برگمن کلاسیک .نتیجه 10.1

∘୨ୀ{β(j)}وزن
∞ βଶ(j) صورتبه    = ଵ

୨ାଵ
  .خواهیم دیدرساله شود، که اثبات آن را در فصل دو  تعریف 

α براي .تعریف 11.1 > αࣛدارفضاي برگمن وزن 1−
ଶ(॰) را مجموعه اي از توابع تحلیلی f روي॰ 

  در نظر می گیریم به گونه اي که
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‖f‖ଶ =
α + 1

π න |f(z)|ଶ(1 − |z|ଶ)dA(z) < ∞
॰

, 

 

  ضرب داخلی روي این فضا به صورت و

< f, g >=  න f(z)g(z)തതതതത  
dAα(z)

π॰
 

 

 جایی که ،می باشد

dA(z) = (α + 1)(1 − |z|ଶ)dA(z)  .  

 

k براي > ୩ିଶࣛدارنفضاي برگمن وز، 1
ଶ رتوابع فضاي هاردي وزندابه مشابه  یشامل توابعHଶ(β୩)  

  می باشد و نرم 

‖f‖ଶ = න |f(z)|ଶ(1 − |z|ଶ)୩ିଶ dA
π॰

, 

 

  . نرم معادل براي این دو فضا می باشد

  باشد به طوري که می  ॰مام توابع تحلیلی رويت، مجموعه ي ࣞ فضاي دیریکله .تعریف 12.1

න หf ′(z)ห
ଶ

॰

dA(z)
π < ∞ , 

 

  :با نرم زیر معرفی می شود و

‖f‖ࣞ
ଶ = |f(∘)|ଶ + න หf ′(z)ห

ଶ

॰

dA(z)
π  , 

>و ضرب داخلی f, g   بصورت  ࣞ<
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< f, g >ࣞ= f(∘)g(∘)തതതതതത + න f ′(z)g′(z)തതതതതത
॰

dA(z)
π , 

 

  . می باشد

,1}یک فضاي هیلبرت تابعی است که مجموعه ي ࣞ z, zଶ , … می ، پایه اي متعامد بر آن می باشد و {

  توان دید که تساوي

  

  
ࣞ = ൝ f(z) =  ajz

j

∞

j=∘

: หajห
2(j + 1) < ∞

∞

j=∘

ൡ, 

  ]).8([ استبر قرار 

  را بصورت، ℋکلی فضاي هاردي. تعریف 13.1

ℋ = ൝f ∈ H(॰): f(z) =  a୩(z + 1)୩, ‖f‖ଶ = |a୩|ଶ4୩ < ∞
∞

୩ୀ

∞

୩ୀ

ൡ, 

 

 .تعریف می کنیم

  Hଶ(॰)روي φ را عملگر ضربی با نماد Mφ باشد، ॰  یک نگاشت تحلیلی روي φاگر .تعریف 14.1

fرنامیم، اگر براي همی  ∈ Hଶ(॰) داشته باشیم:  

Mφf = φf ∈ Hଶ(॰). 

 کراندار و فضاي توابع تحلیلی( H∞(॰)در تعریف فوق متعلق به معرفی شده ،φ نگاشت فرض کنید

fو بوده )॰ بر ∈ Hଶ(॰). در این صورت داریم:  

ฮMfฮ = ฮφfฮ ≤ ฮφฮ
∞

‖f‖. 
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ฮMฮپس ≤ ฮφฮ
∞

ฮMฮهمچنین می توان نشان داد .  = ฮφฮ
∞

  ).]8[( رجوع شود به ،

به خودش باشد، عملگر ترکیبی  ॰ گوي یکه  یک نگاشت غیرثابت تحلیلی از φ اگر. تعریف 15.1

Cfبه صورت Hଶ(॰)روي φ با نماد = f ∘ φ  براي هرf ∈ Hଶ(॰) تعریف می شود.  

(∘)φ به خودش باشد به قسمی که ॰ یک نگاشت تحلیلی از φاگر .قضیه 16.1 عضوي از  fو  ∘=

H୮(॰) باشد، آنگاه 

ฮf ∘  φฮ
୮

≤ ‖f‖୮. 

 □]. 8[به  رجوع شود .اثبات

  .دار می پردازیمروي فضاهاي هاردي وزنحال به معرفی عملگر ترکیبی وزندار 

  به خودش باشد، عملگر ॰ یک نگاشت تحلیلی از φ و॰  يیک تابع تحلیلی رو fاگر  .تعریف 17.1

  :زیر می باشدي با ضابطه  f و φ با نمادهاي Hଶ(β)روي W,φ دارترکیبی وزن

ቀW,φhቁ (z) = f(z)h൫φ(z)൯, 
 

hبراي هر ∈ Hଶ(β).  

ቀW,φhቁعبارت دیگربه  (z) = T ൬Cφ(h)൰ (z)، جایی که عملگر T  یک عملگر ضربی با تعریف

T(h) = fh وCφ یک عملگر ترکیبی با تعریف C(h) = h ∘  φ براي هرh ∈ Hଶ(β) می باشند .  

  کراندار است و  Hଶ(β)روي W,φهر دو عملگرهاي کراندار باشند، آنگاه T و Cφ اگر

ቛW,φቛ = ቛT Cφቛ ≤ ‖T  ‖ ቛCφቛ . 
  

  


