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قدردانی و تشکر
به را آفریدگان كه را خداوندى را، بى�پسین آخرین آن و را بى�پیشین نخستین آن را، خداى سپاس و حمد

بود او ارادت كه راه همان به و پوشید هستى جامه�ی خویش مشیت مقتضاى به و كرد ابداع خود قدرت

گردانید. خویش محبت طریق رهسپار و داشت روان

زحمات از که می�دانم لازم خود بر رسیده پایان به پایان�نامه این نگارش خدا، فضل به که اکنون

هـــم�چنین و شریفی» «حسام�الدین دکتر آقای جناب ارزش�مندم، و خوش�خلق صبــور، راهنمای استاد

سپاس�گزاری درفشه» «محمدرضا دکتر آقای جنــاب گران�قدر، دانشمند ارجمند، مشاور استاد راهنمـایی�های

خود بر هم�چنین دارم. مسألت حق�تعالی درگاه از ایشان برای را بهروزی و سعادت�مندی نهایت و کنم،

دکتر آقای و نجفی» «بهزاد دکتر آقای بزرگوار اساتید از را خود سپاس و قدردانی مراتب می�دانم، فرض

دارم. ابراز رساله این داوری زحمت قبول خاطر به عرفی» «رضا

و همراهی� از همواره که نازنینم، مادر و پدر خصوص به عزیزم، خانواده�ی از کمترین؛ نه اما آخرین،

سپاس�گزارم. بسیار بوده�ام، بهره�مند صدرشان سعه�ی



چکیده
هستند. اطلاعات نظریه�ی در خطا کننده�ی تصحیح مهم کدهای از بزرگ فاصله�ی مینیمم با خطی کدهای

متعامد کدهای پایان�نامه این در دارند. ریاضیات شاخه�های دیگر در زیادی کاربردهای متعامد کدهای

ساده�ی لی جبر متناهی�البعد مدول�های وزن ماتریس�های توسط شده تولید دوتایی

قوانین از شاخه�ای و وایل گروه�های از فاصله�ها، مینیمم تعیین در می�کنیم. مطالعه را sl(n,C)

کرده�ایم. استفاده sl(n,C) ساده�ی لی جبر تحویل�ناپذیر نمایش�های

ت
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مقدمه
اصول بررسى شانون١، کلود آن�ها رأس در و بزرگ ریاضیدان چند جهانى دوم جنگ اواسط در

شد، منتشر مقاله چند طى ١٩۴٨ سال در بررسى این حاصل کردند. آغاز را جامعه در ارتباطات

را شانون کار جنبه�هاى از یکى بود. ارتباط٢» ریاضی «نظریه�ى عنوان با شانون مقاله�ى آن�ها شاخص�ترین

که است پیامى تقریبى یا دقیق بازسازى ارتباطات، اصلی «مسأله�ى کرد: خلاصه او جمله�ى این در مى�توان

روش�هاى کردن پیدا به تحقیقات از عظیمى بخش بعد به زمان آن از است». شده انتخاب دیگر نقطه�اى در

از اعتماد قابل انتقال یک براى بتوانند دیجیتالى اطلاعات آن�ها وسیله�ى به که یافت اختصاص مناسبى

ایده�هاى به متکى اکثراًً که است ریاضیات از گرایشى کدگذارى نظریه�ى شوند. کد پارازیت�دار، کانال یک

از استفاده با کدگذارى، نظریه�ى است. جبر زیبایی و قدرت بیانگر به�ویژه، و مى�باشد محض ریاضیات

مى�پردازد. دریافتى داده�هاى اصل تشخیص به مى�شود، ساخته جبر اصلى مفاهیم از که مدل�هایى

چنین به باشند، دریافتى داده�هاى اصل تشخیص و خطاها تصحیح به قادر که هستند مفید کدهایى

استفاده�ى کاربرد، در خطا کننده�ى تصحیح کدهاى امروزه مى�گوییم. خطا کننده�ى تصحیح کدهاى کدهایى،

… و مغناطیسی نوارهای روى اطلاعات ذخیره�ى عمیق، مکان یک از عکس گرفتن مثل دارند وسیعى

شود استفاده Q الفباى از کدی در کنید فرض هستند. n مساوى طول به کلمات شامل کدها معمولا

از ناتهى زیرمجموعه�اى کد، است. q-تایى یک کد مى�گوییم باشیم، داشته حرف q یعنى ،|Q| = q اگر

و x = x١x٢ · · · xn کلمه�ى دو براى است. حرفى q زبان یک در حرفى n کلمات تمام مجموعه�ى

مى�کنیم تعریف و مى�دهیم نمایش d(x, y) نماد با را y و x بین فاصله�ى ،C کد در y = y١y٢ · · · yn

مقدار کمترین و مى�کنیم محاسبه را C کد در کلمه دو هر بین فاصله�ى .d(x, y) = |{i|xi ̸= yi}|

مقدار این هرچه دارد؛ زیادى اهمیت کد فاصله�ى مینیمم مى�گوییم. کد فاصله�ى مینیمم را مقادیر این بین

مینیمم که دارند بیشترى اهمیت کدهایى بنابراین، مى�رود. بالاتر کد خطاى تصحیح قدرت باشد، بیشتر

نتیجه در و است ،Fq مانند جبرى، میدان یک آن الفباى که است کدى خطى، کد دارند. بزرگ فاصله�ى

آن عناصر و بگیریم نظر در را زیرفضا این از پایه�ای اگر است. F n
q از فضایى زیر ،n طول با C خطى کد

Fq روی ماتریس این توسط شده تولید خطی کد را C کد دهیم، قرار ماتریس یک سطرهای عنوان به را

١Claude Shannon
٢Mathematical Theory of Communication
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مینیمم با خطى کدهاى است. راحت�تر آن�ها جبرى ساختار دلیل به خطى کدهاى با کردن کار می�گوییم.

C که صورتى در هستند. اطلاعات نظریه�ى در خطا کننده�ى تصحیح کدهاى مهمترین از بزرگ فاصله�ى

C⊥ = {a ∈ F n
q |a · b = ٠, b ∈ C} مى�دانیم باشد، F n

q از زیرفضایى C یعنى باشد، خطى کد یک

را C کد باشد، C ⊆ C⊥ که صورتى در مى�نامیم. C دوگان کد را C⊥ مى�باشد. F n
q از زیرفضایى نیز

کدهای مورد در است. آن ناصفر مؤلفه�های تعداد خطی، کد یک در کدواژه یک وزن مى�گوییم. متعامد

زوج کد یک را خطی کد است. آن ناصفر کدواژه�های وزن مینیمم دقیقاً ،C فاصله�ی مینیمم خطی،

خانواده�های از مثال�هایی باشد. (۴ (از ٢ از مضربی کدواژه�ها تمام وزن هرگاه گویند، (زوج-مضاعف)

هندسه�ی کدهای گپا۵، کدهای مربعی۴، باقیمانده�ی کدهای دوری٣، کدهای کدها از شده شناخته نامتناهی

را کدها ساختن روش�های همچنین خانواده�ها این اسامی هستند. غیره و هادامارد٧ کدهای جبری۶،

لی جبرهای متناهی�البعد نمایش�های از برخاسته کدها، از جدیدی نامتناهی خانواده�ی می�کند. مشخص

کدها، این مهم خصوصیات از نامید. لی٨ نظری کدهای می�توان را کدها از خانواده این که دارد وجود ساده�

می�کند. عمل ایزومتری طور به آن�ها روی متناظر، وایل گروه که است این

جبرهای از نامتناهی خانواده�ی سه به را آن�ها ،C میدان روی ساده لی جبرهای از زیبایی رده�بندی

این در می�کند. تقسیم e٨ و ،e٧ ،e۶ ،f۴ ،g٢ نمایی ساده�ی لی جبرهای و sp٢n ،son ،sln ساده�ی لی

است. شده بررسی sl(n,C) نمایش به مربوط کدهای پایان�نامه،

کارتان، زیرجبر باشد. ،C مختلط، اعداد میدان روی متناهی�البعد ساده�ی لی جبر L کنید فرض

صورت به را ℏ برای پایه�ای بگیرید. نظر در را ،{α١, α٢, · · · , αn} مثبت، ساده�ی ریشه�های و ،ℏ

تجزیه�ای V می�دانیم ،V متناهی�البعد برایL-مدول نمایشمی�دهیم. {H١, H٢, · · · , Hn}مجموعه�ی

دارد: زیر صورت به وزن زیرفضاهای به

V = ⊕µ∈ℏ∗Vµ, Vµ = {v ∈ V |H · v = µ(H)v, H ∈ ℏ هر .{برای

٣cyclic codes
۴quadratic residue codes
۵Goppa codes
۶algebraic geometry codes
٧Hadamard codes
٨Lie theoretic codes

ح



ناصفر وزن�های با وزن بردارهای از خطی مستقل مجموعه�ی بزرگترین {u١, u٢, · · · , uk} کنید فرض

دهید: قرار باشد.

Hi · uj = cijuj, C(V ) = (cij)n×k (١.٠)

اگر می�نامیم. V روی L وزن ماتریس را C(V ) صحیح�اند. اعداد cijها که می�دهیم نشان ،٣ فصل در

کد این�صورت، در داد. نمایش Zm در آن�ها تصویر با را صحیح اعداد این می�توان نیاید، وجود به ابهامی

می�دهیم. نمایش Cm(V ) نماد با را C(V ) توسط شده تولید mتایی خطی

کدگذاری نظریه�ی در مفاهیمی و تعاریف با اول، فصل در می�باشد. فصل ۴ شامل پایان�نامه، این

بررسی سوم، فصل است. شده گنجانده لی جبر از قضایایی و اصطلاحات دوم، فصل در می�شویم. آشنا

گروه فصل این در می�باشد؛ صفر، اثر با n×n ماتریس�های از متشکل ،sl(n,C) ساده�ی لی جبر نمایش

فاصله�های مینیمم تعیین در مطالب این از نتایجی که می�شود مطرح وزن فضاهای روی آن عمل و وایل

شده ساخته کد چهارم، فصل در نهایت در و دارند مؤثری نقش نیست، راحتی کار کلی طور به که کدها،

می�دهیم: نشان فصل این در و می�شود معرفی sl(n,C) ساده�ی لی جبر توسط

mیـــــــــک ≥ ٢ بــــــــــــرای ،sl(٢m,C) از C٢(V ) دودویــــــــــــی وزن کــــــــــــــــــــد (١)

است. زوج-مضاعف دودویی متعامد −٢m)m]−کد ٢,(١(m− ١),۴(m− ١)]

،n ≡ ٢,٣ (۴ پیمانه�ی (به و n > ٩ که صورتی در sl(n,C) از C٢(V ) دودویی وزن کد (٢)

است. زوج-مضاعف دودویی متعامد ]−کد
(
n
٣
)
, n− ١, (n− ٢)(n− ٣)] یک

بررسی به [۵] نویسنده�ی ادامه، در است. شده استنباط [۵] مرجع از شده، بیان فصل این در که مطالبی

به خود محاسبات برای نویسنده احتمالا که ماتریسی می�آید، نظر به چنین است. پرداخته سه�تایی کدهای

دارند. اختلاف درایه�ها برخی در می�آید دست به موجود روابط به توجه با که ماتریسی با است برده کار

به محاسبات با که درایه�هایی و شده ارائه C٣(A٣) و C٣(A٢) ماتریس�های فصل، مطالب ادامه�ی در

این نویسنده، محاسبات بررسی جهت ولی شده�اند مشخص دارند اختلاف موجود روابط از آمده دست

است. بوده ایشان نظر مورد احتمالا که می�باشند ماتریسی اساس بر شده، بیان ماتریس�های در درایه�ها

این و نشده�اند بیان صراحتاً مربوطه محاسبات و ماتریس�ها این مرجع، این در که می�شویم متذکر البته،

است. شده بیان روابط از استنباط اساس بر ادعا

خ



ساده لی جبرهای سایر است. شده بررسی sl(n,C)نمایش به مربوط کدهای فقط پایان�نامه، این در

نظریه�ی پدیده�ی این مشاهده�ی می�کنند. تولید بزرگ فاصله�های مینیمم با کدهایی ترتیب، همین به نیز

خوانندگان به بود. بررسی حال در جبرها این چندجمله�ای نمایش�های که گرفت صورت زمانی کدگذاری،

می�شود. پیشنهاد نیز ساده لی جبرهای دیگر به مربوط کدهای مطالعه�ی علاقه�مند،

د



١ فصل

کدگذاری نظریه�ی از مقدماتی

است، شده گنجانده فصل این در که مطالبی تمامی می�شویم. آشنا کدگذاری اولیه�ی مفاهیم با فصل این در

می�باشد. [۴] مرجع استناد به

کد ١.١

الفبای عنوان به که باشد q اندازه�ی با مجموعه�ای ،A = {a١, a٢, ..., aq} کنید فرض .١.١ تعریف

می�نامیم. کد علائم را آن اعضای و می�کنیم مراجعه آن به کد

wمی�باشد = w١w٢...wn صورت به Aدنباله�ای الفبای روی n طول از q−آرایه�ای یککلمه�ی (١)

گرفت. نظر در (w١, ..., wn) بردار شکل به می�توان را w ،معادلا .wi ∈ A ،i هر برای که

q−آرایه�ای کلمات از C ناتهی مجموعه�ی A الفبای روی n طول از q−آرایه�ای بلوکی کد یک (٢)

می�باشند. n یکسان طول دارای که است

می�شود. نامیده C در کدواژه یک C مجموعه�ی عضو هر (٣)

می�شود. نامیده C اندازه�ی می�شود، داده نمایش |C| با که ،C در کدواژه�ها تعداد (۴)

می�شود. نامیده (n,M)−کد Mیک اندازه�ی و n طول از کد یک (۵)

١



٢ کدگذاری نظریه�ی از مقدماتی .١ فصل

می�شود. گرفته نظر در q مرتبه�ی از Fq متناهی میدان معمولا کد الفبای .٢.١ تذکر

دیگر، عبارت به می�شود؛ نامیده دودویی(دوتایی) کد F٢ = {٠,١} الفبای روی کد یک .٣.١ تعریف

نامیده سه�تایی کد F٣ = {٠,١,٢} الفبای روی کد یک همین�طور هستند. ١ و ٠ دودویی کد علائم

می�شود.

w کلمه�ی کنید فرض می�شوند. ارسال کدواژه�ها فقط شده، کد ارتباطی کانال یک در کدگشایی. روش

وجود انتقال در خطایی که �گرفت نتیجه می�توان باشد، معتبر کدواژه�ی یک w اگر است. شده دریافت

ارسال کدواژه�ی محتمل�ترین کردن پیدا برای روشی به است، افتاده اتفاق خطا چند بدانیم اگر اما ندارد.

است. معروف کدگشایی روش به روشی چنین داریم. نیاز شده

همینگ فاصله�ی ٢.١

که y تا x از فاصله�ی(همینگ) باشند. A الفبای روی n طول از کلماتی y و x کنید فرض .۴.١ تعریف

x = x١...xn اگر هم�اند. از متفاوت y و x که است مکان�هایی تعداد می�شود، داده نمایش d(x, y) با

این�صورت: در ،y = y١...yn و

d(x, y) = d(x١, y١) + ...+ d(xn, yn), (١.١)

و می�شوند، گرفته نظر در ١ طول از کلماتی شکل به yi و xi آن در که

d(xi, yi) =

 ١ xi ̸= yi اگر

٠ xi = yi اگر

این�صورت: در .y = ٠١١٠١ و x = ٠١٠١٠ ،A = {٠,١} کنید فرض .۵.١ مثال

d(x, y) = ٣.

داریم: این�صورت در باشند. A الفبای روی n طول از کلماتی z و y ،x کنید فرض .۶.١ گزاره

،٠ ≤ d(x, y) ≤ n (١)
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،x = y فقط�اگر و اگر d(x, y) = ٠ (٢)

،d(x, y) = d(y, x) (٣)

.d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) مثلثی.) (نامساوی (۴)

است کافی (١.١) به توجه با واضح�اند. همینگ فاصله�ی تعریف به توجه با (٣) و (٢) ،(١) اثبات.

.n = ١ می�کنیم فرض پس کنیم، ثابت n = ١ حالت برای را (۴)

.d(x, z) = ٠ زیرا است درست وضوح به (۴) این�صورت در ،x = z اگر

می�باشد. صحیح (۴) نیز حالت این در پس y ̸= z یا y ̸= x این�صورت در ،x ̸= z اگر

فاصله مینیمم کدگشایی ٣.١

شود، دریافت x کلمه�ی اگر می�شوند. ارسال ارتباطی کانال یک روی ،C کد از کدواژه�هایی کنید فرض

دیگر عبارت به باشد، کمترین C کدواژه�های تمام میان در d(x, cx) که صورتی در

d(x, cx) = min
c∈C

d(x, c), (٢.١)

فاصله، مینیمم کدگشایی روش در کرد. خواهد کدگشایی cx به را x فاصله، مینیمم کدگشایی روش

کدواژه�ی دو از بیش یا دو برای اگر ،x شده�ی دریافت کلمه�ی برای می�شود. انجام صورت دو به کدگشایی

عنوان به دلخواه به را آن�ها از یکی کامل کدگشایی روش این�صورت در باشد، برقرار (٢.١) رابطه�ی cx

را دوباره�ای ارسال ناکامل کدگشایی روش که حالی در می�کند، انتخاب شده ارسال واژه�ی محتمل�ترین

می�کند. درخواست

کد فاصله�ی ۴.١

می�باشد. کد فاصله�ی آن دیگر مفید و مهم ویژگی کد، اندازه�ی و طول از غیر

می�شود داده نمایش d(C) با که C فاصله�ی (مینیمم) کلمه، ٢ حداقل شامل C کد برای .٧.١ تعریف
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است: زیر صورت به

d(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x ̸= y}

،n اعداد می�شود. نامیده ,n,M)−کد d) ،d فاصله�ی Mو اندازه�ی ،n طول از کد یک .٨.١ تعریف

می�نامند. کد پارامترهای را d Mو

این�صورت در باشد. دودویی کد یک ،C = {٠٠٠٠٠,٠٠١١١,١١١١١} کنید فرض .٩.١ مثال

زیرا: ،d(C) = ٢

d(٠٠٠٠٠,٠٠١١١) = ٣,

d(٠٠٠٠٠,١١١١١) = ۵,

d(٠٠١١١,١١١١١) = ٢.

است. دودویی (۵,٣,٢)−کد یک C این�رو، از

دارد. کد خطای تصحیح و تشخیص توانایی با نزدیکی ارتباط کد، فاصله�ی

است خطا u−تشخیص�دهنده�ی کد، یک باشد. مثبتی صحیح عدد u کنید فرض .١٠.١ تعریف

�یک شده نتیجه کلمه�ی افتاد اتفاق خطا u حداکثر و خطا یک حداقل کدواژه�ای در اگر که صورتی در

ولی باشد خطا u−تشخیص�دهنده�ی هرگاه است خطا u−تشخیص�دهنده�ی دقیقاً ،C کد نباشد. کدواژه

نباشد. خطا +u)−تشخیص�دهنده�ی ١)

زیرا است خطا ١−تشخیص�دهنده�ی ،C = {٠٠٠٠٠,٠٠١١١,١١١١١} دودویی کد .١١.١ مثال

دیگر، عبارت به نمی�دهد. نتیجه را دیگری کدواژه�ی مکان یک در کدواژه هر تغییر

دارد، نیاز تغییر بیت سه به ٠٠٠٠٠ → ٠٠١١١

دارد، نیاز تغییر بیت پنج به ٠٠٠٠٠ → ١١١١١

دارد. نیاز تغییر بیت دو به ٠٠١١١ → ١١١١١
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کدواژه�ی ٠٠١١١ نخست مکان دو تغییر با زیرا می�باشد خطا ١−تشخیص�دهنده�ی دقیقاً ،C واقع در

نیست). خطا ٢−تشخیص�دهنده�ی کد ،C (بنابراین شد خواهد نتیجه ١١١١١ دیگر

با کدی یعنی d(C)؛ ⩾ u + ١ فقط�اگر و اگر است خطا u−تشخیص�دهنده�ی ،C کد .١٢.١ قضیه

است. خطا −d)−تشخیص�دهنده�ی ١) دقیقاً کد ،d فاصله�ی

کـــــــه بـاشـــــــــــد گـــــــــــونه�ای بـه x و c ∈ C گــــــــــــر ا .d(C) ⩾ u+ ١ کنید فرض اثبات.

است. خطا u−تشخیص�دهنده�ی ،C بنابراین x؛ ̸∈ C این�صورت در ،١ ⩽ d(c, x) ⩽ u < d(C)

که دارند وجود c١, c٢ ∈ C این�صورت در ،d(C) ≤ u یعنی d(C) < u + ١ اگر دیگر طرف از

(که خطا d(C) و کنیم شروع c١ با که است امکان�پذیر بنابراین .١ ≤ d(c١, c٢) = d(C) ≤ u

از باشد. C در دیگری کدواژه�ی ،c٢ شده، نتیجه کلمه�ی که بیافتد اتفاق طوری (١ ≤ d(C) ≤ u

نیست. خطا u−تشخیص�دهنده�ی کد یک C این�رو،

می�کنند. تأیید را فوق قضیه�ی نیز ١١.١ و ٩.١ مثال�های .١٣.١ تذکر

،C کد باشد. مثبتی صحیح عدد v و شود استفاده ناکامل کدگشایی روش کنید فرض .١۴.١ تعریف

خطا کمتری تعداد یا v تصحیح به قادر فاصله مینیمم کدگشایی اگر است خطا v−تصحیح�کـنـنـده�ی

ولی بـــاشــد خطــا v−تصحیـح�کننده�ی اگــر اســت خطا v−تصحیح�کننده�ی دقیقاً ،C کــد باشــد.

نباشد. خطا v)−تصحیح�کننده�ی + ١)

مینیمم کدگشایی روش از استفاده با بگیرید. نظر در را C = {٠٠٠,١١١} دودویی کد .١۵.١ مثال

می�شود: مشاهده فاصله،

،١٠٠) دریافتی کلمه�ی این�صورت در بیافتد، اتفاق انتقال در خطا یک و شود ارسال ٠٠٠ اگر •

شد؛ خواهد کدگشایی ٠٠٠ به ( ٠٠١ یا ٠١٠

،١١٠) دریافتی کلمه�ی این�صورت در بیافتد، اتفاق انتقال در خطا یک و شود ارسال ١١١ اگر •

شد. خواهد کدگشایی ١١١ به ( ٠١١ یا ١٠١

است. خطا ١−تصحیح�کننده�ی ،C این�رو از است. شده تصحیح خطا، یک حالت�ها تمام در
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برای دهد. نتیجه را نادرستی کدواژه�ی است ممکن کدگشایی روش بیافتد، اتفاق خطا دو حداقل اگر

کدگشایی روش از استفاده با ٠١١ این�صورت در شود، دریافت ٠١١ و شود ارسال ٠٠٠ اگر مثال

است. خطا ١−تصحیح�کننده�ی دقیقاً ،C این�رو از شد. خواهد کدگشایی ١١١ به فاصله مینیمم

با کدی یعنی d(C)؛ ⩾ ٢v + ١ فقط�اگر و اگر است خطا v−تصحیح�کننده�ی ،C کد .١۶.١ قضیه

صحیح عدد بزرگترین ⌊x⌋ این�جا، در است. خطا −d)⌋−تصحیح�کننده�ی ١)
٢ ⌋ دقیقاً کد ،d فاصله�ی

می�باشد. x مساوی یا کمتر

v اگر باشد. دریافتی کدواژه�ی x و ارسالی کدواژه�ی c ،d(C) ⩾ ٢v + ١ کنید فرض ‘⇒’ اثبات.

کدواژه�ی هر برای این�رو، از .d(x, c) ≤ v این�صورت در باشد، افتاده اتفاق انتقال در کمتر یا خطا

داریم: ،c ̸= c′ که c′ ∈ C

d(x, c′) ⩾ d(c, c′)− d(x, c)

⩾ ٢v + ١− v

= v + ١

> d(x, c).

این می�شود. کدگشایی c به صحیح) طور (به x شود، استفاده فاصله مینیمم کدگشایی روش اگر بنابراین

است. خطا v−تصحیح�کننده�ی ،C که می�دهد نشان

این�صورت در باشد، d(C) < ٢v+١ اگر باشد. خطا v−تصحیح�کننده�ی ،C کد کنید فرض ‘⇐’

صورت در می�دهیم نشان .d(c, c′) = d(C) ≤ ٢v که دارند وجود c, c′ ∈ C مجزای کدواژه�های

ناصحیح شکل به را دریافتی کلمه�ی یا می�تواند فاصله مینیمم کدگشایی خطا، v حداکثر رخداد و c ارسال

ناکامل کدگشایی روش اگر نتیجه در (و دهد گزارش مساوی نتیجه�ی یک یا و کند کدگشایی c′ صورت به

تناقض C بودن فرضv−تصحیح�کننده با نتیجه این شوند). تصحیح نمی�توانند خطاها این شود، استفاده

.d(C) ⩾ ٢v + ١ می�دهد نشان این�رو از داشت، خواهد

تبدیل c′ به خطا v حداکثر شدن متحمل با می�توانست cاین�صورت در بود، d(c, c′) < v+١ اگر

قرار C در دوباره c′ زیرا تشخیص) قابل غیر (درواقع، می�شدند تصحیح قابل غیر خطاها این و شود
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.d(c, c′) ⩾ v+١ بنابراین، دارد. تناقض C بودن فرضv−تصحیح�کننده با حال، هر در که می�گیرد.

که متفاوت�اند، اول مکان d = d(C) دقیقاً در c′ و c کرد فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون

کلمه�ی اگر .v + ١ ⩽ d ⩽ ٢v

x = x١, ..., xv︸ ︷︷ ︸
c′با موافق

xv+١, ..., xd︸ ︷︷ ︸
c با موافق

xd+١, ..., xn︸ ︷︷ ︸
دو هر با موافق

داریم این�صورت در شود، دریافت

d(x, c′) = d− v ≤ v = d(x, c).

می�شود، کدگشایی c′ به ناصحیح طور به xحالت این در که d(x, c′) < d(x, c) نتایج از هریک بنابراین

می�آید. دست به می�شود، گزارش مساوی نتیجه�ی حالت این در که d(x, c) = d(x, c′) یا

خطی کدهای ۵.١

می�كنیم. بیان را آن�ها مقدماتی خصوصیات برخی و می�كنیم معرفی را خطی كدهای ادامه، در

است. F n
q از زیرفضا یك ،Fq روی n طول از C خطی كد .١٧.١ تعریف

نامیده تكرار كد اغلب كد، این است. خطی کد یک C = {(λ, λ, ..., λ) : λ ∈ Fq} .١٨.١ مثال

می�شود.

باشد. F n
q در خطی كد یك C كنید فرض .١٩.١ تعریف

است. F n
q از C زیرفضای متعامد مكمل C⊥ ،C كد دوگان (١)

می�باشد. dim(C) یعنی Fq روی برداری فضای یك عنوان به C بعد ،C خطی كد بعد (٢)

این�صورت: در باشد. Fq روی n طول از خطی كد یك C كنید فرض .٢٠.١ قضیه

dim(C)؛ = logq|C| دیگر عبارت به ،|C| = qdim(C) (١)

dim(C)؛ + dim(C⊥) = n و است خطی كد یك C⊥ (٢)
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.(C⊥)⊥ = C (٣)

داریم پس ،C = {٠٠٠٠,١٠١٠,٠١٠١,١١١١} كنید فرض (q = ٢) (١) .٢١.١ مثال

،C⊥ = {٠٠٠٠,١٠١٠,٠١٠١,١١١١} = C دید می�توان .log٢|C| = log٢۴ = ٢

.dim(C⊥) = ٢ و

،C = {٠٠٠,٠٠١,٠٠٢,٠١٠,٠٢٠,٠١١,٠١٢,٠٢١,٠٢٢} كنید فرض (q = ٣) (٢)

بنابراین ،C⊥ = {٠٠٠,١٠٠,٢٠٠} داریم .dim(C) = log٣|C| = log٣٩ = ٢ پس

.dim(C⊥) = ١

از استفاده با q اگر یا ، q-آرایه�ای ,n]−کد k] یك Fq روی k بعد و n طول از خطی كد یك .٢٢.١ تذکر

اگر است. خطی ,n)−كد qk) یك همچنین كد این می�شود. نامیده ,n]−کد k] یك باشد مشخص متن

می�شود. ذكر خطی ,n]−كد k, d] یك اوقات گاهی همچنین كد این باشد، مشخص نیز C کد فاصله�ی

باشد. خطی كد یك C كنید فرض .٢٣.١ تعریف

.C ⊆ C⊥ اگر است خودمتعامد C (١)

.C = C⊥ اگر است خوددوگان C (٢)

خوددوگان كد یك بعد و باشد n/٢ مساوی یا کمتر باید n طول از خودمتعامد كد یك بعد .٢۴.١ گزاره

است. n/٢ برابر n طول از

است. خوددوگان و خودمتعامد كدهای تعاریف و (٢) ٢٠.١ قضیه�ی مستقیم نتیجه�ی گزاره این اثبات.

است. خوددوگان ،(١) ٢١.١ مثال كد .٢۵.١ مثال

همینگ وزن ۶.١

کردیم. تعریف را ،d(x, y) ،x, y ∈ F n
q كلمه�ی دو بین همینگ فاصله�ی
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می�شود، داده نمایش wt(x) با كه x وزن(همینگ) باشد. F n
q در كلمه یك x كنید فرض .٢۶.١ تعریف

است. صفر كلمه�ی ٠ كه wt(x) = d(x,٠) دیگر، عبارت به می�شود؛ تعریف x ناصفر مؤلفه�های تعداد

از مضربی کدواژه�ها تمام وزن هرگاه گویند، زوج-مضاعف) (کد زوج کد یک را خطی کد .٢٧.١ تعریف

باشد. (۴ (از ٢

كنیم: تعریف زیر صورت به می�توانیم را همینگ وزن ،x ∈ Fq عضو هر برای .٢٨.١ تذکر

wt(x) = d(x,٠) =

 ١ x ̸= اگر٠

٠ x = اگر٠

به معادلا می�تواند xهمینگ وزن ،x = (x١, x٢, ..., xn) شكل به x ∈ F n
q نوشتن با این�صورت در

شود: تعریف زیر صورت

wt(x) = wt(x١) + wt(x٢) + ...+ wt(xn) (٣.١)

.d(x, y) = wt(x− y) آنگاه ،x, y ∈ F n
q اگر .٢٩.١ لم

فقط�اگر و اگر است برقرار نیز این كه x = y فقط�اگر و اگر d(x, y) = ٠ ،x, y ∈ Fq برای اثبات.

می�شود. نتیجه (٣.١) و (١.١) از ٢٩.١ لم حال .wt(x− y) = ٠ معادلا یا x− y = ٠

لم مستقیم پیامد زیر نتیجه�ی ،a = −a داریم زوج qهای مورد در a ∈ Fq هر برای كه آن�جا از

می�باشد. ٢٩.١

.d(x, y) = wt(x+ y) آنگاه ،x, y ∈ F n
q اگر باشد. زوج q كنید فرض .٣٠.١ نتیجه

دهید: قرار ،F n
q در y = (y١, y٢, ..., yn) و x = (x١, x٢, ..., xn) برای

x ⋆ y = (x١y١, x٢y٢, ..., xnyn).

آنگاه: ،x, y ∈ F n
٢ اگر .٣١.١ گزاره

wt(x+ y) = wt(x) + wt(y)− ٢wt(x ⋆ y) (۴.١)
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x y x ⋆ y wt(x) + wt(y)− ٢wt(x ⋆ y) wt(x+ y)
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ١ ١
١ ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ٠ ٠

:١.١ جدول

نیز این كه است. برقرار x, y ∈ F٢ برای (۴.١) دهیم نشان است كافی ،(٣.١) از استفاده با اثبات.

است. دست�یابی قابل راحتی به ١.١ جدول در شده بیان شكل به

wt(C) با كه ،C (همینگ) وزن مینیمم خطی). لزوماً (نه باشد كد یك C كنید فرض .٣٢.١ تعریف

می�باشد. C ناصفر كدواژه�های وزن كمترین می�شود، داده نمایش

.d(C) = wt(C) این�صورت در باشد. Fq روی كدخطی یك C كنید فرض .٣٣.١ قضیه

تعریف، به توجه با .d(x, y) = wt(x− y) داریم x, y كلمه�ی دو هر برای كه می�شویم یادآور اثبات.

بنابراین d(x′, y′) = d(C) كه دارند وجود x′, y′ ∈ C

d(C) = d(x′, y′) = wt(x′ − y′) ≥ wt(C),

بنابراین wt(C) = wt(z) كه دارد وجود z ∈ C \ {٠} برعكس، .x′ − y′ ∈ C زیرا

wt(C) = wt(z) = d(z,٠) ≥ d(C).

از استفاده است ممكن چرا كه هستند دلایلی زیر موارد خطی.) کدهای مزایای (برخی .٣۴.١ تذکر

باشد. ترجیح مورد غیرخطی كدهای به نسبت خطی كدهای

شود. توصیف كاملا پایه از استفاده با می�تواند است، برداری فضای یك خطی كد یك كه آن�جا از (١)

است. برابر آن ناصفر كدواژه�های وزن كمترین با خطی كد �یك فاصله�ی (٢)

و سریع�تر دلخواه، غیرخطی كدهای به نسبت خطی كد یك برای كدگشایی و كدگذاری روش�های (٣)

می�شویم). آشنا روش�ها این از یکی با ادامه (در است آسان�تر


