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الهͬ
خواستͬ. که چنان پیراستͬ را ما

الهͬ
نیست. زبان را تو شͺر و نیست کران را تو فضل

الهͬ
نیفتیم. چاه در که ده بینائͬ و نیفتیم راه از که ده دانائͬ

الهͬ
سازیم. جهان کار که ده جانͬ و بازیم جان شͺر در که ده دلͬ

الهͬ
شویم. استوار دین در ده توفیقͬ و شویم بیزار دنیا از تا ده تحقیقͬ

الهͬ
کند. رهنمون بهشت به که طاعتͬ توفیق و کند افزون طاعت که ده دلͬ
مͬ�خواهͬ؟ چه مفلس بنده�ی این از پس خواهͬ خود که کنͬ آن همه چون

الهͬ
است. بیرون حد از تو عفو اما است افزون من گناه چه اگر

الهͬ
نشویم. سرگردان که آر راه به و نشویم پشیمان تا نگاهدار

الهͬ
نتوانستم. دانستم که چون و ندانستم توانستم چون

الهͬ
مͬ�توانͬ. برآوردن و مͬ�دانͬ و مͬ�بینͬ

الهͬ
خواستͬ. که چنان پیراستͬ را ما

عبدالˁʓه�انصاری خواجه نامۀ مناجات از



චاری... ণپاس໋�
اتمام به او یاری و لطف به را ارشد کارشناسͬ دورۀ که منّان خداوند پیشͽاه به ستایش و سپاس
پیشرفت در بسزایی نقش ͷی هر که بوده�اند بسیاری اساتید تحصیلاتم دوران طول در رساندم.
اساتید زحمات از گوشه�ای که نیست آن یارای را کلمه�ای هیچ که مͬ�دانم داشته�اند. اینجانب

نماید. جبران را گرانقدرم
خاطر به امامعلͬ�پور دکتر و جبارزاده دکتر آقایان گرانقدرم استاتید از که مͬ�دانم لازم خود بر اما

نمایم. تشͺر قلب صمیم از بی�نظیرشان حمایتهای و بی�شائبه زحمات
مختصر صفحه این در نامشان ذکر که آشنایانͬ و دوستان همه از مͬ�دانم وظیفه خود بر پایان در

باشم. داشته را تشͺر نهایت کشیده�اند زحمت رساله این رساندن پایان به در و نمͬ�گنجد

معینͬ کاظم
١٣٨٨ بهمن



کاظم نام: معینͬ خانوادگͬ: نام

لورنتس - ارلیس فضاهای روی ترکیبی عملͽرهای پایان�نامه: عنوان

جبارزاده رضا محمد دكتر راهنما: استاد
امامعلͬ�پور حسین دكتر مشاور: استاد

آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:
٨۴ صفحه: تعداد ١٣٨٨ بهمن فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

فضاهای پذیر، اندازه تبدیل ترکیبی، عملͽرهای فشرده، عملͽر کلیدواژه�ها:
-لورنتس. ارلیس

چͺیده
ارلیس فضاهای روی ترکیبی عملͽرهای فشردگͬ و کرانداری پایان�نامه این در
مͬ�پردازیم. توصیفتعاریفزیر به هدف این برای مͬ�کنیم. بررسͬ -لورنتسرا

مͬ�شود تعریف زیر صورت به (0,∞) روی به f از µf توزیع تابع

µf = µ{x ∈ Ω : |f(x)| > λ},

مͬ�شود تعریف زیر صورت به (0,∞) روی f نزولͬ آرایش باز همچنین

f ∗(t) = inf{λ > 0 : µf (λ) ≤ t} = sup{λ > 0 : µf (λ) > t}.

مͬ�شود تعریف زیر صورت به Lφ,w(µ) -لورنتس ارلیس فضای

Lφ,w(µ) =
{
f ∈ L0(µ) : Pφ,w(λf) <∞, ∃λ > 0

}
آن در که

Pφ,w(λf) =

∫
I

φ
(
λf ∗(t)

)
w(t)dt.

I =
[
0, µ(Ω)

] و است Ω روی پذیر اندازه −Σ توابع تمام خطͬ فضای L0(µ) و
است. وزن تابع wهمچنین یانگ، تابع ͷی φ و



مطالب فهرست

ج مطالب فهرست

ح تصاویر لیست

١ مقدماتͬ مفاهیم ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتͬ تعاریف ١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارلیس فضای ٢.١

١۶ -لورنتس ارلیس فضاهای ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع تابع ٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نزولͬ آرایش تجدید ٣.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال توابع ۴.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لورنتس فضای ۵.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن�دار ترکیبی عملͽرهای ۶.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضربی عملͽرهای ٧.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆2 شرط ٨.٢

۴۶ ترکیبی عملͽرهای کرانداری ٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرانداری ٢.٣

۵٨ ترکیبی عملͽرهای فشردگͬ ۴

ج



چ مطالب فهرست

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشردگͬ ١.۴

٨٢ مراجع

٨۴ واژه�نامه



تصاویر لیست

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.٢ مثال برای توزیع تابع مقادیر ١.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = arctan(x) تابع نمودار ٢.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . h(x) = 1− e−x تابع نمودار ٣.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.٢ مثال برای f ∗(t) تابع نمودار ۴.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.٢ مثال برای f ∗ و f تابع نمودار ۵.٢

ح



مقدمه

را -لورنتس ارلیس فضاهای روی ترکیبی عملͽرهای فشردگͬ و کرانداری پایان�نامه این در

مختلط و حقیقͬ آنالیز از مقدماتͬ قضایای و تعاریف بررسͬ به اول فصل در مͬ�کنیم. بررسͬ

دوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را ارلیس فضاهای مقدماتͬ مفاهیم و مͬ�پردازیم تابعͬ آنالیز و

آنها درباره مقدماتͬ قضیه چند و آورده را -لورنتس ارلیس فضاهای به مربوط اولیه تعاریف

ارلیس-لورنتس فضاهای روی ترکیبی عملͽرهای کرانداری درباره بعد فصل در اثباتمͬ�کنیم.

ارلیس رویفضاهای ترکیبی عملͽرهای شرایط، تحتآن که مͬ�کنیم بیان را شرایطͬ بحثکرده

- ارلیس فضاهای روی ترکیبی عملͽرهای فشردگͬ آخر فصل در و باشند کراندار -لورنتس

مͬ�کنیم. بررسͬ را لورنتس

است شده تهیه زیر مقاله اساس بر نامه پایان این

Rajeev Kumar, Romesh Kumar, Composition operators on Orlicz-Lorentz spaces,

Integr. Equ. Oper. theoty., 60 (2008) 79-88.

خ



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مقدماتͬ تعاریف ١.١

هرگاه است X روی σ-جبر ͷی Σ گوییم .Σ ⊆ P (X) و X ̸= ϕ کنید فرض .١.١.١ تعریف

١) X ∈ Σ

٢) ∀A ∈ Σ =⇒ Ac ∈ Σ

٣) ∀{An}∞n=1 ⊆ Σ =⇒
∞∪
n=1

An ∈ Σ

اندازه مجموعه�های را Σ اعضای و پذیر اندازه فضای را X اختصار به یا (X,Σ)صورت این در

مͬ�نامیم. پذیر

f : X −→ Y توپولوژیͷو فضای (Y, τ) و پذیر اندازه فضای (X,Σ) فرضکنید تعریف٢.١.١.

اگر تنها و اگر است پذیر اندازه f گوییم باشد، مفروض

∀V ∈ τ ; f−1(V ) ∈ Σ

.f−1(τ) ⊆ Σ دیͽر عبارت به

داریم ،f : (X,ΣX) −→ (Y,ΣY ) اگر حال

پذیر اندازه f ⇐⇒ ∀β ∈ ΣY ; f
−1(β) ∈ ΣX

.f−1(ΣY ) ⊆ ΣX عبارتͬ به



٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

عدد ͷی مجموعه هر به که (تابعͬ µ : Σ −→ [0,∞) مجموعه�ای تابع .٣.١.١ تعریف

هرگاه نامیم مثبت اندازه ͷی را دهد) اختصاص

١) µ(ϕ) = 0

٢) {An}∞1 ⊆ Σ و An ∩ Am = ϕ;n ̸= m =⇒ µ(
∞∪
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

نامیم. مختلط اندازه را آن آنگاه کنیم عوض C با را [0,∞) هرگاه فوق تعریف در

،µ(X) = 1 که حالتͬ در ،µ(X) <∞ هرگاه گوییم متناهͬ X روی را µ اندازه .۴.١.١ تعریف

گوییم. احتمال اندازه را µ

باشد داشته وجود {En}∞n=1 ⊆ Σ هرگاه گوییم σ-متناهͬ ،X روی را µ اندازه .۵.١.١ تعریف

.X =
∞∪
n=1

En و ∀n; µ(En) <∞ که طوری به

µ(E) = +∞ باشیم داشته که E ∈ Σ ازای به هرگاه گوییم متناهͬ نیم را µ .۶.١.١ تعریف

.0 < µ(A) <∞ و A ⊆ E که طوری به باشد موجود A ∈ Σ آنگاه

هرگاه نامیم صفر اندازه یا پوچ را A ∈ Σ مجموعه ،(X,Σ, µ) اندازه فضای در .٧.١.١ تعریف

.µ(A) = 0

و پذیر اندازه fn : X −→ [0,∞] کنید فرض (͹لب یͺنواخت (همͽرایی .٨.١.١ قضیه

f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ ∞,



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

باشیم داشته x ∈ X هر ازای به و

lim fn(x) = f(x) = sup
n≥1

fn(x)

و است پذیر اندازه f صورت این در

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

.[١٨] برهان.

داریم باشد، پذیر اندازه fn : X −→ [0,∞] کنید فرض (فاتو) .٩.١.١ لم

∫
X

lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fndµ.

.[١٨] برهان.

بر مختلط پذیر اندازه توابع از fnدنباله�ای کنید فرض (͹لب تسلطͬ (همͽرایی .١٠.١.١ قضیه

مانند تابعͬ هرگاه .f(x) = lim
n→∞

fn(x) باشیم داشته x ∈ X هر ازای به که طوری به باشد X

که طوری به باشد موجود g ∈ L1(µ)

∀n, x ∈ X; |fn(x)| ≤ g(x)

و f ∈ L1(µ) آنگاه

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

و

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

.[١٨] برهان.

خطͬ Λ : X −→ Y و بوده ͷتوپولوژی برداری فضای دو Y و X کنید فرض .١١.١.١ قضیه

ارزند هم زیر روابط آنگاه باشد،

است. پیوسته Λ (١

است. کراندار Λ (٢

است. کراندار {Λxn, n = 1, 2, 3, . . .} آنگاه xn → 0 هرگاه (٣

.Λxn → 0 آنگاه xn → 0 هرگاه (۴

.[١٩] برهان.

کنیم فرض و باشد (0,∞) روی نامنفرد اندازه�پذیر تابع ͷی ψ کنید فرض .١٢.١.١ لم

−∞ < λ < 1, 1 ≤ q ≤ ∞

داریم

{∫ ∞

0

(
tλ
1

t

∫ t

0

ψ(s)ds

)q
dt

t

} 1
q

≤ 1

1− λ

{∫ ∞

0

(
tλψ(t)

)q dt
t

} 1
q

و

{∫ ∞

0

(
t1−λ1

t

∫ ∞

t

ψ(s)ds

)q
dt

t

} 1
q

≤ 1

1− λ

{∫ ∞

0

(
t1−λψ(t)

)q dt
t

} 1
q



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

.[٢] برهان.

مͬ�کنیم تعریف باشد، X بر مختلط پذیر اندازه تابع ͷی f و 1 < p <∞ اگر تعریف١٣.١.١.

||f ||p =
(∫

X

|f |pdµ
) 1

p

و

||f ||∞ = ess sup
x∈X

|f(x)|

esssupf(x) = inf
{
M : m{t : f(t) > M} = 0

}

.||f ||p <∞ که باشد شده تشͺیل هایی f تمام از Lp(µ) و

مͬ�نامیم. f تابع برای Lp نرم را ||f ||p ما

مختصر طور به یا

Lp(µ) =

{
f : X −→ C , پذیر fاندازه ;

∫
X

|f |pdµ <∞
}

.Lϕ(µ) = Lp(µ) آنگاه 1 ≤ p <∞ که ϕ(x) = xp اگر

ͷی را X باشد، F ∈ {C or R} میدان روی برداری فضای X کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

باشد زیر خواص دارای x, y ∈ X هر ازای به ||.|| : X → F تابع هرگاه نامند نرمدار فضای

١) ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0,



٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

٢) ||αx|| = |α| ||x||; α ∈ F,

٣) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

این در کشͬ دنباله هر هرگاه مͬ�شود گفته کامل دار، نرم خطͬ فضای ͷی .١۵.١.١ تعریف

باشد. همͽرا فضا

گویند. باناخ فضای را کامل دار نرم خطͬ فضای .١۶.١.١ تعریف

به نسبت µ گوییم باشد، Σ جبر - σ بر متمایز اندازه دو ν و µ کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

که کند ایجاب |ν(A)| = 0, A ∈ Σ هرگاه µ ≪ ν مͬ�نویسیم و است پیوسته مطلق طور به ν

.µ(A) = 0

باشد. -متناهͬ σ اندازه ͷی µ و بوده متناهͬ ناصفر اندازه ͷی ν کنید فرض .١٨.١.١ قضیه

که هست ای A ∈ Σ و ای ε > 0 آنگاه باشد پیوسته مطلق طور به µ به نسبت ν هرگاه

است. برقرار B ⊆ A که B ∈ Σ هر ازای به εµ(B) ≤ ν(B) و 0 < µ(A) <∞

.[١٨] برهان.

اگر µ ⊥ ν مͬ�نویسیم و گوییم متعامد) (یا منفرد را ν و µ متمایز اندازه دو .١٩.١.١ تعریف

وجود |µ|(A) = |ν|(B) = 0 و X = A ∪ B خاصیت با Σ از B و A جدای هم از مجموعه دو

باشد. داشته



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

اندازه به نسبت که باشد متناهͬ اندازه ͷی ν کنید فرض -نیͺودیم). (رادون .٢٠.١.١ قضیه

در f مانند فرد به منحصر تابع ͷی صورت این در است. پیوسته مطلق طور به µ -متناهͬ σ

که طوری به هست L1(µ)

ν(A) =

∫
A

fdµ

است. برقرار A ∈ Σ هر ازای به

.[١٨] برهان.

مͬ�شود تعریف زیر صورت به (0,∞) روی µf توزیع تابع f ∈M0 برای .٢١.١.١ تعریف

µf (λ) = µ{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}

L0(µ) و هستند. متناهͬ جا همه تقریباً که باشد مͬ L0(µ) روی توابع همه M0کلاس آن در که

است. پذیر Σ-اندازه توابع تمام خطͬ فضای

شود مͬ تعریف زیر صورت به (0,∞) روی f نزولͬ آرایش تجدید .٢٢.١.١ تعریف

f ∗(t) = inf{λ > 0 : µf (λ) 6 t} = sup{λ > 0 : µf (λ) > t}

،−∞ ≤ a < b ≤ ∞ آن در که را، (a, b) باز بازه بر تعریفشده φ حقیقͬ تابع تعریف٢٣.١.١.

،a < x < b هر ازای به φ((1−λ)x+λy) 6 (1−λ)φ(x)+λφ(y)نامساوی هرگاه محدبگویند

باشد. برقرار 0 ≤ λ ≤ 1 و a < y < b



٩ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

کند صدق زیر شرایط در φ : [0,∞) −→ [0,∞) کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف

.x = 0 اگر فقط و اگر φ(x) = 0 (١

. lim
x→∞

φ(x) = ∞ (٢

.φ(s) > 0 داریم s > 0 برای (٣

است. پیوسته راست از s ≥ 0 برای φ(s) (۴

است. نانزولͬ (0,∞) روی φ(s) (۵

گوییم. یانگ تابع را Φ(t) =
∫ t

0

φ(s)ds آنگاه

مͬ�کنیم. بیان زیر لم در را یانگ تابع ویژگͬ�های

داریم علاوه به است، محدب و صعودی اکیداً پیوسته، [0,∞) روی Φ یانگ تابع .٢۵.١.١ لم

.lim
t→0

Φ(t)

t
= 0 .١

. lim
t→∞

Φ(t)

t
= ∞ .٢

. lim
t→∞

Φ(t) = ∞ و Φ(0) = 0 .٣

.Φ(αt) ≤ αΦ(t) آنگاه 0 ≤ α ≤ 1 اگر .۴

.Φ(βt) ≥ βΦ(t) آنگاه β > 1 اگر .۵

.[١٠] برهان.



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

T : N −→M نگاشت آنگاه باشند. دار نرم فضایخطͬ Nدو Mو فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

.x, y ∈ N هر ازای به ||T (x)− T (y)|| ≤ ||x− y|| اگر مͬ�شود نامیده انقباضͬ نگاشت ͷی

گفته ،S مجموع دارای و پذیر جمع دار، نرم خطͬ یͷفضای در
n∑

i=1

fi سری تعریف٢٧.١.١.

باشد. همͽرا S به سری جزئͬ مجموع�های دنباله و بوده فضا این به متعلق S هرگاه مͬ�شود

باشیم داشته یعنͬ

||S −
n∑

i=1

fi|| −→ 0

هرگاه گویند پذیر جمع مطلق طور به را
n∑

i=1

fi سری .S =
∞∑
i=1

fi مͬ�نویسیم حالت این در

باشد.
∞∑
n=1

||fn|| <∞

مطلق پذیر جمع سری هر اگر فقط و اگر است کامل X دار نرم خطͬ فضای .٢٨.١.١ قضیه

باشد. پذیر جمع آن در

.[١٨] برهان.

این در ،µ(A) > 0 و A ∈ Σ و باشد اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

µ(E) = 0 باشیم داشته E ⊂ A که E ∈ Σ هر برای هرگاه است ͷاتمی مجموعه ͷی Aصورت

.µ(A− E) = 0 یا

E ∈ Σ هر ازای به و باشد متناهͬ −σ اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) فرضکنید تعریف٣٠.١.١.

گوییم. نامنفرد تبدیل را T : X −→ X آنگاه .µoT−1(E) = 0 کند ایجاب µ(E) = 0 هرگاه



١١ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

ارلیس فضای ٢.١

تعریف نامنفرد تابع φ = φ(t) و باشد Rn از باز مجموعه زیر ͷی Ω فرضکنید تعریف١.٢.١.

پذیر اندازه ͹لب جا همه تقریباً توابع همه مجموعه دهنده نشان L̃φ(Ω) و باشد [0,∞) روی شده

که طوری به باشد Ω روی شده تعریف

∫
φ
(
|u(x)|

)
dx <∞

دیͽر عبارت به

L̃ϕ(Ω) =

{
u : Ω −→ Ω , پذیر اندازه ͹لب u :

∫
φ
(
u(x)

)
dx <∞

}

نماد از و شد خواهد نامیده ارلیس کلاس ͷی L̃φ(Ω) آنگاه

σ(u, φ) =

∫
φ
(
|u(x)|

)
dx

مͬ�کنیم. استفاده

مͬ�دهیم قرار باشد، σ-متناهͬ اندازه فضای (X,A, µ) کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

Lϕ(µ) =

{
f : X −→ C , پذیر fاندازه :

∫
X

ϕ(α|f |)dµ <∞, α > 0

}

مͬ�شود. نامیده ارلیس فضای ͷی Lϕ(µ) است، یانگ تابع ϕ آن در که

است. باناخ فضای ͷی LΦ(Ω) ارلیس فضای .٣.٢.١ قضیه


