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قدردانͬ و تشͺر

حسرت است، گذشته زیستن برای که ای لحظه ثمری بی بر مرگ لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به خدایا،

اين در که باشم آنهايی تمام سپاسͽزار مͯ�دانم خود وظيفه نباشم. اشسوگوار بیهودگͬ بر که کن عطا مردنͬ و نخورم

بود. من راهͽشای اميدشان و بودنشان ارزشمند دوره

تربیت، و تعیلم جام نوش جرعه پیوسته که فداکارم و دلسوز عزیز، بسیار مادر و پدر خدمت فراوان درود و تقدیر با

است. بوده مشͺلات و ها سختͬ در من راه روشنگر وجودشان چراغ همواره و ام بوده آنها انسانیت و فضیلت

زندگͬ در تلاش و پشتکار همت، از نظیری بی الͽوی که اسحاقͬ دکتر گرانقدر استاد از نمایم مͬ قدردانͬ و تشͺر

حبیبیان دکتر از همچنین دارم. را بلندي سر و موفقيت سلامتͯ، آرزوي محترمشان خانواده و ايشان براي هستند. من

. سپاسͽذارم اند فرموده تقبل را نامه پایان این مشاوره زحمت که

دارم. را قدردانͬ کمال بوده�اند من پشتیبان زندگͬ مراحل کلیه در که وبرادرانم ازخواهران پایان ودر

حسینͬ

۱۳۹۲



الف

چͺیده

را متعامد باناخ های فضا روی متعامد ترکیبی تابعͬ معادلات هایرز-اولام پایداری و عمومͬ حل نامه پایان این در

مͬ�کنیم. بررسͬ

مͬ�کنیم. اثبات را باناخ ی فضا روی f(x) = f(x− ۱)+f(x−۴) فیبوناچͬ شبه ی معادله پایداری و حل سرانجام

کلیدی: های واژه

ناچͬ. فیبو شبه حل، متعامد، ترکیبی، تابعͬ معادلات هایرز-اولام، پایداری
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ج مطالب فهرست
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۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = f(x− ۱) + f(x− ۴)

۶٧ مراجع

٧١ انگلیسͬ به فارسͬ نامه واژه
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د مقدمه

مقدمه

شد: مطرح صورت این به اولام[٣۶] توسط میلادی ۱۹۴۰ سال در تابعͬ معادلات پایداری مسئله

آیا باشد. شده داده ε > ۰ و بوده d(., .) متر با ͷمتری گروه ͷی (G۲, ∗, d) و گروه ͷی (G۱, ◦) کنیم فرض

رابطه در ،h : G۱ → G۲ نگاشت اگر که طوری به است موجود δ(ε) > ۰

d(h(x ◦ y), h(x) ∗ h(y)) ≤ δ (x, y ∈ G۱)

که قسمͬ به باشد موجود H : G۱ −→ G۲ ریختͬ هم آن�گاه

d(h(x), H(x)) ≤ ε (x ∈ G۱).

ͷنزدی واقعͬ همریختͬ ͷی به کم خطای با ممͺن اندازه تا را همریختͬ تقریباً تابع ͷی مͬ�توان آیا دیͽر عبارت به

کرد؟

شد: حل زیر صورت به باناخ فضاهای برای ،[٢١] در ١ هایرز توسط اولام مسئله بعد سال ͷی

نامعادله در f : X −→ Y تابع و ε > ۰ و باناخ فضاهای Y و X اگر

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ε (x, y ∈ X)

،حد x ∈ X هر برای آن�گاه کند، صدق

A(x) = lim
n→∞

۱
۲n
f (۲nx)

١Hyers



ه� مقدمه

طوری�که به است بفرد منحصر جمعͬ تابع ͷی A : X −→ Y و دارد وجود

∥f(x)− A(x)∥ ≤ ε (x ∈ X).

است. خطͬ A گاه آن باشد پیوسته t ∈ R در ،x ∈ X هر برای f(tx)اگر علاوه به

میلادی، ۱۹۷۸ سال در و داد تعمیم جمعͬ تقریبا توابع برای را هایرز قضیه�ی در[٢] ٢ آوکͬ ،۱۹۵۰ سال در

داد: تعمیم زیر صورت به را هایرز قضیه [٣٢] در ٣ راسیاس تمستکلیس

نامساوی در که طوری به باشد Y باناخ فضای به X دار نرم فضای از تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ϵ(∥x∥p + ∥y∥p) (x, y ∈ X)

x ∈ X، هر برای ،۰ ≤ p < ۱ و ϵ > ۰ که هستند هایی ثابت p و ϵ درآن که کند. صدق

A(x) = lim
n→∞

۱
۲n
f (۲nx)

رابطه در که مͬ�باشد بفرد منحصر جمعͬ تابع ͷی A و دارد وجود

∥f(x)− A(x)∥ ≤ ۲
۲− ۲p

ϵ∥x∥p (x ∈ X)

است. معروف راسیاس هایرز-اولام- پایداری به جدید مفهوم این مͬ�کند. صدق

کنترل تابع اولام-راسیاس هایرز- پایداری در ϵ(∥x∥p + ∥y∥p) کنترل تابع جای به راسیاس جان ازطرفͬ

شد. معروف -گاورتا-راسیاس اولام پایداری به که کرد. جایͽزین را ϵ(∥x∥p∥y∥p)

کنترل تابع -راسیاس اولام هایرز- کلͬ قضیه�ی در کنترل تابع جای به او داد تعمیم را نتایج این ،[١۶] ۴ گاوروتا

٢Aoki
٣Themistocles M.Rassias
۴Gavruta



و مقدمه

( ببینید. را [٣ ،١۵ ،١٧ ،٢٠ ،٢٣ ،٣٠ ،٣١ ،٣٢ ،٣٣] بیشتر جزئیات (برای کرد جایͽزین را ϕ(x, y)

این و باشند نداشته ارشمیدسͬ خاصیت که کرد معرفͬ را نرمداری فضاهای [١٩] هنسل میلادی، ۱۹۸۷ سال در

معادله [١٨]۶ استرادر و ۵ گادر ۱۹۷۵میلادی، سال در .[٢۶ ،۴٠ دارند[٣٩، ͷفیزی در فراوانͬ کاربردهای فضاها

اند کرده معرفͬ زیر صورت به را متعامد کوشͬ تابعͬ

f(x+ y) = f(x) + f(y), x ⊥ y,

اند. گرفته درنظر اصل پنج شامل ای رابطه را ⊥ که

به کرد معرفͬ استرادر و گادر اصول کردن محدود با را تعامد از جدیدی تعریف [٣۵]٧ رتز میلادی، ۱۹۸۵ سال در

کرد. بیان نیز را جمعͬ های نگاشت از جدیدی ساختار او علاوه

مطالبی از ای خلاصه زیر در باشدکه مͬ مختلف فضاهای در ترکیبی معادله تعدادی وپایداری حل به نامه پایان این

است: شده داده توضیح شود مͬ بحث فصل هر در که

مطرح تابعͬ معادلات پایداری اولیه قضایای و مفاهیم از وسپسبعضͬ شوند مͬ بیان تعاریفلازم :نخست اول فصل

کرد. خواهیم پیدا نیاز آن به بعدی های فصل در که شوند مͬ

تابعͬ معادله حل به ابتدا :در دوم فصل

f(mx+ y) + f(mx− y) + ۲f(x) = f(x+ y) + f(x− y) + ۲f(mx)

شود. مͬ پرداخته باناخ شبه فضای در معادله این هایرز-اولام یافته ٨تعمیم پایداری وسپس

گیرد. مͬ قرار مطالعه مورد ناارشمیدسͬ باناخ جبرهای AQCQروی متعامد٩ همومورفیسم :پایداری سوم فصل

۵Gudder
۶Strawther
٧Rätz
٨Stability
٩Orthogonality



ز مقدمه

را f(x) = f(x− ۱) + f(x− ۴) فیبونانچ١٠ͬ شبه تابعͬ معادله پایداری سپس و عمومͬ حل چهارم:ابتدا فصل

شود. مͬ بحث باناخ های فضای در

١٠ Fibonacci Like
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١ فصل

پیش�نیاز�ها

شود. بیان شده استفاده آن�ها از پایان�نامه این در که قضایایی و تعاریف از برخͬ که است آن بر تلاش حاضر فصل در

اولیه تعاریف ١.١

موجود || · || : X → F نگاشت گاه هر گوییم، نرمدار را F اسͺالر میدان روی X برداری فضای .١.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر خاصیت سه ،λ اسͺالر هر و x, y ∈ X هر برای طوری�که به باشد

x؛ = ۰ اگر فقط و اگر ||x|| = ۰ و ||x|| ≥ ۰ (١)

؛ ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (٢)

.||λx|| = |λ|||x|| (٣)

X نرمدار فضای d(x, y) = ||x− y|| دادن قرار با نامیم. مͬ نرمدار فضای را (X, ||.||) زوج صورت این در

گوییم. نرم توسط شده تعریف ͷمتری را ͷمتری این مͬ�شود. تبدیل dͷمتری با ͷمتری فضای ͷی به

گوییم. باناخ١ فضای باشد، کامل نرمش توسط شده تعریف ͷمتری به نسبت که را نرمدار فضای هر .٢.١.١ تعریف

گردد. تاکید آنها از ͬͺی آنکه مͽر مͬ�باشد C یا R همان F از منظور بخش این در .٣.١.١ تذکر

١Banach

١



٢ پیش�نیاز�ها .١ فصل

ͷمتری را d : A × A → [۰,∞] تابع صورت دراین باشد غیرتهͬ مجموعه ͷی A کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گوییم یافته توسعه

x؛ = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ۰ ،x, y ∈ A هر برای (١)

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ A هر برای (٢)

.d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ،x, y, z ∈ A هر برای (٣)

مͬ�باشد. نیز بینهایت شامل آن برد زیرا، است متفاوت معمولͬ ͷمتری با یافته توسعه ͷمتری .۵.١.١ تذکر

در که است X بر ||.|| حقیقͬ تابع ٢ نرم شبه ͷی باشد. حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط

x؛ = ۰ اگر اگروفقط ∥.∥ = ۰،x ∈ X هر برای (١)

||λx||؛ = |λ|||x||،λ ∈ R وهر x ∈ X هر برای (٢)

.||x+ y|| ≤ k(||x||+ ||y||) ،x, y ∈ X هر برای که باشد داشته وجود k ≥ ثابت۱ عدد (٣)

باشد. X روی نرم شبه ͷی ∥.∥ اگر نامیم، مͬ نرمدار شبه فضای را (X, ∥.∥) زوج

ازای به که K مقدار کوچͺترین باشد. دار نرم شبه فضای ͷی ∥.∥ : X −→ [۰,∞) کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

باشیم داشته x۱, x۲, ....., x۲n, x۲n+۱ مقادیر وهمه n ≥ ۱ مقدار هر

∥
۲n∑
i=۱

xi∥ ≤ Kn∥
۲n∑
i=۱

xi∥

و

∥
۲n+۱∑
i=۱

xi∥ ≤ Kn+۱∥
۲n+۱∑
i=۱

xi∥

نامیم. مͬ ∥.∥ تقعر ضریب را

نامیم. مͬ باناخ شبه فضای را کامل نرم شبه فضای .٨.١.١ تذکر

٢Quasi norm



٣ پیش�نیاز�ها .١ فصل

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم نرم −pͷی را ∥.∥ نرم شبه p ∈ (۰, ۱] کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

||x+ y||p ≤ ||x||p + ||y||p.

باشد. نیز نرم −pͷی آن روی نرم شبه اگر است، باناخ شبه فضای ͷی باناخ، −p فضای ͷی .١٠.١.١ تعریف

است. معادل نرم −pͷی با نرم شبه هر .١١.١.١ تعریف

از ،π : (x, y) → xy نگاشت هرگاه گوییم، جبر ͷی را F اسͺالر میدان روی X برداری فضای .١٢.١.١ تعریف

باشیم: داشته ،α ∈ F هر و x, y, z ∈ X هر برای طوری�که به باشد داشته وجود X توی به X ×X

x(yz)؛ = (xy)z (١)

x(y؛ + z) = xy + yz ،(x+ y)z = xz + yz (٢)

.(αx)y = α(xy) = x(αy) (٣)

.xy = yx باشیم داشته x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم، پذیر تعویض Xرا جبر .١٣.١.١ تعریف

و باشد || · || نرم با نرمدار فضای ͷی X گاه هر گوییم، نرمدار جبر ͷی را F میدان روی X جبر .١۴.١.١ تعریف

کند صدق زیر شرط در

||xy|| ≤ ||x||||y|| (x, y ∈ X).

باشد. باناخ فضای X هرگاه گوییم، باناخ جبر ͷی را F میدان روی X نرمدار جبر .١۵.١.١ تعریف

به A از همریختͬ ͷی صورت این در باشند. F یͺسان اسͺالر میدان با جبر دو A,B کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

که طوری به است H : A −→ B خطͬ نگاشت B توی

H(xy) = H(x)H(y).

جمعͬ H : A −→ B نگاشت اگر باشند. F یͺسان اسͺالر میدان با جبر دو A,B کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف



۴ پیش�نیاز�ها .١ فصل

باشیم داشته x, y ∈ A هر برای و باشد

H(xy) = H(x)H(y).

نامیم. مͬ ای حلقه همریختͬ ͷی را H : A −→ B گاه آن

ناارشمیدسͬ فضای ٢.١

به است | · | : K → R تابع ͷی ،K روی ارشمیدسͬ نا مطلق قدر باشد. میدان ͷی K کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

باشیم داشته r, s ∈ K هر برای که طوری

؛ r = ۰ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و |r| ≥ ۰ (١)

|rs|؛ = |r||s| (٢)

.( قوی مثلث (نامساوی |r + s| ≤ max{|r|, |s|} (٣)

باشد. | · | ارشمیدسͬ نا نابدیهͬ مطلق قدر Kبا اسͺالر میدان روی خطͬ فضای ͷیX فرضکنیم تعریف٢.٢.١.

کند صدق زیر شرایط در اگر مͬ�نامیم، ناارشمیدسͬ نرم را || · || : X → R تابع

؛ x = ۰ اگر وتنها اگر ||x|| = ۰ (١)

؛ ||rx|| = |r|||x|| ،x ∈ X و r ∈ K هر برای (٢)

.( قوی مثلث (نامساوی ||x+ y|| ≤ max{||x||, ||y||} ، x, y ∈ X هر برای (٣)

مͬ�نامیم. ارشمیدسͬ نا فضای را (X, صورت(||.|| این در

اعداد خاصیت ترین مهم راببینید). زیر (مثال هستند جمعͬ −p اعداد ناارشمیدسͬ فضاهای از مثال ترین مهم

که طوری به دارد وجود n طبیعͬ عدد ͷی x, y > ۰ هر (برای ارشمیدسͬ اصل در که است این جمعͬ −p

نمͬ�کنند. صدق (x < ny

ͷی a =
m

n
pnx صورت به مͬ�توان را صفر مخالف گویای هرعدد باشد. اول عدد p کنیم فرض .٣.٢.١ مثال



۵ پیش�نیاز�ها .١ فصل

صورت به را جمعͬ −p قدرمطلق نیستند. پذیر تقسیم p بر که هستند صحیحͬ اعداد m,n که طوری به نوشت

رابا |.| به نسبت شده کامل Q است. Q روی ناارشمیدسͬ قدرمطلق ͷی |.| بنابراین مͬ�کنیم تعریف |a|p = p−nx

شود. مͬ نامیده جمعͬ −p اعداد میدان که مͬ�دهیم نمایش Qp

|۲n| = ۱. داریم n صحیح عدد هر برای گاه آن p ≥ ۳ اگر که کنید توجه .۴.٢.١ تذکر

نامساوی به توجه با .۵.٢.١ تعریف

||xn − xm|| ≤ max{||xj+۱ − xj|| : m ≤ j ≤ n− ۱}(n ≥ m)

باشد. همͽرا صفر به ارشمیدسͬ نا فضای در {xn+۱ − xn} دنباله اگر وتنها اگر است کوشͬ {xn} دنباله ͷی

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر اگر گوییم، کامل را ارشمیدسͬ نا فضای .۶.٢.١ تعریف

متعامد فضای ٣.١

کردند معرفͬ را متعامد کوشͬ تابعͬ معادله [١٨]۴ استرادر و ٣ گادر ،۱۹۷۵ سال در

f(x+ y) = f(x) + f(y), x ⊥ y,

محدود با را تعامد از جدیدی تعریف [٣۵]۵ رتز ،۱۹۸۵ سال در کردند. تعریف اصل پنج شامل ای مجموعه ⊥را که

اکنون کرد. بیان نیز را جمعͬ های نگاشت از جدیدی ساختار او علاوه به کرد معرفͬ استرادر و گادر اصول کردن

میͺنیم. ارائه شد معرفͬ رتز، توسط که را تعامد از مفهومͬ

زیر خواص با X روی دوتایی رابطه�ی ͷی ،⊥ و dimX ≥ ۲ با برداری فضای ͷیX کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

باشد

٣Gudder
۴Strawther
۵Rätz



۶ پیش�نیاز�ها .١ فصل

؛ ۰ ⊥ x و x ⊥ ۰ ،x ∈ X هر برای (۱)

اند؛ خطͬ مستقل x, y آن�گاه ،x ⊥ y و x, y ∈ X − {۰} اگر (۲)

αx؛ ⊥ βy ،α, β ∈ R هر برای آن�گاه ، x, y ∈ X و x ⊥ y اگر (۳)

طوری�که به� دارد وجود ،yo ∈ P آن�گاه باشد λ ∈ R+ و x ∈ P ،X از بعدی -۲ فضای زیر ͷی P اگر (۴)

مͬ�شود. نامیده متعامد فضای ،(X,⊥) زوج .x+ yo ⊥ λx− yo و x ⊥ yo

دو برای و مͬ�کنیم تعریف ⊥ اول خاصیت از استفاده با را X برداری فضای روی بدیهͬ تعامد (١) .٢.٣.١ مثال

باشد. خطͬ مستقل x, y هرگاه x ⊥ y،x, y صفر غیر عنصر

.⟨x, y⟩ = ۰ هرگاه x ⊥ y،(X, ⟨., .⟩) داخلͬ ضرب فضای ͷی روی متداول تعامد (٢)

.∥x+λy∥ ≥ ∥x∥ ،λ ∈ R هر برای هرگاه x ⊥ y،(x, ∥.∥) نرمدار ۶روییͷفضای بیرخف-جیمز (٣)تعامد

.y ⊥ x کند ایجاب x ⊥ y،x, y ∈ X هر برای گاه هر نامیم مͬ متقارن را ⊥ رابطه�ی .٣.٣.١ تعریف

بعد با حقیقͬ نرمدار فضای که است ذکر به لازم نیست. متقارن (۳) مثال اما هستند متقارن (۱), (۲) بوضوح

باشد. متقارن بیرخف-جیمز تعامد اگر وتنها اگر است داخلͬ ضرب فضای ͷی ،۲ مساوی یا بزرگتر

این صورت این در باشد. متعامد فضای ͷی (A,⊥) و باشد نرم�دار� جبر ͷی (A, ∥.∥) کنیم فرض .۴.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش (A,⊥, ∥ . ∥) با را ⊥ تعامد با نرم�دار جبر

نگاشت صورت این در باشد. جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ⊥. y که x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم، متعامد جمعͬ را f : A −→ B

f(x+ y) = f(x) + f(y).

نگاشت صورت این در باشد. جبر ͷی B �و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .۶.٣.١ تعریف

۶Birkhoff-James
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باشیم داشته x ⊥. y که x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم، متعامد سه درجه را f : A −→ B

f(۲x+ y) + f(۲xy) = ۲f(x+ y) + ۲f(xy) + ۱۲f(x).

نگاشت صورت این در باشد. جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .٧.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ⊥. y که x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم، متعامد دو درجه را f : A −→ B

f(x+ y) + f(xy) = ۲f(x) + ۲f(y).

نگاشت صورت این در باشد. جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .٨.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ⊥. y که x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم، متعامد چهار درجه را f : A −→ B

f(۲x+ y) + f(۲x− y) = ۴f(x+ y) + ۴f(x− y) + ۲۴f(x)− ۶f(y).

را f : A −→ B نگاشت صورت این در باشد. جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) فرضکنیم .٩.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ⊥. y که x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم، متعامد چهار درجه و سه درجه دو، درجه جمعͬ،

f(x+ ۲y)+f(x− ۲y) = ۴f(x+ y)+۴f(x− y)−۶f(x)+f(۲y)+ f(−۲y)−۴f(y)−۴f(−y).

نگاشت صورت دراین باشد. جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .١٠.٣.١ تعریف

هرگاه گوییم متعامد ای حلقه همومورفیسم ͷی را f : (A,⊥) −→ B


f(x+ y) = f(x) + f(y) (x ⊥. y),

f(ab) = f(a)f(b) (a ⊥. b).

نگاشت صورت دراین باشد، جبر ͷی B و متعامد جبر ͷی (A,⊥) کنیم فرض .١١.٣.١ تعریف


