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T : X ×X −→ R

��"�+ '�"�� ��J� ��E ���8 �+
T (x, y) = T (y, x) (�);

B∀x, y ∈ x T (x, y) � ◦ , T (x, x) = ◦ ⇐⇒ x = ◦ (	)
*��[�?�F *�_T ��X 5�"�+ #+�^ ��� x� n � *��[�?�F *�_T x�X ;(�7 ��T E:�E�9�E�8 F�
GH
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GH

B�"�+ ��(�S� ��3��� � ����"
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GH
*��0'����� {S�� �� B;(��� Q��][� *��[�?�F 5*��[�?�F H�� '+ '7 ��7 �][� *��[�?�F x�X *��[�?�F
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n

x� E� (y, v)�(x, u)X��7 �� X��V H�� �� B;(��� F�<�6� X��7 x� �� �"�+� ;U(T����� x�
���E X��7 �((~F #"�P
 ����� ����� ���E��dC∞ �� *��[�?�F ��%(��
xoy−� : y(u ∩ v) −→ x(u ∩ v);

C∞d *��0X��7 E� �� A = {(xα, uα)|α ∈ I} *0'����� X��V H�� �� B�"�+ ;U(T���z%��dC∞

��%(�� *��+ C∞ e�=� x� ��"�+ C(
 41 *��+ E�+ 	"�? ��uα '7 *��= '+ �� M ��%(�� ���E��
B�����M *��[�?�F
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TpM := {Xp : C
∞
p (M) −→ R}

B���U� *C�(
 N�L� R8 #(V�8 �� *���� Xp *��0#"�P
 '7
�X��V H�� �� p ∈ M�f : M

C∞−−→ N;(�7 ��T E<�E�9�E�8 F�
GH
f∗p : TpM −→ Tf(p)N

Xp �−→ f∗p(Xp) : C
∞
f(p)(N) −→ R

g �−→ (f∗p(Xp))g := Xp(gof).
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� p 'R]
 ��f .�	� �� f∗p
����� #"�P
 E� #��0X��O�M ��%(�� *��C∞ �&�� x� E8M�E�9�E�8 F�
GH

C : (a, b) −→ M

t �−→ C(t)

���041 AI = {(I, Id)}, { d
dt
|t◦} ⊆ Tt◦I � t◦ ∈ (a, b), (a, b) = I ��� H(�-0;� �

c′(t◦) = c∗t◦(
d
dt
|t◦)

B;(��
�t = t◦ �� c(t) �&�� �� ;8 #��� ����+ ��c′(t)X��V H�� ��
;(��� 4�	
 TM �+ ��M 9��� lA7 B#�� ���%�M ���?0\(U
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GH
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TM =
⊔
p∈M

TpM = {(p,Xp)|p ∈ M,XP ∈ TpM}.
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π : TM −→ M

(p,Xp) �−→ p

*����+ 4��(� x� �� 9��� lA7 M6+ �� � ;(��� p 'R]
 �� lA7 ��F �� π−�(p) ���041 p ∈ M���
B;(��
0�M *��

	��������	�� �!���� "� TM #�$�%& �'�(Ck 	��������	�� �!���� "� Mn 	$� E89�E�9�E�8 �$L*
��'�(�� Ck−� # � )� *�+(	n

B��" ��J� f 	 · 	 '(_S 5 fgmhh '+ E���
�
i��3F ��E X��V '+ 4�����+ #"�P
 f : M

C∞−−→ N � p ∈ M 'R]
 �� *�E� '+ E8:�E�9�E�8 F�
GH
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f ∗
p : T ∗

f(p)N −→ T ∗
pM

ωf(p) �−→ f ∗
p (ωf(p)) : TpM −→ R

Xp �→ f ∗
p (ωf(p))Xp := ωf(p)f∗pXp
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p a�
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∗
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 e��F��a�
���"�i��3F ��E X��V '+M *�� 4����9���lA7#�����%�M ��%(�� E8;�E�9�E�8F�
GH

T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗
pM = {(p, ωP |p ∈ M,ωp ∈ T ∗

PM}.

�3� 5;(��
�M *�� ��T x� 4��(� x� ��T ∗M lA7 E� M6+ ��
ω : M −→ T ∗M

p �−→ ωp ∈ T ∗
PM



m ����� ����� �� ���

*�� *����+ *�_T x� �_T H�� B;(��0� 4�	
 Ω�(M)�+ �� M *�� ��T x� *�� 4��(� '�����
B�"�+0� W���dC∞(M)x� �R

� #"�P
 ����� �"�+ *����+ *�_T x� V ;(�7 ��T E8>�E�9�E�8 F�
GH
[, ] : V × V −→ V

(u, w) −→ [u, w]

��"�+ ��" i��3F ��E ���8 �+
�)[u, w] = −[w, u].

	)[u� + u	, w] = [u�, w] + [u	, w].

�)[u, w� + w	] = [v, w�] + [v, w	].

�)[v, [u, w]] + [w, [v, u]] + [u, [w, v]] = ◦aQ+�7�� ��&F�b.
B����� [ �OJ x� �� (V, [, ])

i��3F ��E X��V '+ � �"�+0� [ �OJ 5[ '"��7 �+ *����+ *��04��(� '����� χM E8=�E�9�E�8F�
GH
���"0�

[, ] : χM × χM −→ χM

(X, Y ) �−→ [X, Y ] := XY − Y X.

��
 �� �� ��E R8dk #"�P
 �"�+ R *�� *����+ *�_T x�V ;(�7 ��T E8A�E�9�E�8 F�
GH
�;��(��

t : V × V × V × · · · × V −→ R

(v, v, · · · , vk) �−→ t(v�, v	, · · · , vk)

Q���0#"�P
 H(�- '����� � ;(��� k 'OF�� E� 'VA8 ��= '+ ��(◦
k

) * 'OF�� E� ��U
�F x� �� t#"�P

j � i �� *�E� '+ ����� ;(��� 4��]�� �� k 'OF��E� t ��U
�F B;(��� 4�	
 Lk(V ) �+ ��

t(v�, v	, · · · , vi, · · · , vj, · · · , vk) = t(v�, v	, · · · , vj, · · · , vi · · · , vk).

j � i �� *�E� '+ ����� ;(��� 2����� �� 41�



s ����� ����� �� ���

t(v�, v	, · · · , vi, · · · , vj, · · · , vk) = −t(v�, v	, · · · , vj, · · · , vi · · · , vk).

���041 �"�+ �,	, · · · , k ����� '����� *�� σk *�� #	)��J ���� E� �_�x� δ ��� �7 #[�/ ��
� ����� #�� 4��]�� t ai[�

t(v�, v	, · · · , vk) = t(vδ(�), · · · , vδ(k))

������ #�� 2����� ta2
t(v�, · · · , vk) = Sgnδ · t(vδ(�), · · · , vδ(k))

��Tdkx� �� tX��VH�� �� �"�+ 2����� � k 'OF�� E� ��U
�F x� t '7 ;(�7��T E8?�E�9�E�8F�
GH
B;(��� 4�	
AkV �+ �� Q���0#"�P
 H(�- '����� B;(��
� V *��

k 'OF�� E� ��U
�F X��V H���� p ∈ M� ���?0\(U
��%�� ��%(�� x� M ;(�7 ��T E8<�E�9�E�8 F�
GH
���E R8dk #"�P
 E� #��0X��O� p 'R]
 ��

tp : TpM × · · · × TpM −→ R

�;(��0� 4�	
 ��E X��V '+ �� ����U
�F H�� '�����
Lk(TpM) = {tp : TPM × · · · × TpM −→ R}.

���041 �"�+M E� F��7 (x, u) ��� '7 ��7 #+�^ 4��F0�
{dxi�

|p ⊗ · · · ⊗ dxik
|p} ⊆ Lk(TpM)

'+ �� �� ��T − k '����� B� ≤ i�, · · · , ik ≤ n 41 �� '7 �"�+0� Lk(TpM) *�_T *��+ *�0'��?
�;(��0� 4�	
 ��E X��V

Ak(TpM) : {tp : TpM × · · · × TpM
2����� � R8 −k−−−−−−−−→ R};

�"�+� ��E '��? *���� (x, u)X��7 '+ #OU
 � (n
k

) �3+ E� '7
{dxi�

|p ∧ · · · ∧ dxik
|p} ⊆ Ak(TpM)

�� < i	 < · · · < ik ≤ n 41 �� '7



j ����� ����� �� ���

�X��V0H�� �� p ∈ M� ���:�(U
��%�� ��%(�� x�M ;(�7 ��T E9M�E�9�E�8 F�
GH

Lk(TM) =
⊔
p∈M

Lk(TpM) = {(p, tp)|p ∈ M, tp ∈ Lk(TpM)}

C(
 (Lk(TM), π,M,Rnk
) Q��F��!- X��V '+� ��(��
M ��%(�� *�� k 'OF�� E� *��U
�F lA7 ��

�#�� ��E X��V '+ *���<F #"�P
 '7 ��"� ���� 4�	

π : Lk(TM) −→ M

(p, tp) �−→ p.

B;(��
0� (◦
k

) 'OF�� E� *��U
�F 4��(� x� �� lA7 H�� E� M6+ ��
�!���� "� Lk(TM) #�$�%& �'�(Cr # � )� 	��� ����	�� �!���� "�Mn 	$� E98�E�9�E�8 �$L*

� ,( ���,- (n+ nK) �+( )� . Cr−� # �)� 	��� ����	�� 
B��" ��J� f 	 · � '(_S 5fgmhh '+ E���
�

���"� i��3F ��E X��V '+M ��%(�� *�� ��0��T− k lA7 '+�	� ��= '+

Λk(TM) = Ak(TM) =
⊔
p∈M

Ak(TpM) = {(p, tp)|p ∈ M, tp ∈ Ak(TpM)}

Ak(TM) = Λk(T ∗M)#�$�%& �'�( Cr # � )� 	��� ����	�� �!���� "� Mn 	$� E99�E�9�E�8 �$L*
��'�(��(n+ (

(
n
k

)
)) �+( )�.Cr−� # � )� 	��� ����	�� �!���� "�

B��" ��J� f � · � '(_S 5fgmhh '+ E���
�

���(�� �"5$�� 8�E�9�E�8
'OF�� E� ��U
�F x� E� #�� X��O�Mn ���?0\(U
��%�� ��%(�� *�� � 
���� ��� x� E9:�E�9�E�8F�
GH

��3� 5�"�+0� #O`� H(3� � 4��]�� '7 (◦	)
g : M −→ ⊗◦	(TM)

x �−→ gx ∈ ⊗◦	(TxM);

����	�

��
 	�����



p ����� ����� �� ���

���"0� i��3F ��E X��V '+ gx R8 d 	 ��U
�F '7
gx : TxM × TxM

R8 ��−−−→ R

(Xx, Yx) �−→ gx(Xx, Yx).

a4��]��b gx(Xx, Yx) = gx(Yx, Xx) a�
a#O`� H(3�b gx(Xx, Xx) ≥ ◦, gx(Xx, Xx) = ◦ ⇐⇒ Xx = ◦ ag

��%(�� 5�" 4�(+ ag�0B0g0B0�b �� '7 g 4���� ��� �+ ����� M ���?0\(U
��%�� ��%(�� E9;�E�9�E�8 F�
GH
B���� ��
 � 
����

;(�7 ��T � �"�+M E� *E�+ '�������E U � 
���� ��%(�� x�M ;(�7 ��T E9>�E�9�E�8 F�
GH
3��� \�" X��V H�� �� B(x, U) ∈ A '7 �"�+ M �� e�=� x� A� Xp, Yp ∈ TpM�p ∈ M

���"� 4�(+ ��E X��V '+g
Xp = X i ∂

∂xi |p , Yp = Y j ∂
∂xj |p

g(Xp, Yp) = g(X i ∂
∂xi |p , Y

j ∂
∂xj |p = X i(p)Y j(p)g( ∂

∂xi |p ,
∂

∂xj |p).

� #"�� ;(���8 H���+��+ gij = g( ∂
∂xi ,

∂
∂xj ) ;(�7� i��3F

g(X, Y ) = gijX
iY j

g = gijdx
i ⊗ dxj.

*����� *���� N(F�F '+ N� M � �"�+ #"�P
 x� f : M
C∞−−→ N '7 ;(�7 ��T E9=�E�9�E�8 F�
GH

�;("�+ '�"�� p ∈ M �� *�E� '+ ����� ;(��� *����C�� �� f X��V H�� �� B��"�+ g	� g� 
����

g�p(Xp, Yp) = g	f (p)
(
f∗p(Xp), f∗p(Yp)

) a�0B0�b

����� 	/� "� M 0�,1 2�� � ��'�( 	��������	�� �!���� "� M 3��4 5	� E9A�E�9�E�8 �$L*
� 	������

B��" ��J� f � · � · � '(_S 5fgshh '+ E���
�
����	�

��
 	�
�0��-



 ����� ����� �� ���

��
 E� ��U
�F �� X��V H�� �� 5�"�+ *����+ *�_T x�E ;(�7 ��T N&��$D$�K� ��O�
.�
'7 5���
 T�3� t���
�� R8��- #"�P
 x� y��F 4��F� �� t : E × · · · × E∗ −→ R ��
��(�

p

)
'+ ����� �6���� �� y��F 41 eK� �t� � t H(+ ��OF�� BeK��+� t� : E × · · · ×E −→ E 41 ��
��0�6���� H�� \�� #��O" *����00��
 H�� E� ���%��� #�� B����� ���S�+�Q��(](��� *��0�6����
'7 #�� ](��� *��0X�
 �� ��V 4��7 ;+ � ��E �� �!
1 #(V�8 �� #�T ��g,��" ](��� ;|A� �+
5
���� *����%(�� *�� B��"� ���%��� ��
 H�� E� ��0e��
��E 4��+ H(��? � L�+ ��!%� '+ �J H�� ��
B���� ���S�+ '	(�� 41 4���� � ����+ �� H(+ =�OF�� H(�- ��J� �F ����� NJ�� 
���� ��� ��J�
H(+ �6���� x� X��V H�� �� B�"�+ 
���� ��%(�� x� (M, g) ;(�7 ��T E9?�E�9�E�8 F�
GH

���"� i��3F ��E X��V '+ g ��� y��F T ∗M�TM

 : TM −→ T ∗M

X �−→ 
(X)

�'7

(X)(Y ) := g(X, Y ).

���"� ���� M���
 ��E X��V '+ '7 �"�+� �6���� x� C(
 5
 4����
� : T ∗M −→ TM

B;(��
� ,��" � #�T �)��� N(F�F '+ �� �� 
 *���)���
� #"�
 4��F� i��3F '+ ��+ ���041 X = Xj∂j ∈ χ(M) = Γ(TM) ���


(X) = Xidx
i

�41 �� '7
Xi = gijX

j

ω = ωjdx
j = ��� N(F�F H(�� '+ � ���1� H(��? �� ��U
�F e��
� x� {S�� �� #�T �)��� H���+��+

�#"�
 4��F� ���041 Γ(T ∗M)

�������� ���	�� ���	
g���� 

����



�k ����� ����� �� ���

�(ω) = ωi∂j

41 �� '7
ωi = gijωj

B��+� L�+ �� ��U
�F e��
� x� {S�� �� ,��" �)��� �3�

 �	�
�  �� PQ� :�E�8
��%(�� 5 ����%(�� ����J� �+ �� 4��� ���S ;� ���7 �+ ;(���8� '7 ��T�� n�%F� '���� �� X�S�� ���
i��3F ����%(�� E� ����
�8 H�� *�� *���?0\(U
��%�� ���8�� ���+ ��7 H�� ���
� *��+ B;�E�U+ *���J
TA7 ���8�� �� ���J ���8�� H�� � �)���� '+ ����%(�� E� *�0����
�8 4��70lA7 �� \�� H�� B;(�7
'���
 H�� l���� E� �� � ���� \(�	F �� \(U
��%�� '���� E� �!� M6+ ��0lA7 '���
 B����
�

B�"�+� �� ��U
�F E� � ������ *�(�0.�	� E� {��J i��3F x� '|���
�"�? C∞ #"�P
 x� π : E −→ M � C∞ *����%(�� E,M,F ;(�7 ��T E8�E�:�E�8 F�
GH
� U ��
�� M E� *E�+ '�������E ����� ;(���� g *��F lA7 �� (E, π,M, F ) Q��F��!- �"�+
�3� �"�+ Q��J '+�J ��E �����
 '7 �"�+ ��J�� φ : π−�(u) −→ U × F ��
�� C∞ �U(T����%��

pr�oφ = π

E ⊆ π−�(u) ϕ ��

π

��

U × F

pr�
������

����
����

����
��

U

�� B;(��
� *��F lA7X��7 �� (u, φ) u�E � m ��F �� f 5 o '��? ��%(�� ��M 5 � \7 *�_T �� E
����� ;(��
� *����+ lA7 x� �� (E, π,B, F ) ���041 �"�+ *����+ *�_T x� F ��� ��8 #[�/

B�"�+ R8 ;U(T���C�� x� TA7 *����F '+ TA7 *��0X��7 ���&F

�3� #�� �+��+ F �M ��3+� ����� �+ E ��%(�� �3+ N��R�
dimE = dimM + dimF

�(�1����
� -���1���1�
g�+�� +�
-���
�2���� � ���

o���� 	�
�0��-
m�+��



�� ����� ����� �� ���

rankE = dimF ��3� 5;(��
� lA7 'OF� �� F �3+
*��F lA7 *��+ e�=� x� �� *��F lA7 *��0X��7 E� A = (uα, φα) '����� E9�E�:�E�8 F�
GH

B��
�"�:+ ��M ��uα ����� ;(��
� (E, π,M, F )

X : M −→ EX��V '+ '7Cr #"�P
 �� �"�+Cr *����+ lA7x�E ;(�7��T E:�E�:�E�8F�
GH
����� 5��"� ��(��
 Cr 9A7 E� � *����+ lA7 }�+ x� 5��" i��3F

πoX = �M

B;(��� M���
 Γ(E) �� Γ(E,M) ���
 �+ �� (E, π,M) *����+ lA7 *��0}�+
*��0}�+ ��[ �"�+� TM *����+ lA7 E� }�+ x� M ��%(�� *�� *����+ 4��(� �� E;�E�:�E�8 S�T�

B;(�� � 4�	
 χ(M) = Γ(TM) �� Γ(TM,M)X��V '+ �� lA7 H��

*��= '+ �"�+ ����� #"�P
 f : M −→ N � ����� ��%(�� ��N �M ;(�7��T N�	�
�
� PQ�
M *�� E 4�����+ lA7X��V H�� �� 5*��F lA7x� (E, π,N, F )� TA7 ���8�� *����N '7

�;(�7� i��3F ��E X��V '+� ���� 4�	
 f ∗E �+ ��
f ∗E = {(x, u)|x ∈ M,u ∈ E, f(x) = π(u)}.

#(V�8 f ∗ 4�- � ��"� '�8��M ��%(�� *��ElA7*����F 4�����+ ����J� y��F f ∗E {S�� ��
B�"�+� E lA7 *����F *��0'��? E� Q:7 x� 4�����+ lA7 *����F *��0'��? e? ���� R8

���"� i��3F ��E X��V '+ W�� *0'%[�� ���<F #"�P

pr� : f ∗E −→ M

(x, u) ∈ M × E �−→ x ∈ M

���" i��3F ��E X��V '+ ��� '%[�� ���<F #"�P
 ����
pr	 : f ∗E −→ E

(x, u) �−→ v ∈ E

�3����� +�
-�� ������



