
01



���� ���	
��

���� ����

����� ��	
��
� ����� ���� ���	 �������� ���� ����������
������

���� S  ��
�	 !	  
"#�$%  ��
�� ���
�
������� �����

&���� '()� 
���  �*+ ,��-

���	
�� ��

,	
)� ����  ���*�$� �$(�

�� � ����!"
#�� $�%&� '(���� ��)	
�� *��+ ,�- ./



������

�	
��
����� 
��������
�������� !"
�#$���%&'	
(��$) *+,-�./�
01�2-��34�
-�5'	
�67
���8
9��:'	
(
; <�$���)$='
>?-'	
@ABCD�$
EF���%&'	
G�H)
IJ�>�(���KL�����M����(�����'	
�NOPQ#���
RS8��TUV� !"��
>?-��W XWY

ZZZ�[
� 
0\=@]^_ `aV���' b�� cde)f'
(�R?=8�g� hi������M��()jk
ZZZZ�l@mno p'�Y$������'
̀aVqrs'�Y$���%&���tu� 
��$ vw�

��x�M������g
�%yz�TUV������
����8
9���:���{|$
e
}���
Z�[
�$
~) c�'	
��
>?-�8�8�������M�

2



ZZZ'����
�
��

� ��
��
 �� *�� #�3
 4���" 54���
���" � ��
��+ �� 4���� �� 54����6� '7 �� *��8 9�:�
;� 5��<3� 4����= 5�� >�? 4��
�8 � �@�&� �+ ���� � �A� � B��
���
 4���C� �� �� ./ 54����"�7

BBBCD8���� E�� �F 4�	G� 4���"� �+ '���D? HG�%
 � I#�� 4�"��J� ������ 4����J� '7 4�
1
���? �!��? 4���� 5;��� '(KF H��F������ #�� �� 
�(�E �L1 M6+ ���1 4�" 

���1 �!� '7 4�
1 9�:�
;"��+ '-�� � ;�8��1 ��" .	� N��� �� ;�8��1 '-�� '7 ����� CO� 4��	- 5;(��
E ��P
 H��FCO�

B;��)+ ;
���
 9�:� �� 4��(
�+�!� 4��7 Q+ *���� E� *� ��RS

R(&� #T�3� � .	� E� ���7 1 QO�S �+ '7 ��U�� 5 ;(P�U8 ���? 5;(��
E ���R�� E� 

�� ��S 9�? '+

B #�� ����1 ;���T H� *��+ M���1 � M���1 � #(��� � #�A� E� ��"��
� .�8 HU/ �+ 5��V '3� W��7 �� '7 Q���� H�!+ ��7� *�S1 2��J I'�U��" � XL��7 �+ ����� E�
��!� �+ �� '��
 4���? H�� Q������� #�/E � �
����
 Y��� H� �+ 'V�� H�� �� 
��7 Z(� E� 5
�F��T

I���T��
H�� *���� #�/E '7 ��%
�J ��7� *�S1 2��J � *��� ��7� *�S1 2��J IE�U[� � '
�E�T �(F��� E� �

B ���� �� 

����S � ��	F W��7 �C�C� 4����� � I�
�" \O]�� �� '��
04���?

2��!� 

�7 *���S�(� '(��
���� ����!"

,



��$./
*��&
� �+ *E��
�� *����� ���+� B;(�70
� '3[�R� �� #+�^ S *��&
� E� *��U�(T *����� 5'��
04���? H�� ��
�� *�0'(_S *��+ 
_]
 W�`� '7 5��7 ;(���8 
���+ �� �
��� �%V H *��&
� '7 a#+�^b�%V�(c S

*��&
� �+ Q������ d (α, β) '7 ;(��0
� 4�	
 5 H" 
[ *�� '�8�� E� ���%��� �+ e:� B��"�+0
� f�gh
B��"�+0
� *E��
���(c � '�"�� ��J� �3+ �� �� ���6[� #+�^ S

X



01�2� ��
)%
3 01�2� ��
)%
4 ���567$�
8 ���(�� ����� 8
� B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B '��]� �0B0�
� B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B '([�� i���3F� ;(��%� g0B0�
j B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 

���� ��%(�� �0B0g0B0�
�k B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B *����+ *�� lA7 �0B0�
�m B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 

���� ��%(�� �� n�<�[� �0B0�0B0�
gk B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 

���� '���� �� ����&
� g0B0�0B0�
9:  
"#�$%  ���"5$�� 9
g� B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B *��U�(T '���� E� 
F���]� ;(��%� �0B0g
go B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 
�UT�K�(� ��
 �0B0�0B0g
gj B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B ��U�(T *�_T ���8�� g0B0�0B0g
�g B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B *��U�(T n�<�[� g0B0g
�p B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B *��U�(T *����&
� �0B0g
o� B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B q *��&
� �0B0�0B0g
;<  !���	�  ��
�� :
o B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 'r6���F �0B0�
m� B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B ����E *�+��F '[�U� g0B0�
mo B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B *E��
�� *����� 4���� *��&
� �0B0�
ms B B B B B B B B B B B B B B B B B B B Q?��F�C�� S *��&
� E� *E��
�� *����� o0B0�
sg B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B �%V S *��&
� E� *E��
�� *����� m0B0�
=> ���� S  ��
�	 !	  
"#�$%  ��
�� ;
sm B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B #+�^S *��&
� E� *E��
�� *����� �0B0o

t



u ����� ��	
�

s B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B 4���� *��&
� � H 

���� �(c #(�7 g0B0o
jg B B B B B B B B B �%V H *��&
� � �%V �(c #+�^S *��&
� E� *E��
�� *����� �0B0o
jo B B B B B B B B B B B B B B B B B B B B #+�^S *��&
� E� *E��
���(c *����� o0B0o
?9 @-	
�
?A ���(�



���567$�
�(c *��0#(�7 5��(� 
� ���S 
���+ ���� *E��
�� ��%(�� *�� *��U�(T *����&
� 5'��
04���? H�� ��
���!
 ��+ vRU� *���_T *�� 
��(�S� '���� B��"�+0
� w&+ 
�V� ��&� �����d(α, β) � 

����
*��+ ���J '���� x� '+ e? B#�� '�T�P
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p (ωf(p))Xp := ωf(p)f∗pXp

��"�+
� ��E ���8 *���� #"�P
 H��
B#�� 
R8 p 'R]
 �� ��f ∗

p a�
(gof)∗p = f ∗

p og
∗
f(P ) ���041M f−→ N

g−→ p���ag
B�"�+
� f∗p M���
 e��F�� ���!
��Ff ∗

p M���
 e��F��a�
���"
�i��3F ��E X��V '+M *�� 4����9���lA7#�����%�M ��%(�� E8;�E�9�E�8F�
GH

T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗
pM = {(p, ωP |p ∈ M,ωp ∈ T ∗

PM}.


�3� 5;(��

�M *�� 
��T x� 4��(� x� ��T ∗M lA7 E� M6+ ��
ω : M −→ T ∗M

p �−→ ωp ∈ T ∗
PM



m �
���� ����� �� ���

*�� *����+ *�_T x� �_T H�� B;(��0
� 4�	
 Ω�(M)�+ �� M *�� 
��T x� *�� 4��(� '�����
B�"�+0
� W���dC∞(M)x� �R

� #"�P
 ����� �"�+ *����+ *�_T x� V ;(�7 ��T E8>�E�9�E�8 F�
GH
[, ] : V × V −→ V

(u, w) −→ [u, w]

��"�+ ��" i��3F ��E ���8 �+
�)[u, w] = −[w, u].

	)[u� + u	, w] = [u�, w] + [u	, w].

�)[u, w� + w	] = [v, w�] + [v, w	].

�)[v, [u, w]] + [w, [v, u]] + [u, [w, v]] = ◦aQ+�7�� ��&F�b.
B����� 
[ �OJ x� �� (V, [, ])

i��3F ��E X��V '+ � �"�+0
� 
[ �OJ 5
[ '"��7 �+ *����+ *��04��(� '����� χM E8=�E�9�E�8F�
GH
���"0
�

[, ] : χM × χM −→ χM

(X, Y ) �−→ [X, Y ] := XY − Y X.

��
 �� �� ��E 
R8dk #"�P
 �"�+ R *�� *����+ *�_T x�V ;(�7 ��T E8A�E�9�E�8 F�
GH
�;��(�
�

t : V × V × V × · · · × V −→ R

(v, v, · · · , vk) �−→ t(v�, v	, · · · , vk)

Q���0#"�P
 H(�- '����� � ;(��� k 'OF�� E� 'VA8 ��= '+ ��(◦
k

) * 'OF�� E� ��U
�F x� �� t#"�P

j � i �� *�E� '+ ����� ;(��� 4��]�� �� k 'OF��E� t ��U
�F B;(��
� 4�	
 Lk(V ) �+ ��

t(v�, v	, · · · , vi, · · · , vj, · · · , vk) = t(v�, v	, · · · , vj, · · · , vi · · · , vk).

j � i �� *�E� '+ ����� ;(��� 2����� �� 41�



s �
���� ����� �� ���

t(v�, v	, · · · , vi, · · · , vj, · · · , vk) = −t(v�, v	, · · · , vj, · · · , vi · · · , vk).

���041 �"�+ �,	, · · · , k 
����� '����� *�� σk *�� #	)��J ���� E� �_�x� δ ��� 
�7 #[�/ ��
� ����� #�� 4��]�� t ai[�

t(v�, v	, · · · , vk) = t(vδ(�), · · · , vδ(k))

������ #�� 2����� ta2
t(v�, · · · , vk) = Sgnδ · t(vδ(�), · · · , vδ(k))


��Tdkx� �� tX��VH�� �� �"�+ 2����� � k 'OF�� E� ��U
�F x� t '7 ;(�7��T E8?�E�9�E�8F�
GH
B;(��
� 4�	
AkV �+ �� Q���0#"�P
 H(�- '����� B;(��

� V *��

k 'OF�� E� ��U
�F X��V H���� p ∈ M� ���?0\(U
��%�� ��%(�� x� M ;(�7 ��T E8<�E�9�E�8 F�
GH
���E 
R8dk #"�P
 E� #��0X��O� p 'R]
 ��

tp : TpM × · · · × TpM −→ R

�;(��0
� 4�	
 ��E X��V '+ �� ����U
�F H�� '�����
Lk(TpM) = {tp : TPM × · · · × TpM −→ R}.

���041 �"�+M E� 
F��7 (x, u) ��� '7 ��7 #+�^ 4��F0
�
{dxi�

|p ⊗ · · · ⊗ dxik
|p} ⊆ Lk(TpM)

'+ �� �� ��T − k '����� B� ≤ i�, · · · , ik ≤ n 41 �� '7 �"�+0
� Lk(TpM) *�_T *��+ *�0'��?
�;(��0
� 4�	
 ��E X��V

Ak(TpM) : {tp : TpM × · · · × TpM
2����� � 
R8 −k−−−−−−−−→ R};

�"�+
� ��E '��? *���� (x, u)X��7 '+ #OU
 � (n
k

) �3+ E� '7
{dxi�

|p ∧ · · · ∧ dxik
|p} ⊆ Ak(TpM)

�� < i	 < · · · < ik ≤ n 41 �� '7



j �
���� ����� �� ���

�X��V0H�� �� p ∈ M� ���:�(U
��%�� ��%(�� x�M ;(�7 ��T E9M�E�9�E�8 F�
GH

Lk(TM) =
⊔
p∈M

Lk(TpM) = {(p, tp)|p ∈ M, tp ∈ Lk(TpM)}

C(
 (Lk(TM), π,M,Rnk
) Q��F��!- X��V '+� ��(��
M ��%(�� *�� k 'OF�� E� *��U
�F lA7 ��

�#�� ��E X��V '+ *���<F #"�P
 '7 ��"
� ���� 4�	

π : Lk(TM) −→ M

(p, tp) �−→ p.

B;(��
0
� (◦
k

) 'OF�� E� *��U
�F 4��(� x� �� lA7 H�� E� M6+ ��
�!���� "� Lk(TM) #�$�%& �'�(Cr # � )� 	��� ���
�	�� �!���� "�Mn 	$� E98�E�9�E�8 �$L*

� ,( ���,- (n+ nK) �+( )� . Cr−� # �)� 	��� ���
�	�� 
B��" ��J� f 	 · � '(_S 5fgmhh '+ E���
�

���"
� i��3F ��E X��V '+M ��%(�� *�� ��0
��T− k lA7 '+�	� ��= '+

Λk(TM) = Ak(TM) =
⊔
p∈M

Ak(TpM) = {(p, tp)|p ∈ M, tp ∈ Ak(TpM)}

Ak(TM) = Λk(T ∗M)#�$�%& �'�( Cr # � )� 	��� ���
�	�� �!���� "� Mn 	$� E99�E�9�E�8 �$L*
��'�(��(n+ (

(
n
k

)
)) �+( )�.Cr−� # � )� 	��� ���
�	�� �!���� "�

B��" ��J� f � · � '(_S 5fgmhh '+ E���
�

���(�� �"5$�� 8�E�9�E�8
'OF�� E� ��U
�F x� E� #�� X��O�Mn ���?0\(U
��%�� ��%(�� *�� � 

���� ��� x� E9:�E�9�E�8F�
GH

�
�3� 5�"�+0
� #O`� H(3� � 4��]�� '7 (◦	)
g : M −→ ⊗◦	(TM)

x �−→ gx ∈ ⊗◦	(TxM);

����	�
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 	�����



p �
���� ����� �� ���

���"0
� i��3F ��E X��V '+ gx 
R8 d 	 ��U
�F '7
gx : TxM × TxM


R8 ��−−−→ R

(Xx, Yx) �−→ gx(Xx, Yx).

a4��]��b gx(Xx, Yx) = gx(Yx, Xx) a�
a#O`� H(3�b gx(Xx, Xx) ≥ ◦, gx(Xx, Xx) = ◦ ⇐⇒ Xx = ◦ ag

��%(�� 5�" 4�(+ ag�0B0g0B0�b �� '7 g 4���� ��� �+ ����� M ���?0\(U
��%�� ��%(�� E9;�E�9�E�8 F�
GH
B���� ��
 � 

����

;(�7 ��T � �"�+M E� *E�+ '�������E U � 

���� ��%(�� x�M ;(�7 ��T E9>�E�9�E�8 F�
GH

3��� \�" X��V H�� �� B(x, U) ∈ A '7 �"�+ M �� e�=� x� A� Xp, Yp ∈ TpM�p ∈ M

���"
� 4�(+ ��E X��V '+g
Xp = X i ∂

∂xi |p , Yp = Y j ∂
∂xj |p

g(Xp, Yp) = g(X i ∂
∂xi |p , Y

j ∂
∂xj |p = X i(p)Y j(p)g( ∂

∂xi |p ,
∂

∂xj |p).

� #"�� ;(���8 H���+��+ gij = g( ∂
∂xi ,

∂
∂xj ) ;(�7
� i��3F

g(X, Y ) = gijX
iY j

g = gijdx
i ⊗ dxj.

*����� *���� N(F�F '+ N� M � �"�+ #"�P
 x� f : M
C∞−−→ N '7 ;(�7 ��T E9=�E�9�E�8 F�
GH

�;("�+ '�"�� p ∈ M �� *�E� '+ ����� ;(��� *����C�� �� f X��V H�� �� B��"�+ g	� g� 

����

g�p(Xp, Yp) = g	f (p)
(
f∗p(Xp), f∗p(Yp)

) a�0B0�b

�
���� 	/� "� M 0�,1 2�� � ��'�( 	�������
�	�� �!���� "� M 3��4 5	� E9A�E�9�E�8 �$L*
� 	������

B��" ��J� f � · � · � '(_S 5fgshh '+ E���
�
����	�

��
 	�
�0��-
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���� ����� �� ���

��
 E� ��U
�F �� X��V H�� �� 5�"�+ *����+ *�_T x�E ;(�7 ��T N&��$D$�K� ��O�
.�
'7 5���
 
T�3� t���
�� 
R8��- #"�P
 x� y��F 4��F
� �� t : E × · · · × E∗ −→ R ��
��(�

p

)
'+ ����� 
�6���� �� y��F 41 eK� �t� � t H(+ ��OF�� BeK��+� t� : E × · · · ×E −→ E 41 ��
��0
�6���� H�� \�� #��O" *����00��
 H�� E� ���%��� #�� B����
� ���S�+�Q��(](��� *��0
�6����
'7 #�� 
](��� *��0X�
 �� ��V 4��7 ;+ � ��E �� �!
1 #(V�8 �� #�T ��g,��" 
](��� ;|A� �+
5

���� *����%(�� *�� B��"
� ���%��� ��
 H�� E� ��0e��
��E 4��+ H(��? � L�+ ��!%� '+ �J H�� ��
B���� ���S�+ '	(�� 41 4���� � ����+ �� H(+ 
=�OF�� H(�- ��J� �F ����
� NJ�� 

���� ��� ��J�
H(+ 
�6���� x� X��V H�� �� B�"�+ 

���� ��%(�� x� (M, g) ;(�7 ��T E9?�E�9�E�8 F�
GH

���"
� i��3F ��E X��V '+ g ��� y��F T ∗M�TM

 : TM −→ T ∗M

X �−→ 
(X)

�'7

(X)(Y ) := g(X, Y ).

���"
� ���� M���
 ��E X��V '+ '7 �"�+
� 
�6���� x� C(
 5
 4����
� : T ∗M −→ TM

B;(��

� ,��" � #�T �)��� N(F�F '+ �� �� 
 *���)���
� #"�
 4��F
� i��3F '+ ��+ ���041 X = Xj∂j ∈ χ(M) = Γ(TM) ���


(X) = Xidx
i

�41 �� '7
Xi = gijX

j

ω = ωjdx
j = ��� N(F�F H(�� '+ � ���1
� H(��? �� ��U
�F e��
� x� {S�� �� #�T �)��� H���+��+

�#"�
 4��F
� ���041 Γ(T ∗M)

�������� ���	�� ���	
g���� 

�
���



�k �
���� ����� �� ���

�(ω) = ωi∂j

41 �� '7
ωi = gijωj

B��+
� L�+ �� ��U
�F e��
� x� {S�� �� ,��" �)��� 
�3�

 �	�
�  �� PQ� :�E�8
��%(�� 5 ����%(�� ����J� �+ �� 4��� ���S ;� ���7 �+ ;(���8
� '7 ��T�
� n�%F� '���� �� X�S�� 
���
i��3F ����%(�� E� ����
�8 H�� *�� *���?0\(U
��%�� ���8�� ���+ ��7 H�� ���
� *��+ B;�E�U+ *���J

TA7 ���8�� �� ���J ���8�� H�� � �)���� '+ ����%(�� E� *�0����
�8 4��70lA7 �� \�� H�� B;(�7
'���
 H�� l���� E� 
�� � ���
� \(�	F �� \(U
��%�� '���� E� 
�!� M6+ ��0lA7 '���
 B����

�

B�"�+
� �� ��U
�F E� � ������ *�(�0.�	� E� {��J i��3F x� '|���
�"�? C∞ #"�P
 x� π : E −→ M � C∞ *����%(�� E,M,F ;(�7 ��T E8�E�:�E�8 F�
GH
� U ��
�� M E� *E�+ '�������E ����� ;(���
� g *��F lA7 �� (E, π,M, F ) Q��F��!- �"�+

�3� �"�+ Q��J '+�J ��E �����
 '7 �"�+ ��J�� φ : π−�(u) −→ U × F ��
�� C∞ 
�U(T����%��

pr�oφ = π

E ⊆ π−�(u) ϕ ��

π

��

U × F

pr�
������

����
����

����
��

U

�� B;(��

� *��F lA7X��7 �� (u, φ) u�E � m ��F �� f 5 o '��? ��%(�� ��M 5 � \7 *�_T �� E
����� ;(��

� *����+ lA7 x� �� (E, π,B, F ) ���041 �"�+ *����+ *�_T x� F ��� ��8 #[�/

B�"�+ 
R8 ;U(T���C�� x� 
TA7 *����F '+ 
TA7 *��0X��7 ���&F


�3� #�� �+��+ F �M ��3+� ����� �+ E ��%(�� �3+ N��R�
dimE = dimM + dimF

�(�1����
� -���1���1�
g
�+�� +�
-���
�2���� � ���

o���� 	�
�0��-
m
�+��
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���� ����� �� ���

rankE = dimF �
�3� 5;(��

� lA7 'OF� �� F �3+
*��F lA7 *��+ e�=� x� �� *��F lA7 *��0X��7 E� A = (uα, φα) '����� E9�E�:�E�8 F�
GH

B��
�"�:+ ��M ��uα ����� ;(��

� (E, π,M, F )

X : M −→ EX��V '+ '7Cr #"�P
 �� �"�+Cr *����+ lA7x�E ;(�7��T E:�E�:�E�8F�
GH
����� 5��"
� ��(��
 Cr 9A7 E� � *����+ lA7 }�+ x� 5��" i��3F

πoX = �M

B;(��
� M���
 Γ(E) �� Γ(E,M) ���
 �+ �� (E, π,M) *����+ lA7 *��0}�+
*��0}�+ ��[ �"�+
� TM *����+ lA7 E� }�+ x� M ��%(�� *�� *����+ 4��(� �� E;�E�:�E�8 S�T�

B;(�� 
� 4�	
 χ(M) = Γ(TM) �� Γ(TM,M)X��V '+ �� lA7 H��

*��= '+ �"�+ ����� #"�P
 f : M −→ N � ����� ��%(�� ��N �M ;(�7��T N�	�
�
� PQ�
M *�� E 4�����+ lA7X��V H�� �� 5*��F lA7x� (E, π,N, F )� 
TA7 ���8�� *����N '7

�;(�7
� i��3F ��E X��V '+� ���� 4�	
 f ∗E �+ ��
f ∗E = {(x, u)|x ∈ M,u ∈ E, f(x) = π(u)}.

#(V�8 f ∗ 4�- � ��"
� '�8��M ��%(�� *��ElA7*����F 4�����+ ����J� y��F f ∗E {S�� ��
B�"�+
� E lA7 *����F *��0'��? E� Q:7 x� 4�����+ lA7 *����F *��0'��? e? ���� 
R8

���"
� i��3F ��E X��V '+ W�� *0'%[�� ���<F #"�P

pr� : f ∗E −→ M

(x, u) ∈ M × E �−→ x ∈ M

���" i��3F ��E X��V '+ ��� '%[�� ���<F #"�P
 ����
pr	 : f ∗E −→ E

(x, u) �−→ v ∈ E
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