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ب



به ارشد ͳکارشناس درجه شرایط از ͳی عنوان به نامه پایان این

ͳبخشریاض

رایانه و ͳریاض دانشده
کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: ͳایلاق ناهید دانشجو:

امضاء: ͳحسین ناصر سید دکتر راهنما: استاد

امضاء: مشاور: استاد

امضاء: : اول داور

امضاء: دوم: داور

امضاء: :ͳمیلت تحصیلات نماینده

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

ج



به تقدیم

کوه استواری به پدرم

چشمه ͳزلال به مادرم

باران صمیمیت به همسرم

شبنم طراوت به دخترم

د



ͳقدردان و تشر

داشته او به امیدی که آنΎاه و کند ͳم عطا بخواهیم، چیزی او از هرگاه که را خدای سپاس

رساند. ͳم امیدمان به ایم

وجود به ما در را اعتماد این وترغیبشان، تشویق که ͳهای ͳوهمدل ͳهمراه ها، بودن از سپاس

. نویسیم... ͳم یادشان به پس بنویسیم، توانیم ͳم که آورد

ه



مقدمه

موندهای بین رابطه ͳبررس و ساختاریافته موندهای تعریف ͳاصل هدف نامه پایان این در

های تبدیل و ها تابعΎون ضرب اول فصل در باشد. ͳم مونوئیدی اشیاء و یافته ساختار

مونوئیدی، ریخت مونوئیدی، شͳء مفاهیم است. شده آورده ها آن بین روابط ͳبرخ و ͳطبیع

آورده موند از ͳهای مثال و گردیده مطرح ها آن ͳهمان و ترکیب و موندی ریخت موندی، شͳء

مونوئیدی های ریخت همراه به مونوئیدی اشیاء گردایه که شده داده نشان سپس است. شده

دهند. ͳم رسته Έی تشیل موندی های ریخت همراه به موندها گردایه و رسته Έی تشیل

و شده داده نشان موندها رسته و مونوئیدی اشیاء رسته در ͳمتناه ضرب وجود دوم فصل در

رسته از ، T تابعΎون انتها در ایم. پرداخته مونوئیدی واشیاء موندها بین رابطه ͳبررس به بعد

اما کند ͳنم حفظ را ͳمتناه ضرب اگرچه که است شده ͳمعرف موندها به مونوئیدی اشیاء

اثر موندی وضرب مونوئیدی شͳء دو مونوئیدی ضرب بر تابعΎون این اثر بین ͳطبیع ͳتبدیل

یافت. توان ͳم اشیاء Έت Έبرت آن

و یافته ساختار ریخت دو ترکیب و ساختاریافته ریخت و ساختاریافته موند سوم، فصل در

همراه به یافته ساختار موندهای گردایه که ایم داده نشان و گردیده ͳمعرف ساختاریافته ͳهمان

و T∗ های تابعΎون ͳمعرف با سپس دهند. ͳم رسته Έی تشیل یافته ساختار های ریخت

است. شده برقرار ارتباط مونوئیدی اشیاء رسته و یافته ساختار موندهای رسته بین M

که ایم داده نشان و پرداخته M و T∗ های تابعΎون های ͳویژگ ͳبررس به چهارم، فصل در

روی M تابعΎون و Έی به Έی ͳریختی حد در اشیاء روی و پر وفادار، ، T∗ تابعΎون

و



شده ͳبررس M و T∗ های تابعΎون رابطه نیز پایان در پوشاست. ͳریختی حد در اشیاء،

است.

ز



چیده

Έی در مونوئیدی شͳء و رسته Έی روی موند مفاهیم ͳمعرف به ابتدا نامه، پایان این در

ضرب دارای مونوئیدی اشیاء رسته و موندها رسته ایم داده نشان سپس ایم. پرداخته رسته

کرده ثابت موندها، رسته به مونوئیدی اشیاء رسته از ͳونΎتابع ͳمعرف با باشند. ͳم ͳمتناه

دهد. ͳم دست به موند Έی مونوئیدی شͳء هر که ایم

ایم داده نشان و تعریفشده ساختاریافته های ریخت با همراه ساختاریافته موندهای ادامه، در

مونوئیدی اشیاء رسته بین ͳهای تابعΎون دهند. ͳم تشیل رسته Έی ها ریخت و اشیاء این

ایم. پرداخته ها تابعΎون این ͳبررس به و شده ͳمعرف ساختاریافته موندهای رسته و

کلماتکلیدی:

ساختاریافته موند مونوئیدی، اشیاء موند،
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١ فصل

ای رسته مقدمات

ها، تابعΎون تعاریفضرب گردد. ͳم مطرح نیاز مورد ای رسته مقدمات ͳبرخ فصل این در

ریخت و موندی شͳء مونوئیدی، های ریخت مونوئیدی، اشیاء ،ͳطبیع های تبدیل ضرب

موندها رسته و مونوئیدی اشیاء رسته موند، از ͳهای مثال بیان از پس و شود ͳم بیان موندی

شود. مراجعه [٣] و [٢] ،[١] به بیشتر ͳآشنای جهت گردد. ͳم ͳمعرف

ͳطبیع های تبدیل ضرب و ها تابعΎون ضرب ١.١

است. شده داده B و A های رسته کنیم فرض تعریف١.١.١.

M̂ : A −→ B با را M ثابت مقدار با تابعΎون ، B رسته در M شͳء هر ازای به الف)

کنیم. ͳم تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش

X � //

f

��

M̂(X) =M

M̂(f)=۱M
��

Y � // M̂(Y ) =M

با را f ثابت مقدار با ͳطبیع تبدیل ، B رسته در f : M −→ N ریخت هر ازای به ب)

صورت به را آن ، A رسته در X شͳء هر برای که دهیم ͳم نشان f̂ : M̂ −→ N̂ : A −→ B

١



کنیم. ͳم تعریف f̂X = f

در آنΎاه باشند. ͳدوتای ضرب با رسته در ͳهای ریخت f, g, α, β کنید فرض .٢.١.١ لم

بود. خواهند برقرار زیر روابط شده، نوشته های ترکیب بودن دار معنا صورت

a) f × g = ⟨f ◦ π۱, g ◦ π۲⟩ ⇒ π۱ ◦ (f × g) = f ◦ π۱, π۲ ◦ (f × g) = g ◦ π۲

b) ⟨α, β⟩ ◦ f = ⟨α ◦ f, β ◦ f⟩

c) (f × g) ◦ ⟨α, β⟩ = ⟨f ◦ α, g ◦ β⟩

d) (f × g) ◦ (α× β) = (f ◦ α)× (g ◦ β)

F,G : A −→ B و ͳتای دو ضرب دارای B که رسته دو B و A کنیم فرض .٣.١.١ قضیه

است، شده تعریف زیر صورت به که F ×G : A −→ B آنΎاه باشند، تابعΎون

X

f

��

� // F (X)×G(X)

F (f)×G(f)

��
Y � // F (Y )×G(Y )

است. تابعΎون Έی

ͳونΎتابع F : A −→ B و M ثابت مقدار با تابعΎون M̂ : A −→ B اگر .۴.١.١ نتیجه

است. تابعΎون Έی M̂ × F آنΎاه باشند، دلخواه

است. ͳتای دو ضرب دارای B که باشند رسته دو B و A کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

و α : F −→ G : A −→ B ، تابعΎون F,G, F ′, G′ : A −→ B

آنΎاه باشند، ͳطبیع تبدیل دو α′ : F ′ −→ G′ : A −→ B

است، شده تعریف زیر صورت به ،که α× α′ : F × F ′ −→ G×G′ : A −→ B

∀a ∈ A, (α× α′)a = αa × α′
a

است. ͳطبیع تبدیل Έی

٢



نمودار A رسته در f : a −→ a′ ریخت هر برای دهیم نشان ͳبایست منظور این برای برهان.

زیر

F (a)× F ′(a)
(α×α′)a //

F (f)×F ′(f)

��

G(a)×G′(a)

G(f)×G′(f)

��
F (a′)× F ′(a′)

(α×α′)a′
// G(a′)×G′(a′)

α, α′ بودن ͳطبیع تبدیل نیز و ٢.١.١ در (a) رابطه Έکم با نیز این که است. ͳجای جابه

شود. ͳم حاصل ͳبراحت

و f ثابت مقدار با ͳطبیع تبدیل f̂ : X̂ −→ Ŷ : A −→ B کنیم فرض .۶.١.١ نتیجه

است. ͳطبیع تبدیل Έی f̂×α آنΎاه باشند، دلخواه ͳطبیع تبدیل α : F −→ G : A −→ B

تبدیل دو α′ : F −→ G′ : A −→ Bو α : F −→ G : A −→ B اگر .٧.١.١ قضیه

است. ͳطبیع تبدیل Έی نیز ⟨α, α′⟩ : F −→ G×G′ : A −→ B آنΎاه باشند، ͳطبیع

نمودار A رسته در f : a −→ a′ ریخت هر برای دهیم نشان ͳبایست منظور این برای برهان.

زیر

F (a)
⟨α,α′⟩a //

F (f)

��

G(a)×G′(a)

G(f)×G′(f)

��
F (a′)× F ′(a′)

⟨α,α′⟩a′
// G(a′)×G′(a′)

ͳبراحت ٢.١.١ در (b) رابطه و α′ α بودن ͳطبیع تبدیل از استفاده با این که است. ͳجای جابه

شود. ͳم حاصل

BA رسته باشند، ͳمتناه ضرب دارای ای رسته B و دلخواه ای رسته A اگر .٨.١.١ حم

است. ͳمتناه ضرب دارای

نمودار F,G : A −→ B های تابعΎون برای داد نشان توان ͳم ͳراحت به برهان.

٣



F F ×G
π۱oo π۲ // G

ریخت (πi)X ، X هر برای که است ͳطبیع تبدیل πi که باشد، ͳم BA رسته در ضرب Έی

باشد. ͳم B رسته در ام i تصویر

داریم: T : X −→ A و F,G : A −→ B های تابعΎون برای الف) .٩.١.١ لم

(F ×G) ◦ T = (F ◦ T )× (G ◦ T )

نمودار ب)

F ◦ T (F ×G) ◦ Tπ۱Too π۲T // G ◦ T

باشد. ͳم BX رسته در ضرب Έی

داریم: X شͳء هر برای الف) برهان.

(F ×G) ◦ T (X) = (F ×G)(T (X)) = F (T (X))×G(T (X)) =

F ◦ T (X)×G ◦ T (X) = ((F ◦ T )× (G ◦ T ))(X)

داریم: f ریخت هر برای نیز و

(F ×G) ◦ T (f) = (F ×G)(T (f)) = F (T (X))×G(T (f)) =

F ◦ T (f)×G ◦ T (f) = ((F ◦ T )× (G ◦ T ))(f)

، (πi)TX ،X رسته در X هر برای که است ͳطبیع تبدیل πiT ، ٨.١.١ از استفاده با ب)

باشد. ͳم B رسته در ام i تصویر ریخت

ضرب تصویر های ریخت همان π۲T و π۱T های ریخت .١٠.١.١ نتیجه

باشند. ͳم (F ◦ T )× (G ◦ T )

۴



مونوئیدی اشیاء رسته ٢.١

باشد، رسته این در شͳء A اگر کنیم. ͳم فرض ͳمتناه ضرب دارای ای رسته را X ادامه، در

در ͳریخت f : A −→ B اگر دهد. ͳم نمایش را A × A ضرب از حاصل شͳء A۲ آنΎاه

رانمایش f × f : A × A −→ B × B ریخت ، f۲ : A۲ −→ B۲ آنΎاه باشد، رسته این

دهد. ͳم

Έی باشد. ͳمتناه ضرب دارای ای رسته X کنید فرض .الف) [١] .١.٢.١ تعریف

∗ : M۲ → Mو شͳء Έی M که است (M, ∗, e) ͳتای سه رسته، این در مونوئیدی شͳء

شوند. جا جابه زیر نمودارهای که طوری به باشند، X رسته در ریخت دو e : ۱→Mو

M
⟨e◦!M ,۱M ⟩ //

۱M

///

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
M۲

∗
��

M
⟨۱M ,e◦!M ⟩oo

۱M

///

uukkkk
kkkk

kkkk
kkkk

kkk

M

M۳ ∗×۱M //

۱M×∗ ///

��

M۲

∗
��

M۲
∗

//M

ͳجای جابه در هرگاه گوئیم مونوئیدی ریخت را X در f : M −→ N ریخت ( ب

کند. صدق زیر نمودارهای

۱ e //

e′

′′′

  A
AA

AA
AA

A M

f
��
N

M۲ ∗ //

f۲ ///

��

M

f
��

N۲
∗′

// N

نویسیم. ͳم f : (M, ∗, e) // (N, ∗′, e′) صورت به را f ریخت صورت این در

کنیم. ͳم تعریف X رسته در ترکیب همان را g و f مونوئیدی ریخت دو ترکیب ج)

تعریف X رسته در ͳهمان ریخت را (M, ∗, e) مونوئیدی شͳء روی ͳهمان ریخت د)

دهیم. ͳم نمایش ۱(M,∗,e) با را آن و کنیم ͳم

Έی نیز ها آن مونوئیدی ترکیب باشند مونوئیدی ریخت دو g و f هرگاه الف) .٢.٢.١ لم

است. مونوئيدی ریخت

است. مونوئیدی ریخت Έی مونوئیدی، شͳء Έی روی ͳهمان ب)

۵



مونوئیدی ریختهای ͳجای جابه نمودارهای Xو رسته پذیری کمΈشرکت با الف) برهان.

شود. ͳم حاصل زیر صورت به نظر مورد های گرام دیا ͳجای جابه ، g و f

۱ e //

e′

///

  A
AA

AA
AA

A

e′′
///

**

M

f
��

g◦f///

��

N

g
��
K

M۲

(g◦f)۲

��

f۲ ///

��

∗ //M

f
��

g◦f///

��

N۲

g۲ ///

��

∗′ // N

g

��
K۲ ∗′′ // K

داریم:

(g ◦ f) ◦ ∗ = g ◦ (f ◦ ∗) = g ◦ (∗′ ◦ f۲) = (g ◦ ∗′) ◦ f۲ = (∗′′ ◦ g۲) ◦ f۲ =

∗′′ ◦ (g۲ ◦ f۲) = ∗ ◦ (g × g) ◦ (f × f) = ∗ ◦ ((g ◦ f)× (g ◦ f)) = ∗′′ ◦ (g ◦ f)۲

داریم: نیز و

(g ◦ f) ◦ e = g ◦ (f ◦ e) = g ◦ e′ = e′′

وجود است، رسته Έی X چون است. M ∈ X۰ ، (M, ∗, e) مونوئیدی هرشͳء برای ب)

اثبات برای . ۱(M,∗,e) = ۱M که داریم مونوئیدی ͳهمان تعریف از حال . ۱M ∈ X۱ دارد

زیر نمودارهای ͳجای جابه

۱ e //

e   A
AA

AA
AA

M

۱M
��
M

M۲ ∗ //

۱M×۱M
��

M

۱M

��
M۲

∗
//M

داریم: X رسته در ͳهمان ریخت خاصیت از استفاده با

۱M ◦ ∗ = ∗ = ∗ ◦ ۱M×M = ∗ ◦ (۱M × ۱M)

۱M ◦ e = e

است. مونوئیدی ریخت Έی شده، تعریف ͳهمان ریخت نتیجه در

رسته Έی تشیل مونوئیدی، های ریخت با همراه X در مونوئيدی اشیاء .٣.٢.١ حم

دهیم. ͳم نمایش Monoid(X ) با را آن که دهند، ͳم

۶



و M ∈ X۰ که ͳآنجای از است. کلاس X رسته های ریخت و اشیاء گردایه برهان.

در باشد، ͳم X۰ × X۱ × X۱ از ای گردایه زیر مونوئیدی رسته اشیاء گردایه ∗, e ∈ X۱

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را P خاصیت است. کلاس Έی نتیجه

Έی f : (M, ∗, e) → (N, ∗′, e′) هرگاه کند، ͳم صدق P خاصیت در f ∈ hom(M,N)

از استفاده با و P خاصیت و hom(M,N) مجموعه داشتن با حال باشد. مونوئیدی ریخت

آید: ͳم دست به زیر مجموعه تصری اصل

{f ∈ hom(M,N)| کند ͳم صدق P خاصیت در f }

نماد با را آن که گردد ͳم مشخص یتا طور به فوق مجموعه گسترش اصل از استفاده با

زیر hom((M, ∗, e), (N, ∗, e)) که ͳآنجای از دهیم. ͳم نمایش hom((M, ∗, e), (N, ∗, e))

با مجزاست. متفاوت های homاشتراک که شود ͳم نتیجه است، hom(M,N) ی مجموعه

نظر در مونوئیدی ͳهمان را ͳهمان و مونوئیدی ترکیب را ترکیب توانیم ͳ٢.٢.١م از استفاده

برد. ͳم ارث به X رسته از را ͳهمان عضو و پذیری شرکت های خاصیت که بΎیریم

موندها رسته ٣.١

تابعΎون T ۲ : X −→ X آنΎاه باشد، X رسته روی تابعΎون Έی T : X −→ X اگر

ͳطبیع تبدیل Έی θ : T −→ T ′ : X −→ X اگر دهد. ͳم نمایش را T ◦ T : X −→ X

همان که θ۲ = θT ′ ◦ Tθ ͳطبیع تبدیل را θ۲ : T ۲ −→ T ′۲ : X −→ X آنΎاه باشد،

کنیم. ͳم تعریف است، ͳطبیع های تبدیل ͳافق ترکیب

T = (T, µ, η) ͳتای سه X رسته روی موند Έی الف) . [٣]،[٢]،[١] .١.٣.١ تعریف

تبدیل دو µ : T ۲ −→ T و η : ۱X −→ T و تابعΎون Έی T : X −→ X آن در که است

کنند. صدق زیر نمودارهای ͳجای جابه در که باشند، ͳطبیع

٧



T
Tη //

۱T

///

  A
AA

AA
AA

A T ۲

µ

��

T
ηToo

۱T

///

~~}}
}}
}}
}}

T

T ۳
Tµ //

µT ///

��

T ۲

µ

��
T ۲ µ

// T

ͳطبیع تبدیل باشند. X رسته روی ͳموندهای (T ′, µ′, η′) و (T, µ, η) کنید فرض ب)

صدق زیر نمودارهای ͳجای جابه در هرگاه نامیم موندی ریخت را θ : T → T ′ : X −→ X

کند.

۱X
η //

η′

///

  B
BB

BB
BB

B T

θ
��
T ′

T ۲
µ //

θ۲ ///

��

T

θ
��

T ′۲
µ′

// T ′

دهیم. ͳم نمایش θ : (T, µ, η) // (T ′, µ′, η′) با را θ ریخت صورت این در

تعریف ͳطبیع های تبدیل عمودی ترکیب همان را θ۲ و θ۱ موندی ریخت دو ترکیب ج)

دیΎر: عبارت به کنیم، ͳم

(T, µ, η)
θ۲ //

θ۱◦θ۲

''
(T ′, µ′, η′)

θ۱ // (T”, µ”, η”)

∀X ∈ X , (θ۱ ◦ θ۲)X := (θ۱)X ◦ (θ۲)X

با را آن و کنیم ͳم تعریف T روی ͳهمان ͳطبیع تبدیل را (T, µ, η) موند روی ͳهمان د)

دهیم. ͳم نمایش ۱(T,µ,η)

µ = ۱T : T −→ T و T = ۱X : X −→ X که T = (T,۱T ,۱T ) ͳتای سه مثال٢.٣.١.

ͳطبیع تبدیل ۱T و ͳهمان تابعΎون T آن در که نامیم ͳبدیه موند را η = ۱T : T −→ T و

ͳجای جابه ͳراحت به ۱T۱X = ۱T و ۱X۱T = ۱T های تساوی Έکم با باشند. ͳم ͳهمان

شود. ͳم حاصل زیر نمودارهای

۱X
۱X۱T //

۱T

///

!!D
DD

DD
DD

D ۱X
۲

۱T

��

۱X
۱T۱Xoo

۱T

///

}}{{
{{
{{
{{

۱X

۱X
۳ ۱X۱T //

۱T۱X ///

��

۱X
۲

۱T

��
۱X

۲
۱T

// ۱X
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شود ͳم نامیده Set رسته روی ͳتوان مجموعه موند P = (P, µ, η) ͳتای سه .٣.٣.١ مثال

است: زیر صورت به تابعΎون Έی P آن در که

P : Set −→ Set

X 7−→ P (X)

f 7−→ P (f)

شود ͳم برده f(A) = {f(a) : a ∈ A} به P (f) تاب΄ تحت باشد P (X) از عضوی A اگر

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را µ ͳطبیع تبدیل X ∈ Set هر برای و

µ : P ۲ −→ P

µX : P ۲(X) −→ P (X)

µX(Z) = ∪A∈ZA

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را η ͳطبیع تبدیل X ∈ Set هر برای نیز و

η : ۱Set −→ P

ηX : X −→ P (X)

ηX(x) = {x}

اثبات برای حال هستند. ͳطبیع های تبدیل η و µ و تابعΎون Έی P که داد نشان توان ͳم

زیر نمودار ͳجای جابه

P ۳ Pµ //

µP
��

P ۲

µ

��
P ۲

µ
// P

داریم:

(Pµ)X = P (µX) : P
۳(X) −→ P ۲(X)

آید: ͳم دست به زیر صورت به K ∈ P ۳(X) هر برای که است ͳتابع

٩



P (µX)(K) = µX(K) = {µX(Z) : Z ∈ K} = {∪A∈ZA : Z ∈ K}

عضو نتیجه در و P (X) زیرمجموعه آمده دست به ͳنهای مجموعه زیر، روابط به توجه با

باشد. ͳم P ۲(X)

(K ∈ P ۳(X), Z ∈ K) ⇒ Z ∈ K ⊆ P ۲(X) ⇒ (Z ⊆ P (X), A ∈ Z) ⇒

A ∈ P (X) ⇒ A ⊆ X

داریم: بنابراین

µX ◦ P (µX)(K) = µX({∪A∈ZA : Z ∈ K}) = ∪Z∈K∪A∈ZA

داریم: دیΎر طرف از

(µP )X(K) = µP (X)(K) = ∪Z∈KZ

داریم: پس

µX ◦ (µP )X(K) = µX(µP (X)(K)) = µX(∪Z∈KZ) = ∪A∈∪Z∈KZA = ∪Z∈K∪A∈ZA

زیر نمودارهای ͳجای جابه اثبات برای است. ͳجای جابه نظر مورد نمودار نتیجه در

P
Pη //

۱P   A
AA

AA
AA

A P ۲

µ

��

P
ηPoo

۱P~~}}
}}
}}
}}

P

داریم:

(Pη)X(A) = PηX(A) = ηX(A) = {ηX(a) : a ∈ A} = {{a} : a ∈ A}

داریم: چپ سمت مثلث ͳجای جابه اثبات برای

(µ ◦ Pη)X(A) = µX(PηX(A)) = µX({{a} : a ∈ A}) = ∪a∈A{a} = A =

۱PX(A) = (۱P )X(A)
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