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چکیده
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شرودینگر معادلات حل در مختلط المان بدون گالرکین و المان بدون گالرکین روش�های همچنین است. شده مقایسه

شده�اند. مقایسه و پیاده�سازی شرودینگر معادلات زوج و دوبعدی و یک

بدون گالرکین روش مختلط، متحرک مربعات کمترین تقریب متحرک، مربعات کمترین تقریب کلیدی: واژه�های

شرودینگر. معادلات زوج دوبعدی، و یک�بعدی شرودینگر معادله�ی مختلط، المان بدون گالرکین روش المان،



١ فصل

مقدمه

خواهیم آینده فصل�های برای نیاز مورد مفاهیم تعریف به شبکه، از آزاد روش�های تاریخچۀ بیان از پس فصل این در

پرداخت.

شبکه از آزاد روش�های ١.١

روش�های به نسبت بالاتر محاسبات دقت و کمتر محاسبات هزینۀ دلیل به مسائل از برخی در شبکه از آزاد روش�های

عددی روش�های عرصۀ در مهمی پیشرفت به منجر که عددی روش هستند. برخوردار بالایی اهمیت از دیگر عددی

المان�های از مجموعه�ای و است آمده وجود به ١٩۵٠ سال در روش این است. (FEM) متناهی المان روش گردید،

علت به وسیعی کاربرد روش این می�شوند. مربوط هم به شبکه نام به طرحی با المان�ها که است دامنه دهندۀ تشکیل

وابسته روش این فواید این همۀ با اما دارد. غیرخطی و خطی مسائل در انعطاف و اشکال پیچیدۀ هندسۀ با تطابق

تطابق سختی پایین، دقت محدودیت متناهی، المان شبکۀ یک تولید بالای هزینۀ است. کمبودهایی دارای شبکه به

المان�های برخی کامل حذف حتی یا ریختن هم به و دقت کاهش مانند مسائل برخی تحلیل در محدودیت تحلیلی،

مشکلات این از تعدادی اجسام، شکستگی شبیه�سازی و درز�ها و شکاف�ها شبیه�سازی بزرگ، دگردیسی�های تأثیر تحت

آمد. وجود به شبکه از آزاد روش�های پیدایش زمینۀ متناهی، المان روش در شده بیان ضعف�های دلیل به است.

استفاده مورد پراکنده گره�های از مجموعه یک مسئله، دامنه شبکه�بندی جای به شبکه از آزاد یا شبکه بدون روش�های در

هستند. برخوردار بالایی اهمیت از مهندسی مسائل در زیاد کاربرد دلیل به شبکه از آزاد روش�های می�گیرند. قرار

روش است. شکل توابع آوردن به�دست چگونگی معمول، عددی روش�های و شبکه از آزاد روش�های بین اصلی تفاوت

روش است. بسیاری کاربرد دارای فیزیکی مسائل انواع مدل�سازی در بالا دقت دلیل به (EFG) المان بدون گالرکین

مهم خاصیت یک این است. گرفته شکل (MLS) متحرک مربعات کمترین تقریب مبنای بر گالرکین المان بدون

برای اما می�شود. استفاده EFG روش شکل توابع تقریب برای MLS تقریب از واقع در است. EFG روش برای

نمود تفکیک موهومی و حقیقی قسمت دو به را مجهول تابع باید مقدار، مختلط مسائل در EFG روش پیاده�سازی

١



مقدمه .١ ٢فصل

سنگین هزینۀ می�تواند موضوع این مسائل از قبیل این در شود. پیاده�سازی EFG روش قسمت هر روی بر سپس و

روش .[٩] گردید ارائه (CEFG) مختلط المان بدون گالرکین روش رو همین از باشد. داشته دنبال به را محاسبات

روش در می�باشد. EFG و (CMLS) مختلط متحرک مربعات کمترین تقریب روش�های ترکیب اساس بر CEFG

تا می�تواند موضوع این و نیست موهومی و حقیقی قسمت دو به مختلط مجهول تابع تفکیک به نیازی دیگر CEFG

در خطا میزان که است حالی در این نماید. برطرف را EFG روش در آمده وجود به محاسبات هزینۀ افزایش حدودی

می�کند. برابری تقریباً باشد، مختلط-مقدار مجهول تابع و حقیقی دامنه که مسائلی در CEFG و EFG روش دو

شبکه از آزاد روش�های تاریخچه ٢.١

مکانی هم (روش�های داد نسبت پیش سال دو و هشتاد به نزدیک را شبکه از آزاد روش�های از استفاده سابقۀ بتوان شاید

براند ،١٩٣٧ (چورین رأسی روش مانند روش�ها برخی و ( ١٩٣٨ لنچوز و ١٩٣٧ فریزر ،١٩٣٧ بارتا ،١٩٣۴ اسلیتر

(گیرولت (GFDM) یافته تعمیم متناهی تفاضل روش یا دلخواه، شبکۀ با (FDM) متناهی تفاضل روش ،(١٩٩۵

اورکیس و کروک ،١٩٨٨ ،١٩٧٧ اورکیس و لیسکا ، ١٨٩١ همکاران و اسنل ، ١٩٧۵ پرون و پاوین ، ١٩٧۴

شده هموار ذره�ای هیدرودینامیک�های شبکه، از آزاد شدۀ شناخته روش�های دیگر از هستند. جدیدتر تاحدی ( ١٩٨٩

مرز بدون غباری ابر�های و ستارگان انفجار مانند نجومی فیزیک پدیده�های شبیه�سازی برای ابتدا در که است (SPH)

همکار و مونوگان ،١٩٧٧ لوسی کار�های در روش این زمینۀ در جدیدتر تحقیقات اغلب می�گرفت. قرار استفاده مورده

در جدید یافته�های جزئیات است. برجسته (١٩٩٢ مونوگان و ١٩٨۵ لاتانزیو و مونوگان ،١٩٧٧ مونوگان و (گینگولد

است کمتر شبکه از آزاد قوی شکل روش�های با رابطه در تحقیقاتی علاقۀ یافت. [٢٠] در می�توان را مباحث این مورد

تمرکز خاطر به حدودی تا و شبکه از آزاد ضعیف شکل روش�های به نسبت بودن ضعیف�تر سبب به حدودی تا شاید که

طبیعی گام یک را متناهی المان روش می�توان واقع در می�شد. استفاده ضعیف شکل در که متناهی روش�های روی

گرفت. نظر در شبکه از آزاد ضعیف شکل روش�های برای

آزاد روش�های گروه یک و است افزایش حال در شبکه از آزاد روش�های زمینۀ در تحقیقاتی علاقۀ ١٩٩٠ سال از

نایرولز (DEM) انتشاری المان روش�های مانند روش�های نمونه عنوان به است. شده ارائه وسیع طور به شبکه از

همکاران و لیو تولید باز هسته ذره روش ،١٩٩۴ همکاران و بلچیکو (EFG) المان بدون گالرکین روش ،١٩٩٢

شبکه بدون موضعی پتروف-گالرکین روش ،٢٠٠١ گو و لیو و ٢٠٠٠ لیو و وانگ نقاط درون�یابی روش�های ،١٩٩۵

مرزی گره�های درون�یابی روش�های ،١٩٩٧ همکاران و موخرجی (BNM) مرزی گره روش ،١٩٩٨ آتلوری (MLPG)

. ... و ٢٠٠۴ لیو و لیو (MWS) شبکه از آزاد ضعیف-قوی شکل روش ،٢٠٠١-٢٠٠٣ لیو و گو (BPIM)

بر بخواهیم اگر شبکه، از آزاد روش�های در گره�ها اساس بر توابع درون�یابی و تقریب روش�های بالای اهمیت به توجه با

معروفترین شاید داشت. خواهیم گروه چهار کنیم دسته�بندی را شبکه از آزاد روش�های توابع، تقریبی طرح�های اساس

یک برای پیوسته تقریب یک تولید علت به که باشد (MLS) متحرک مربعات �کمترین تقریب پایۀ بر که گروهی آن�ها

و می�کند عمل شبکه از آزاد روش�های از بسیاری توسعۀ برای کلیدی مانند مسئله، دامنۀ تمام روی بر میدانی تابع

همکاران و نایرولز می�رود. شمار به روش این برای امتیاز یک کلی حالت در آن ضرایب ماتریس بودن مثبت معین
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گالرکین روش مانند روش�ها از بسیاری کردند. استفاده انتشاری المان روش برای تقریب این از بار اولین برای ١٩٩٢

این آمده�اند. وجود به تقریب این از استفاده با (MLPG) شبکه بدون موضعی پتروف-گالرکین روش و المان بدون

است. [٣٧] مرجع از برگرفته قسمت�ها

از استفاده در شبکه از آزاد روش�های هستند. طبقه�بندی قابل نیز مسئله دامنۀ اساس بر شبکه از آزاد روش�های

ترکیب پایۀ بر شبکه از آزاد روش�های توسعۀ و روابط تشکیل برای جدید شیوۀ توسعۀ توابع، برای جدید تقریب�های

باشند. برخوردار بیشتری تنوع از آینده در می�توانند روابط، تشکیل شیوۀ و توابع تقریب�های

شکل تغییر مسئلۀ فرآیند در را آن و دادند قرار بررسی مورد را بهبودیافته المان بدون گالرکین روش همکاران و روسی

مورد صفحات از هندسی دقیق آنالیز برای را EFG روش اجرای قالبیت همکاران و تیاگو .[٢٨] بردند کار به بزرگ

بدون گالرکین روش .[١۵] است شده ارائه هم�کاران و ژنگ وسیلۀ به مرزی المان بدون روش .[۶] دادند قرار بررسی

شده ارائه همکاران و ژنگ توسط (IMLS) یافته بهبود متحرک مربعات کمترین تقریب بر مبنی بهبودیافته المان

بهبودیافته درونیاب MLS روش رن و ژنگ لنکستر، توسط شده پیشنهاد MLS روش بر مبنی و [٣۵ ،٣۴] است

روش EFG، و (CMLS) مختلط متحرک مربعات کمترین روش ترکیب با طرفی از .[١٢ ،١١] آوردند دست به را

.[٢٣ ،٢٢ ،٧] است. شده ارائه دو بعد در مرتجع پلاستیک و ارتجاعی قابل مسائل برای CEFG

مختلط، المان بدون گالركين روش كمك به و پرداخته مختلط متحرك مربعات كمترين روش بررسی به پايان�نامه اين در

مورد مفاهیم و تعاریف به پرداختن از بعد پایان�نامه این دوم فصل در می�كنيم. بررسی را شرودينگر معادلات عددی حل

کمترین تقریب و مختلط متحرک مربعات کمترین تقریب متحرک، مربعات کمترین روش تشریح و بررسی به نیاز،

بدون گالرکین روش و المان بدون گالرکین روش پیاده�سازی برای که می�پردازیم بهبودیافته مختلط متحرک مربعات

تقریب و مختلط متحرک مربعات کمترین تقریب روش دو مقایسۀ به دوم فصل در است. نیاز مورد مختلط المان

بدون گالرکین روش پیاده�سازی به چهارم و سوم فصل در می�شود. پرداخته بهبودیافته مختلط متحرک مربعات کمترین

پنجم فصل در می�پردازیم. بعدی دو و بعدی یک شرودینگر معادلات حل در مختلط المان بدون گالرکین روش و المان

گالرکین روش و المان بدون گالرکین روش مقایسۀ به آن از پس و می�پردازیم شرودینگر معادلات زوج عددی حل به

و کار ادامه جهت در پیشنهاد�های ارائۀ و کلی نتایج بیان به پایان در می�پردازیم. مسائل این حل در مختلط المان بدون

آوری جمع را نياز مورد قضايای و تعاريف ادامه در منظور همين به است. شده پرداخته مسیر این در بیشتر تحقیقات

است. شده پرداخته آن�ها تشریح به و كرده

پایه مفاهیم ٣.١

چند�گانه اندیس�گذاری ١.٣.١

مرتبه هر از پاره�ای مشتقات با شدن روبه�رو علت به که می�پردازیم چند�گانه اندیش�گذاری نماد تشریح به قسمت این در

است. ضروری
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صورت به α کنیم فرض

α = (α۱, α۲, · · · , αd),

با است برابر α بردار طول است. نامنفی صحیح عدد یک α مؤلفۀ هر و می�باشد مسئله بعد d آن در که باشد

|α| =
d∑
i=۱

αi = α۱ + α۲ + · · ·+ αd,

است زیر صورت به u تابع پاره�ای مشتق دهندۀ نشان Dα و

Dαu =
∂|α|u

∂xα۱
۱ ∂x

α۲
۲ · · · ∂xαd

d

.

است. m مرتبۀ پاره�ای مشتق دهندۀ نشان Dαu ،|α| = m اگر

کامل پایۀ ٢.٣.١

این تشریح به ها، جمله�ای چند ویژه به و شبکه از آزاد روش�های چارچوب در کامل پایه�های مفهوم اهمیت به توجه با

ایجاد برای مناسب راه یک دارد. MLS روش شکل�بندی در مهمی مفهوم کامل پایۀ مفهوم واقع در می�پردازیم. مفهوم

x اگر باشد. بررسی حال در مسئله بعد d کنید فرض می�باشد. چندگانه اندیس�گذاری نماد از استفاده کامل پایۀ یک

نوشت می�توان باشد، α بردار با طول هم و دامنه از عضوی

xα = xα۱
۱ .x

α۲
۲ · · ·xαd

d .

کرد تعریف زیر صورت به را n مرتبه از چندجمله�ای پایۀ�های می�توان حال

p(x) = {xα||α| ≤ n}.

می�باشند زیر شکل به (n = ۱, ۲) دوم و اول سازگاری مرتبه و (d = ۱, ۲) دوم و اول مرتبۀ کامل پایه�های از نمونه چند


d = ۱

=⇒ {α : ||α| ≤ ۱} → p = [۱, x۱]T ,

n = ۱
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
d = ۲

=⇒ {α : ||α| ≤ ۱} → p = [۱, x۱, x۲]T ,

n = ۱
d = ۲

=⇒ {α : ||α| ≤ ۲} → p = [۱, x۱, x۲, x۲۱ , x۱x۲, x۲۲]T .

n = ۲

کرد. تعریف ماتریس یک صورت به را |α| ≤ n با α بردار�های همۀ مجموعۀ می�توان است بردار یک α که جایی آن از

است زیر صورت به پایه بردار مؤلفه�های تعداد و n سازگاری مرتبۀ و مسئله بعد d بین رابطۀ

k =
۱
d!

d∏
i=۱

(n+ i).

. k = (n+۱)(n+۲)
۲ دو بعد برای و k = (n+ ۱) یک بعد برای نتیجه در که

ضعیف مشتق ٣.٣.١

توابع دامنۀ بر k مرتبۀ تا آن جزئی مشتق�های تمام و خود که Ω ⊂ Rn دامنۀ با توابع تمام مجموعۀ ١.٣.١ تعریف

یعنی می�دهند. نمایش Ck(Ω) با را باشند پیوسته

Ck(Ω) = {f : Dαf ∈ C(Ω);∀|α| ≤ k}.

� می�باشند. پیوسته و موجود مرتبه�ای هر از آن مشتقات که است توابعی فضای C∞(Ω) صورت این در

کند صدق زیر ویژگی سه در اگر نامیم نرم را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقی تابع ٢.٣.١ تعریف

،x = ۰ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .١

،∥αx∥ = |α|.∥x∥ باشیم داشته α ∈ R و x ∈ X هر ازای به .٢

مثلثی). (نابرابری ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر برای .٣

� می�نامند. نرم�دار برداری فضای یک را ∥.∥ نرم دارای X برداری فضای

شده تعریف Ω ⊂ Rn دامنۀ بر که f تابع صورت این در باشد حقیقی عدد یک p ≥ ۱ می�کنیم فرض ٣.٣.١ تعریف

فضای باشد. موجود لبگ مفهوم به
∫
Ω |f(x)|pdx انتگرال و بوده اندازه�پذیر f اگر گویند Lp(Ω) به متعلق را است
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است زیر نرم با نرم�دار فضای یک Lp(Ω)

∥f∥p = (

∫
Ω
|f(x)|pdx)۱/p.

�

سوبولف فضای ۴.٣.١

هر يعنی باشد. کامل ∥.∥ نرم به نسبت اگر است باناخ فضای یک (V, ∥.∥) خطی نرم�دار فضای یک ۴.٣.١ تعریف

� باشد. همگرا فضا آن از عضوی به فضا آن در كوشی دنباله

است. باناخ فضای یک ۰ < p ≤ ∞ ازای به Lp(Ω) فضای ۵.٣.١ قضیه

مانند است نگاشتی X حقیقی فضای یک بر داخلی ضرب یک ۶.٣.١ تعریف

(., .) : X ×X → R,

باشیم داشته λ, µ ∈ R و x, y, z ∈ X هر برای که طوری به

۱.(λx+ µy, z) = λ(x, z) + µ(y, z),

۲.(x, y) = (y, x),

۳.(x, x) ≥ ۰,

۴.(x, x) = ۰ ⇐⇒ x = ۰.

� می�شود. نامیده داخلی ضرب فضای یک داخلی، ضرب یک با خطی فضای یک

کامل داخلی، ضرب از القایی نرم به نسبت که است داخلی ضرب فضای یک هیلبرت، فضای یک ٧.٣.١ تعریف

� باشد.

،L۱[a, b] فضای به متعلق ν : [a, b] → R تابع و L۱[a, b] فضای به متعلق u : [a, b] → R تابع اگر ٨.٣.١ تعریف

که باشد چنان

∫ b

a
u(x)φ

′
(x)dx = −

∫ b

a
ν(x)φ(x)dx.

� می�شود. نامیده u تابع ضعیف مشتق ν تابع آن�گاه
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باشد. موجود |α| ≤ k هر برای Dαf ضعیف مشتقات و باشد نامنفی صحیح عدد یک k کنید فرض ٩.٣.١ تعریف

می�شود تعریف زیر صورت به سوبولف فضای صورت این در

W p
k (Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k}.

می�شود تعریف زیر صورت به آن نرم و است نرم�دار فضای يك فضا این

∥f∥W p
k (Ω) =

 (
∑

|α|≤k ∥Dαf∥pLp(Ω))
۱/p, ۱ ≤ p ≤ ∞,

max|α|≤k ∥Dαf∥L∞(Ω), p = ∞.

نمایید. مراجعه [٢] مرجع به بيشتر جزئيات برای

�

فضای از توابعی شامل است فضایی می�شود، داده نشان Hk(Ω) نماد با که k مرتبۀ سوبولف فضای ١٠.٣.١ تعریف

یعنی باشند. L۲(Ω) به متعلق k مرتبۀ تا آن ضعیف پاره�ای مشتقات تمام و خود که L۲(Ω)

Hk(Ω) = {f : Dαf ∈ L۲(Ω);∀|α| ≤ k} ≡W k
۲ (Ω),

� باشند. صفر مرز روی بر كه است Hk(Ω) از عناصری از متشكل فضای Hk
۰ (Ω) از منظور و

ضعیف شکل ۵.٣.١

Γ باشد. Rm−۱ روی تابعی فضای یک V و باشد Rm در کراندار و باز دامنۀ Ω می�کنیم فرض ١١.٣.١ تعریف

داشته که طوری به g ∈ V تابع و r > ۰ باشند داشته وجود x۰ ∈ Γ نقطۀ هر برای اگر �گویند V رده از را (Ωمرز)

باشیم

Ω ∩B(x۰, r) = {x ∈ B(x۰, r)|xm > g(x۱, ..., xm−۱)},

شامل V که زمانی خاص، حالت در است. r شعاع و x۰ مرکز به m-بعدی گوی نشان�دهندۀ B(x۰, r) آن، در که

� می�شود. نامیده لیپشیتز دامنۀ Ω باشد، لیپشیتز پیوستۀ توابع

γ :W p
۱ (Ω) → Lp(Γ) خطی عملگر .۱ ≤ p ≤ ∞ و باشد R در لیپشیتز دامنۀ یک Ω فرضمی�کنیم ١٢.٣.١ قضیه

زیر خصوصیات با

،v ∈W p
۱ (Ω) ∩ C(Ω) اگر γv = v|Γ ( ١

،∥γv∥Lp (Γ) ≤ c∥v∥W p
۱ (Ω) داریم ∀v ∈W p

۱ (Ω) و c > ۰ ثابت برای ( ٢
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زیر�دنبالۀ W p
۱ (Ω) در {vn} کراندار دنبالۀ هر برای یعنی باشد فشرده γ :W p

۱ (Ω) → Lp(Γ) نگاشت ( ٣

مقدار می�تواند γv و می�نامند اثر عملگر را باشد، همگرا Lp(Ω) در {γvn′} که طوری به است موجود {vn′} ⊂ {vn}

γ(W p
۱ (Ω)) برد است. پوشا نه و یک یه یک نه Lp(Γ) به W p

۱ (Ω) از اثر عملگر شود. نامیده v گسترش�یافتۀ مرزی

v یکسان نماد از اغلب است. مرز روی بر مثبت مرتبۀ سوبولف فضای یک یعنی Lp(Γ) از کوچک�تر فضای یک

می�شود. استفاده v ∈ H ۱(Ω) اثر برای

H ۱(Ω) توابع اثر تعریف به نیاز می�شود بحث مرزی مقدار مسئلۀ ضعیف شکل مورد در که زمانی ١٣.٣.١ تعریف

یعنی بود خواهد H ۱/۲(Γ) فضای صورت به اثر این بود. خواهد

H ۱/۲(Γ) = γ(H ۱(Ω)),

کرد استفاده H ۱/۲(Γ) در نرم برای زیر تعریف از می�توان متناظر، طور به

∥g∥ = inf
v∈H ۱(Ω),γv=g

∥v∥H ۱(Ω). (١.١)

�

نشان�دهندۀ ν = (ν۱, ..., νd) و Γ مرز با Rd در لیپشیتز دامنۀ یک Ω کنید فرض ضعیف) (شکل ١۴.٣.١ تعریف

رابطۀ باشد. شده تعریف همه�جا تقریباً و باشد Γ برون�سوی نرمال بردار

∫
Ω
uxivdx =

∫
Γ
uvνids−

∫
Ω
uvxidx, ∀u, v ∈ C ۱(Ω).

برای می�توان را رابطه این است. معروف گرین رابطۀ به مسطح ناحیه�های برای و دیورژانس قضیۀ یا گاوس رابطۀ به

باشد، کافی لبگ مفهوم در انتگرال�گیری برای دقیق طور به تابع همواری که طوری به سوبولف، فضاهای از توابعی

� داد. گسترش

واحد افراز و سازگاری ۶.٣.١

هرگاه است ℓu = f مشتقی معادلۀ با p مرتبه از سازگار ℓhu = f طرح یک ساده بیان به

∥ℓu− ℓhu∥ = O(hp),

می�شود نزدیک صفر سمت به ∥ℓu− ℓhu∥ تقریب خطای که است بدیهی این است. گره نقاط تراکم اندازه همان h که

.h→ ۰ اگر

حداكثر درجه با چندجمله�ای�های بتوان هرگاه است n مرتبه از سازگار عددی روش يک می�شود گفته مراجع بعضی در
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اگر است n مرتبۀ از سازگار {Φi} توابع از مجموعه یک دقیق�تر بیان به داد. نمايش دقيق طور به روش آن با را n

باشد برقرار زیر سازگاری شرایط

∑
i

Φi(x)p(xi) = p(x), ∀x ∈ Ω,

مرتبه از سازگاری جای به n مرتبه از (PU) واحد افراز اصطلاح از مراجع بعضی در است. کامل پایۀ یک p آن در که

داريم مشتق�گيری با می�شود. استفاده n

∑
i

DαΦi(x)p(xi) = Dαp(x), ∀x ∈ Ω.

روش�های در می�دهند. تشكيل n مرتبه از (PN) پوچ افراز يك {Φi} توابع می�شود گفته باشد برقرار رابطه اين اگر

از واحد افراز اگر شده�اند. ساخته درستی به شكل توابع كه است آن نشان�دهنده رابطه دو اين برقراری شبكه از آزاد

نوشت می�توان آن�گاه باشيم داشته صفر مرتبۀ

∑
i

Φi(x) = ۱.

داریم کامل پایۀ تعریف بنابر ديگر طرف از و

p۱(x) = xα۱ = x(۰,...,۰) = ۱.

نمايشی p۱ که باشد یک با برابر صفر مرتبۀ از سازگار {Φi} توابع جمع كه دارد آن بر دلالت واحد افراز واژه بنابراين

است. پايه تابع نخستين برای

همگن دیریکلۀ مرزی شرایط با مسائلی ٧.٣.١

زیر صورت به را Ω روی بر مرزی مقدار مسئلۀ

−△u۱ = f, (٢.١)

مرزی شرط با و

u۱|Γ = ۰. (٣.١)
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است u۱ ∈ V تابع یافتن مسئله ضعیف شکل از منظور می�گیریم. نظر در است شده داده Ω مرز عنوان به Γ آن در که

باشیم داشته u۲ ∈ V هر برای که طوری به

a(u۱, u۲) = l(u۲), (۴.١)

آن در که

V = H ۱
۰(Ω),

a(u۱, u۲) =

∫
Ω
∇u۱.∇u۲dx, u۱, u۲ ∈ V,

l(u۲) =

∫
Ω
fu۲dx, u۲ ∈ V.

غیرهمگن دیریکلۀ مرزی شرایط با مسائلی ٨.٣.١

می�شود استفاده همگن مسائل مرزی شرایط جای به زیر مرزی شرط از مسائل این در

−∆u۱ = f, ∀x ∈ Ω,

u۱ = g, ∀x ∈ Γ. (۵.١)

همگن مسائل می�کنیم فرض می�آوریم. �دست به را مسئله ضعیف شکل ابتدا در است. نظر مورد مسئله مرز Γ آن در که

شرایط برقراری گرفتن نظر در با باشند. u۱ ∈ C۲(Ω)∩C(Ω)صورت به جوابی دارای شده گرفته نظر در غیرهمگن و

آورد خواهیم �دست به آن از انتگرال�گیری نهایت در و تابع این در (٢.١) رابطۀ ضرب و u۲ محک تابع همواری

∫
Ω
(−△u۱)u۲dx =

∫
Ω
fu۲dx,

داریم جزء به جزء انتگرال�گیری با و

−
∫
Γ

∂u۱
∂ν

u۲ds+

∫
Ω
∇u۱.∇u۲dx =

∫
Ω
fu۲dx.

نوشت می�توان و می�شود صفر مرزی انتگرال است، صفر با برابر Γ روی بر u۲ کنیم فرض اگر

∫
Ω
∇u۱.∇u۲dx =

∫
Ω
fu۲dx, u۱ ∈ H ۱(Ω), u۲ ∈ H ۱

۰(Ω), f ∈ L۲(Ω).
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مسائل برای ضعیف شکل نهایت در نماید. صدق Γ روی بر (۵.١) مرزی شرط در باید u۱ جواب که داشت توجه باید

می�آید �دست به زیر صورت به غیرهمگن مرزی مقدار

∫
Ω
∇u۱.∇u۲dx =

∫
Ω
fu۲dx, ∀u۲ ∈ H ۱

۰(Ω). (۶.١)

در u۲ محک تابع و u۱ تابع زیرا گرفت، نظر در یکتا جواب فوق ضعیف شکل برای نمی�توان که کرد توجه باید اما

باشیم داشته که طوری به می�کنیم استفاده γ اثر عملگر از مشکل این رفع برای ندارند. قرار یکسانی فضاهای

γ(H ۱(Ω)) = H ۱/۲(Γ),

فرض با بنابراین . γy = g که طوری به دارد وجود y مانند تابعی بنابراین g ∈ H ۱/۲(Γ) چون

u۱ = w + y,

باشیم داشته که طوری به است H ۱
۰(Ω) فضای در w تابع یافتن هدف

∫
Ω
∇w.∇u۲dx =

∫
Ω
(fu۲ −∇y.∇u۲)dx, ∀u۲ ∈ H ۱

۰(Ω), (٧.١)

معادلۀ در Ω در و w = ۰ مرزی شرط در باید w تابع

−△w = f +△y.

می�آوریم. دست به (۶.١) رابطۀ برای جواب یک u۱ = w + y گرفتن نظر در با حال نماید. صدق



٢ فصل

مختلط متحرک مربعات کمترین تقریب

روش�های است[٣٢،١۴]. برداری تقریبیکتابع از تعمیمی (CMLS) مختلط متغیر مربعاتمتحرک کمترین تقریب

تحت و هستند بیشتری محاسباتی بازدهی دارای مختلط متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب از شده نتیجه المان بدون

محاسباتی دقت دارای مختلط متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب بر مبنی المان بدون روش گره�ای، توزیع همان

واضح توابع، فیزیکی مفاهیم و ریاضی مفاهیم مختلط، متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب در اما هستند. بالاتری

مربعات کمترین تقریب فواید همۀ (ICMLS) بهبودیافته مختلط متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب نیستند.

بهبودیافته مختلط متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب در توابع آن، بر علاوه و برده ارث به را مختلط متغیر متحرک

المان بدون گالرکین روش و مختلط متغیر متحرک مربعات کمترین تقریب کمک به دارند. ساده�ای فیزیکی مفهوم

متغیر المان بدون گالرکین روش .[٩] است شده ارائه (CEFG) مختلط متغیر المان بدون گالرکین روش (EFG)

پیش روش، و مسئله بهتر شناخت برای ادامه در دارد. المان بدون گالرکین روش از کمتری محاسباتی هزینۀ مختلط

می�آوریم. نیازهایی

هسته یا وزن تابع ١.٢

باید توابع این واقع در دارند. متحرک مربعات کمترین روش در شکل توابع تولید در را نقش اساسی�ترین وزن توابع

[٧] نمایند صدق زیر شرایط در

، Ω از دامنه�ای زیر Ωi در w(x− y, h) > ۰ •

، Ωi از خارج در w(x− y, h) = ۰ •

،
∫
Ωw(x− y, h)dΩ = ۱ : بودن نرمال خاصیت •

،s = ∥x− y∥ چنانکه باشد، نزولی یکنواخت طور به w(s, h) •

است. دیراک دلتای تابع δ(s) آن در که ، h→ ۰ هرگاه w(s, h) → δ(s) •

١٢


