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B(H) روی φ پوشای نگاشت یک که کنیم می ثابت نامه پایان این در باشد. ٢ مساوی یا بزرگتر بعد با
با λ ثابت و H روی U یکانی پاد یا یکانی عملگر یک اگر فقط و اگر است ناصفر ضرب تصویر حافظ

.φ(A) = λUAU∗ باشیم داشته A ∈ B(H) هر برای که طوری باشند داشته وجود λ۲ = ۱ شرط
آورد. خواهیم بدست کنند می حفظ را جردن تایی سه ضرب که هایی نگاشت برای مشابهی نتیجه

عملگر دو جردن تایی سه ضرب عملگرها، ضرب تصویر، ، نگاشت کلیدی: واژگان
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خ��دای��ا...١
و ن��خ��ورم ح��س��رت اس��ت، گ��ذش��ت��ه زی��س��ت��ن ب��رای ک��ه ل��ح��ظ��ه�ای ب��ی�ث��م��ری ب��ر م��رگ، ل��ح��ظ��ه در ک��ه ک��ن ع��ط��ا زی��س��ت��ن��ی م��ن ب��ه

�ت دوس� �و ت� �ه ک� �ان �ن� �چ� آن� �ا ام� �م، �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� �ود خ� را، آن �ا ت� �ذار �گ� ب� �م. �اش� �ب� ن� �وار �وگ� س� �ش، �ی� �ودگ� �ه� �ی� ب� �ر ب� �ه ک� �ن ک� �ا �ط� ع� �ی �ردن� �م

م��ی�داری.

�ا �ه� �ن� ت� �و ت� �ای پ� �ه ب� �ردن ب� رن��ج و �و ت� �ر �اط� �خ� ب� �ی��دن �ش� ک� �دان��ی زن� �و، ت� �ر �اط� �خ� ب� دی��دن �ه �ج� �ن� �ک� ش� �ه ک� �د �ن� �ی�دان� م� �ه �م� ه� و �ی�دان��ی م� �و ت�

چ��ش��م��ان در ام��ی��د ب��رق ک��ه ت��وس��ت ره��ای��ی ام��ی��د از م��ی�خ��ن��دم، دل در م��ن ک��ه ت��وس��ت ش��ادی از اس��ت، م��ن زن��دگ��ی ب��زرگ ل��ذت

خ��وب �م��ی�ت��وان��م ن� �ن��م. م��ی�ک� اح��س��اس �ای��م �ه�ه� ری� در را س��ع��ادت اک پ�� ه��وای ک��ه ت��وس��ت �ت��ی �ب��خ� خ��وش� از و م��ی�درخ��ش��د �ه�ام �ت� خ��س�

دری��اب. دری��اب، ک��رده�ام پ��ن��ه��ان اف��ت��اده، و ض��ع��ی��ف ج��م��ل��ه�ه��ای و س��اده ک��ل��م��ات زی��ر در ک��ه را ش��گ��ف��ت��ی ن��ی��روی ب��زن��م. ح��رف

از �ن، م� �اه �گ� ن� در �دی �ی� ام� �رق ب� آوردن از �ن، م� �ان �ب� ل� �ر ب� �دی �ن� �خ� �ب� ل� �ل �ی� �م� �ح� ت� از �ی �دگ� زن� �ه ک� �د �ن� �ی�دان� م� �ه �م� ه� و �ی �ی�دان� م� �و ت�

اس��ت. ع��اج��ز م��ن، دل در ش��ع��ف��ی م��وج ب��ران��گ��ی��خ��ت��ن

آم��وخ��ت. خ��واه��م خ��ود را م��ردن چ��گ��ون��ه ب��ی��ام��وز، م��ن ب��ه را زی��س��ت��ن چ��گ��ون��ه ت��و،

در ف��داک��اری ب��ی�پ��اداش، ک��ار ب��ی�س��لاح، �ه��اد ج� �م��راه، ب��ی�ه� �ت��ن رف� �ی��دی، ن��وم� در �ب��ر ص� ش��ک��س��ت، در ت��لاش �ی��ق ت��وف� م��ن ب��ه

�ی �اخ� �ت� �س� گ� �ود، �م� �ی�ن� ب� �ی �وب� خ� �ا، ری� �ی� ب� �ان �م� ای� �ان، �ی�ن� ب� �ت �دم� خ� �ام، �ی�ن� ب� �ت �م� �ظ� ع� �وام، �ی�ع� ب� �ب �ذه� م� �ا، �ی� �ی�دن� ب� �ن دی� �وت، �ک� س�

روزی ب��دان��د، دوس��ت ب��ی�آن��ک��ه داش��ت��ن دوس��ت و ج��م��ع��ی��ت، ان��ب��وه در ت��ن��ه��ای��ی ب��ی�ه��وس، ع��ش��ق ب��ی�غ��رور، ق��ن��اع��ت ب��ی�خ��ام��ی،

ک��ن.

୏وردگارا
ૼنభخاඵෟनଡراऒଡودඵ෇زیدارم৔଒وଷభشධ඿ریاਪیऒود৯داری

ૼنऔون৔وਪیدارم৔଒وऔونऒود৯داری
ری��ع��ت��ی. ش�� ع��ل��ی دک��ت��ر از ١م��ن��اج��ات��ی



චاری... ণپاس໋�
بیاراست. را خلقت پهنه که را آفرین هنر بخش هستی سپاس

حجازیان دکتر خانم سرکار

پیچید، کاینات عدم فضای و جهان در که نخستین طنین بود خزیده پوچی و نیستی سکوت در جهان جان که آنگاه

کشید. می تصویر به را خلقت نقش هزار پهنه که خالقی نقاش دستان خداوندی، آفرینش لوح بر بود قلم سایش

بود. گفته سوگند نوشت می و سرایید می برآنچه که تراشید قلمی را آفریده اول

زحمات از می�دانم خود وظیفه� و آرزومندم برایتان نیکو بس جایگاهی و پرشکوه زیستنی مطلق، هنرمند یگانه از

دانش ساحل به مرا شکسته قایق کران، بی دریایی آرام امواج همچون که شما هوشمندانه های راهنمایی و بی�دریغ

دریای این در کنجکاوی قایق این شما، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه رسانید

رسید. نمی روشنی و علم ساحل به تاریکی و جهل مواج

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با ویشکی ابراهیمی دکتر آقای جناب از می�دانم لازم همچنین

می�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در

بهترین روزگاران، سردترین این در که امیدش، گرمای پاس به عزیزم همسر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود

بود. من پشتیبان

৤ජ໑۱۳۹۱ماඵෂریسام
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پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

ای��ن در �ه �أل� �س� م� �ن �ی� اول� �د. �ن� �ن� ک� �ی م� �ه �ع� �ال� �ط� م� را �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ر �ب� ج� روی �دار �ه� �گ� ن� �ه �ل� �ئ� �س� م� �اری �ی� �س� ب� �ن �ی� �ق� �ق� �ح� م� �ر �ی� اخ� �ه ده� �د �ن� چ� در

ب��اش��د. م��ی زی��ر ش��رح ب��ه م��س��أل��ه ش��د.ای��ن م��ط��رح [٢۵] رب��ی��ن��ی��وس ف�� ت��وس��ط زم��ی��ن��ه

ازای ب��ه �ن��ی �ع� ی� اس��ت ری��س �ات�� م� �ن��ان �ی� دت��رم� ح��اف��ظ φ ص��ورت درای��ن ب��اش��د. Mn روی خ��ط��ی ن��گ��اش��ت ی��ک φ �ی��د �ن� ک� ف��رض

det(MN) = ۱ �رط ش� �ا ب� M,N ∈ Mn ری��س � �ات� م� دو �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� ،det(φ(A)) = det(A) ،A ∈ B(H)

ب��اش��د ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط از ی��ک��ی ک��ه ط��وری ب��اش��ن��د م��وج��ود

. A ∈Mn ه��ر ازای ب��ه φ(A) =MAN (١)

. A ∈Mn ه��ر ازای ب��ه φ(A) =MAtN (٢)

ن��م��ود. م��ط��رح را زی��ر م��س��أل��ه و پ��رداخ��ت زم��ی��ن��ه ای��ن در م��ط��ال��ع��ه ب��ه [٢۶] دی��ودون��ه آن از ب��ع��د

ب��اش��د ت��ک��ی��ن A ه��رگ��اه اس��ت ت��ک��ی��ن φ(A) ص��ورت ای��ن در Mnب��اش��د. روی پ��ذی��ر م��ع��ک��وس خ��ط��ی ن��گ��اش��ت φ ک��ن��ی��د ف��رض

�ر زی� �رای��ط ش� از �ک��ی ی� �ه ک� �وری ط� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� det(MN) ̸= ۰ ش��رط �ا ب� M,N ∈ Mn ری��س � �ات� م� دو �ر اگ� �ق��ط ف� و �ر اگ�

ب��اش��د ب��رق��رار

.A ∈Mn ه��ر ازای ب��ه φ(A) =MAN (١)

.A ∈Mn ه��ر ازای ب��ه φ(A) =MAtN (٢)

�ورد م� �واص خ� �ن ای� �دار �ه� �گ� ن� �و س� �ن ازای� �ت. �اس� �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ر �ب� ج� در �ی �م� �ه� م� �ی �ل� �ی� خ� �م �ی� �اه� �ف� م� �ر �وی� �ص� ت� و �ی �وان� ت� �ود خ� �ی، �وان� ت� �وچ پ�

[١۵-١٧ ، ١] اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار م��ط��ال��ع��ه

�ای ه� �اش��ت �گ� ن� �ل��ب اغ� و �د ان� �رده ک� �ی �ررس� ب� �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� ض��رب �ورد م� در را �دار �ه� �گ� ن� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ان �دان� �ی� �اض� ری� �ر �ی� اخ� �ای ه� �ال س� در

�ور ط� �ه ب� را �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� ض��رب �وان��ی ت� �ود خ� �ا ی� �ی �وان� ت� �وچ پ� �ف��ی، �ی� ط� �اع �ع� ش� �ی��ف، ط� �ای��ی، ج� �ه �اب� ج� �اف��ظ ح� �ط��ی خ� �ر �ی� غ� �ا ی� �ی �ط� خ�

[ ١۴ ، ١٢-٨ ، ٣-۵ ] ان��د. داده ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد م��ف��ص��ل

ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای روی B(H) ک��ران��دار ع��م��ل��گ��ره��ای ف��ض��ای روی φ پ��وش��ای ن��گ��اش��ت ب��ررس��ی ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن اص��ل��ی ه��دف

،A,B ∈ B(H) ازای ب��ه ع��ب��ارت��ی ب��ه ب��اش��د. م��ی ن��اص��ف��ر ض��رب ت��ص��وی��ر ح��اف��ظ ط��رف دو از ک��ه اس��ت H م��خ��ت��ل��ط

اس��ت. ن��اص��ف��ر ⇒⇐φ(A)φ(B)ت��ص��وی��ر اس��ت ن��اص��ف��ر ت��ص��وی��ر AB

ب



اس��ت. ش��ده ت��دوی��ن زی��ر ش��رح ب��ه ف��ص��ل س��ه در رو پ��ی��ش ن��ام��ه پ��ای��ان

پ��ردازی��م. م��ی ن��ی��از م��ورد ق��ض��ای��ای و اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م ب��ی��ان ب��ه اول ف��ص��ل در

ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��رای و ب��اش��د ن��اص��ف��ر ض��رب ت��ص��وی��ر ح��اف��ظ ط��رف دو از و پ��وش��ا ن��گ��اش��ت��ی φ ک��ن��ی��م م��ی ف��رض دوم ف��ص��ل در

پ��ردازی��م. م��ی آن��ه��ا ه��ای ن��ت��ی��ج��ه و ه��ا گ��زاره و ه��ا ل��م ب��ی��ان ب��ه ف��ص��ل ای��ن اص��ل��ی

دوم) ف��ص��ل اص��ل��ی ق��ض��ی��ه

�ن ای� در �د. �اش� ب� B(H) روی �ا �وش� پ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� φو dimH ≥ ۲ �ا ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� �ک ی� H �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

H روی U ی��ک��ان��ی پ��اد ی��ا ی��ک��ان��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ن��اص��ف��ر ض��رب ت��ص��وی��ر ح��اف��ظ ط��رف دو از φ ص��ورت

ب��اش��ی��م داش��ت��ه A ∈ B(H) ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود λ۲ = ۱ ش��رط ب��ا λ ث��اب��ت ی��ک و

φ(A) = λUAU∗

�ررس��ی ب� را �د �اش� ب� �ی م� �ردن ج� �ی �ای� ت� �ه س� �رب ض� �ر �ف� �اص� ن� �ر �وی� �ص� ت� �ظ �اف� ح� �رف ط� دو از �ه ک� φ �ای �وش� پ� �ت �اش� �گ� ن� �وم س� �ل �ص� ف� در

آی��ی��م. م��ی ب��ر ف��ص��ل ای��ن اص��ل��ی ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ص��دد در دوم ف��ص��ل م��ش��اب��ه و ک��رده

س��وم) ف��ص��ل اص��ل��ی ق��ض��ی��ه

ای��ن در �اش��د. ب� B(H) روی پ��وش��ا �ت��ی �اش� �گ� ن� φ و �اش��د ب� dimH ≥ ۲ �ا ب� �ل��ط �ت� �خ� م� �ب��رت �ل� �ی� ه� ف��ض��ای ی��ک H �ی��م �ن� ک� ف��رض

�اد پ� �ا ی� �ی �ان� �ک� ی� �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک �ر اگ� �ق��ط ف� و �ر اگ� اس��ت �ر �ف� �اص� ن� �ردن ج� �ای��ی ت� �ه س� ض��رب �ر �وی� ت��ص� �اف��ظ ح� ط��رف دو از φ ص��ورت

ب��اش��د. ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط از ی��ک��ی ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود α۳ = ۱ ش��رط ب��ا α ث��اب��ت ی��ک و H روی U ی��ک��ان��ی

.A ∈ B(H) ه��ر ب��رای φ(A) = αUAU∗ (١)

.A ∈ B(H) ه��ر ب��رای φ(A) = αUA∗U∗ (٢)

م��ق��ال��ه ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن اص��ل��ی م��رج��ع ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم

Maps preserving operator pairs whose products are projections ، Guoxing Ji ، Yaling Gao

ب��اش��د. م��ی

پ



١
م��ق��دم��ه

�ا ب� �ده �ن� �وان� خ� �م �ی� �ن� ک� �ی م� �رض ف� �د. �اش� ب� C �ط �ل� �ت� �خ� م� �دان �ی� م� روی �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� H �م �ی� �ن� ک� �ی م� �رض ف� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

([١٩] دوم و اول (ف��ص��ل دارد. آش��ن��ای��ی ⟨., .⟩ داخ��ل��ی ض��رب از ح��اص��ل ن��رم و ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای ری��ف ت��ع��

را H روی �دار �ران� ک� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ر �ب� ج� B(H) و H �ورد م� در �از �ی� ن� �ورد م� �ات �دم� �ق� م� و �اری��ف �ع� ت� �ل �ص� ف� �ن ای� اول �خ��ش ب� در

م��ه��م ق��ض��ی��ه چ��ن��د آخ��ر در و ن��ی��ازم��ن��دی��م آن ب��ه ک��ار ط��ی در ک��ه پ��ردازی��م م��ی گ��زاره چ��ن��د ب��ی��ان ب��ه دوم ب��خ��ش در ک��ن��ی��م. م��ی ب��ی��ان

و [٢٢] ،[٢١] ،[٢٠] ،[١٩] ،[١٣] ،[۶] ،[٢] �ع �راج� م� از �ل �ص� ف� �ن ای� �ب �ال� �ط� م� �ده �م� ع� �م. �ی� �ن� ک� �ی م� �ان �ی� ب� را �از �ی� ن� �ورد م�

اس��ت. گ��ردی��ده اس��ت��خ��راج [٢۴]

م��ق��دم��ات و ت��ع��اری��ف ١.١

�رای ب� و ⟨x, y⟩ = ۰ �ر اگ� x ⊥ y �م �ی� �س� �وی� ن� �ی م� و �د �دن� �ام� �ع� �ت� م� y و x �م �ی� �وی� گ� x, y ∈ H �ر ه� ازای �ه ب� .١.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ک��ن��ی��م م��ی ری��ف ت��ع�� M ⊆ H

M⊥ = {x ∈ H | x ⊥ y, ∀y ∈M}

ب��اش��د. م��ی H از ای ب��س��ت��ه ف��ض��ای زی��ر M⊥

( [١٩] ،۵.٢۴ ق��ض��ی��ه ) .٢.١.١ ق��ض��ی��ه

.H =M ⊕M⊥ آن��گ��اه ب��اش��د H از ای ب��س��ت��ه ف��ض��ای زی��ر M اگ��ر

�ی��د �ول� ت� ف��ض��ای زی��ر [S] �م��اد ن� از �ن��ظ��ور م� ب��اش��د. H �ب��رت �ل� �ی� ه� ف��ض��ای از ای �م��وع��ه م��ج� زی��ر S �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣.١.١ �ع��ری��ف ت�

ب��اش��د. م��ی S ت��م��ام ش��ام��ل ک��ه H از ب��رداری زی��رف��ض��ای ری��ن ک��وچ��ک��ت�� از اس��ت ع��ب��ارت و اس��ت S ت��وس��ط ش��ده

١



٢ م��ق��دم��ه

ک��ن��ی��م م��ی ری��ف ت��ع�� ،e۱, e۲ ∈ H ک��ن��ی��م ف��رض .۴.١.١ ت��ع��ری��ف

H ⊖ {e۱, e۲} = H ∩ {e۱, e۲}⊥

ن��رم ب��ا T : H → H ک��ران��دار ه��ای ع��م��ل��گ��ر ف��ض��ای .۵.١.١ ت��ع��ری��ف

∥T∥ = sup
∥x∥≤۱

∥Tx∥ (x ∈ H)

از H = Cn �ال��ت ح� در داد. �م �ی� �واه� خ� �ش �ای� �م� ن� I �ا ب� را B(H) �ی �ان� �م� ه� �ر �گ� �ل� �م� ع� �م. �ی� ده� �ی م� �ش �ای� �م� ن� B(H) �اد �م� ن� �ا ب� را

�م. �ی� ده� �ی م� �ای��ش �م� ن� rang T �ا ب� و �م �ی� �ام� ن� T �رد ب� را H از T (H) �ط��ی خ� �ای �ض� �رف� زی� .B(Cn) = Mn(C) �م ری� دا [١٩]

ker(T ) = {x ∈ H | Tx = ۰} خ��ط��ی زی��رف��ض��ای ده��ی��م. م��ی ن��م��ای��ش rankT ب��ا و ن��ام��ی��ده T رت��ب��ه را rang T ب��ع��د

ن��ام��ی��م. T ه��س��ت��ه را

( [٢۴] ،٢.١۵.٢ گ��زاره ) .۶.١.١ گ��زاره

.A = ۰ ص��ورت ای��ن در .⟨Ax, x⟩ = ۰ ،x ∈ H ه��ر ازای ب��ه ک��ه ط��وری A ∈ B(H) ک��ن��ی��م ف��رض

( [١٩] ،١.٣.٢ ق��ض��ی��ه ) .٧.١.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��ن��د. ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��اه��ای H۲ و H۱ ک��ن��ی��م ف��رض

ک��ه ط��وری اس��ت م��وج��ود T ∗ ∈ B(H۲,H۱) ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر ک��ران��دار ع��م��ل��گ��ر آن��گ��اه T ∈ B(H۱,H۲) اگ��ر (١

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ (x, y ∈ H)

.∥T∥ = ∥T ∗∥ = ∥TT ∗∥
۱
۲ (٢

[١٩] ب��اش��د. م��ی ∗C-ج��ب��ر ی��ک ف��وق ال��ح��اق ع��م��ل ب��ا B(H) ک��ه اس��ت ت��وج��ه ق��اب��ل

( [٢۴] ،٢.۶.٢ گ��زاره ) .٨.١.١ گ��زاره

.(A∗)−۱ = (A−۱)∗ و اس��ت پ��ذی��ر م��ع��ک��وس ن��ی��ز A∗ آن��گ��اه ب��اش��د پ��ذی��ر م��ع��ک��وس A ∈ B(H) اگ��ر

T − λI �ه ک� λ ∈ C �ای �ره� �ال� �ک� اس� از ای �ه �وع� �م� �ج� م� �م. ری� � �ی� گ� �ی م� �ر �ظ� ن� در را T ∈ B(H) �ر �گ� �ل� �م� ع� .٩.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ای م��ج��م��وع��ه sp(T ) ک��ه �ی��م �ن� ک� م��ی ی��ادآوری �ی��م. ده� م��ی ن��ش��ان sp(T ) ب��ا و �ی��م گ��وی� T ط��ی��ف را ب��اش��د ن��م��ی پ��ذی��ر م��ع��ک��وس

پ��ذی��ر م��ع��ک��وس T − λI آن��گ��اه T ∈Mn(C) اگ��ر ([١٩] از (۵.٢.١) ق��ض��ی��ه و (۴.٢.١) ب��اش��د.(ل��م م��ی ن��ات��ه��ی و ف��ش��رده

ب��ن��اب��رای��ن det(T − λI) = ۰ ک��ه وق��ت��ی ن��ی��س��ت

sp(T ) = {λ ∈ C | det(T − λI) = ۰}.

.r(T ) = sup{|λ| | λ ∈ sp(T )} ک��ن��ی��م م��ی ری��ف ت��ع�� و ده��ی��م م��ی ن��م��ای��ش r(T ) ن��م��اد ب��ا را T ع��م��ل��گ��ر ط��ی��ف��ی ش��ع��اع



٣ م��ق��دم��ه

گ��وی��ی��م ب��اش��د. H از ب��س��ت��ه خ��ط��ی ف��ض��ای زی��ر M و A ∈ B(H) ک��ن��ی��م ف��رض .١٠.١.١ ت��ع��ری��ف

.A(m) ∈M ، m ∈M ه��ر ازای ب��ه اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر پ��ای��اس��ت M ت��ح��ت A (١

.AM⊥ ⊆M⊥ و AM ⊆M اگ��ر اس��ت A ب��رای ده��ن��ده ت��ق��ل��ی��ل زی��رف��ض��ای M (٢

A گ��وی��ی��م ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را A ∈ B(H) ع��م��ل��گ��ر .١١.١.١ ت��ع��ری��ف

.A = A∗ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ال��ح��اق خ��ود (١

.AA∗ = A∗A اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ن��رم��ال (٢

.AA∗ = A∗A = I اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ی��ک��ان��ی (٣

.A۲ = A اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت خ��ودت��وان (۴

،x ∈ H ه��ر ازای �ه ب� �ادل �ع� م� �ور ط� �ه sp(A).(ب� ⊆ R+ و ب��وده �ودال��ح��اق خ� �ر اگ� A ≥ ۰ �ی��م �وی��س� ن� م��ی و اس��ت �ب��ت �ث� م� (۵

(⟨Ax, x⟩ ≥ ۰

ب��اش��د. خ��ودت��وان و خ��ودال��ح��اق اگ��ر اس��ت ت��ص��وی��ر (۶

([١٩] ،٢.١.١٠ ق��ض��ی��ه ) .١٢.١.١ ق��ض��ی��ه

.r(A) = ∥A∥ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��رم��ال ع��م��ل��گ��ری A ∈ B(H) ک��ن��ی��م ف��رض

([١٣] ،٣١.١٠ ق��ض��ی��ه ) .١٣.١.١ گ��زاره

�ر �ی� غ� و �ر �ف� �اص� ن� �ر �وی� �ص� ت� A �ر اگ� .spA ⊆ {۰,۱} �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �وان �ودت� خ� �ری �گ� �ل� �م� ع� A ∈ B(H) �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

.sp(A) = {۰,۱} آن��گ��اه ب��اش��د ه��م��ان��ی

.∥P∥ = ۱ ص��ورت ای��ن در ری��م گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را P ∈ B(H) ن��اص��ف��ر ت��ص��وی��ر .١۴.١.١ گ��زاره

ش��ود م��ی ن��ت��ی��ج��ه P ب��ودن ت��ص��وی��ر از ب��ره��ان.

∥P∥ = ∥P۲∥ = ∥PP ∗∥ = ∥P∥۲

.∥P∥ = ۱ ب��ن��اب��رای��ن

Q و P گ��وی��ی��م ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را P,Q ∈ B(H) ت��ص��اوی��ر .١۵.١.١ ت��ع��ری��ف

.PQ = QP = ۰ اگ��ر P ⊥ Q ن��وی��س��ی��م م��ی و م��ت��ع��ام��دن��د (١)

(Q− P ≥ ۰ م��ع��ادل ط��ور PQ.(ب��ه = QP = P اگ��ر ک��ن��ن��د م��ی ص��دق P ≤ Q ش��رط در (٢)

ب��اش��د. پ��ذی��ر م��ع��ک��وس Q− P و P ≤ Q اگ��ر ک��ن��ن��د م��ی ص��دق P < Q ش��رط در (٣)



۴ م��ق��دم��ه

( [١٩] ،٢.٣.٢ ق��ض��ی��ه ) .١۶.١.١ ق��ض��ی��ه

م��ع��ادل��ن��د زی��ر ش��رای��ط ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. H ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای روی ت��ص��اوی��ری Q و P ک��ن��ی��م ف��رض

.P ≤ Q (١

.PQ = P (٢

.QP = P (٣

.P (H) ⊆ Q(H) (۴

.x ∈ H ه��ر ازای ب��ه ،∥P (x)∥ ≤ ∥Q(x)∥ (۵

ب��اش��د. م��ی H روی ت��ص��وی��ری Q− P (۶

( [١٣] ،١٢.١۴ ق��ض��ی��ه ) .١٧.١.١ ق��ض��ی��ه

م��ع��ادل��ن��د زی��ر ش��رای��ط P ∈ B(H) ت��ص��وی��ر ه��ر ب��رای

اس��ت. ال��ح��اق خ��ود P (١)

اس��ت. ن��رم��ال P (٢)

.rang(P ) = (ker(P ))⊥ (٣)

.⟨Px, x⟩ = ∥Px∥۲ ری��م دا x ∈ H ه��ر ب��رای (۴)

از خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک ده��ن��ده ن��ش��ان x⊗ y ن��م��اد H ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای از y ، x ب��ردار ج��ف��ت ه��ر ب��رای .١٨.١.١ ت��ع��ری��ف

ری��م دا z ∈ H ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری اس��ت H روی ١ رت��ب��ه

(x⊗ y)z = ⟨z, y⟩x.

ک��ن��ی��م([١٩]) م��ی ب��ی��ان چ��ک��ی��ده ط��ور ب��ه را ع��م��ل��گ��ر ای��ن خ��واص از ب��رخ��ی

(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = ⟨x′, y⟩(x⊗ y′)
(
x, y, x′, y′ ∈ H

)
(x⊗ y)∗ = y ⊗ x

U(x⊗ y) = Ux⊗ y (U ∈ B(H))

(x⊗ y)U = x⊗ U∗y

∥x⊗ y∥ = ∥x∥∥y∥

ker(x⊗ y) = {y}⊥

⟨x, y⟩ = ۱ اگ��ر ،x, y ∈ H ازای ب��ه اس��ت. ١ �ب��ه رت� از ت��ص��وی��ر ی��ک x⊗ x �ل��گ��ر ع��م� x ∈ H ی��ک��ه ب��ردار ه��ر ب��رای

�ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک x⊗ y �گ��ر �ل� �م� ع� �اه �گ� آن� ⟨x, y⟩ = ۰ اگ��ر و �اش��د ب� م��ی ١ �ب��ه رت� از �ودت��وان خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک x⊗ y �گ��ر �ل� �م� ع� �اه �گ� آن�

ب��ود. خ��واه��د ١ رت��ب��ه از پ��وچ��ت��وان



۵ م��ق��دم��ه

ب��اش��د. م��ی ABA ، B و A ج��ردن ت��ای��ی س��ه ض��رب از م��ن��ظ��ور ،A,B ∈ B(H) ک��ن��ی��م ف��رض .١٩.١.١ ت��ع��ری��ف

λ ∈ C �ر ه� ازای �ه ب� و �د �اش� ب� �ر �ذی� پ� �ع �م� ج� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ی �ط� خ� �زدوج م� را U : H → H �ت �اش� �گ� ن� .٢٠.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه

U(λx) = λU(x) (x ∈ H)

ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ی��ک��ان��ی پ��اد را U : H → H خ��ط��ی م��زدوج ک��ران��دار ن��گ��اش��ت .٢١.١.١ ت��ع��ری��ف

⟨Ux,Uy⟩ = ⟨y, x⟩ (x, y ∈ H)

.U∗U = I ص��ورت ای��ن در ب��اش��د پ��ادی��ک��ان��ی U : H → H ک��ران��دار ن��گ��اش��ت ک��ن��ی��م ف��رض .٢٢.١.١ گ��زاره

ری��م دا x ∈ H ب��ردار ه��ر ازی ب��ه ق��ب��ل ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ره��ان.

⟨U∗Ux, x⟩ = ⟨Ux,Ux⟩ = ⟨x, x⟩

.U∗U = I ،(۶.١.١) گ��زاره ب��ه ب��ن��ا

از اس��ت ع��ب��ارت H = H۱ ⊕ ...⊕Hn ف��ض��ای ب��اش��ن��د. ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��اه��ای Hn, ..., H۱ ک��ن��ی��م ف��رض

H = {(x۱, ..., xn) | xi ∈ Hi, i = ۱, ..., n}

داخ��ل��ی ض��رب از ح��اص��ل ن��رم و وار ن��ق��ط��ه ض��رب و ج��م��ع ع��م��ل ب��ا ک��ه

⟨(x۱, ..., xn), (y۱, ..., yn)⟩ =
n∑

i=۱

⟨xi, yi⟩

ب��ه xn, ..., x۱ ه��ای ب��ردار x ∈ H ه��ر ازای ب��ه ک��ه ری��م دا ت��وج��ه ( [٢۴] ،٢.۶.١ ب��اش��د.(گ��زاره م��ی ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای ی��ک

i, j ∈ {۱, ..., n} و T ∈ B(H) دل��خ��واه ع��م��ل��گ��ر .x = x۱ + ...+ xn ک��ه ط��وری م��وج��ودن��د Hn, ...,H۱ در ت��رت��ی��ب

.Tij ∈ B(Hj,Hi) ص��ورت ای��ن در Tji(xi) = T (xi)j ک��ن��ی��م م��ی ری��ف ت��ع�� xi ∈ Hi ه��ر ازای ب��ه ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را

ص��ورت ب��ه را T ت��وان��ی��م م��ی پ��س

T =

T۱۱ · · · T۱n
... . . . ...
Tn۱ · · · Tnn


�ر �گ� �ل� �م� ع� ،A,B ∈ B(H) �ای ه� �ر �گ� �ل� �م� ع� ازای �ه ب� ،H = H ⊕ H �اص خ� �ت �ال� ح� در . �م �ی� ده� �ش �ای� �م� ن�

.A⊕B =

[
A ۰
۰ B

]
ک��ن��ی��م م��ی ری��ف ت��ع�� را A⊕B ∈ B(H ⊕H)



۶ م��ق��دم��ه

�ه ب� و �م �ی� ده� �ی م� �ای��ش �م� ن� tr(A) �اد �م� ن� �ا ب� را A ری��س � �ات� م� �ر اث� �ورت ص� �ن ای� در A ∈ Mn �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٣.١.١ �ری��ف �ع� ت�

ک��ن��ی��م. م��ی ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت

tr(A) =

n∑
i=۱

aii.

( [٢۴] ،٣.٧.٣ گ��زاره ) .٢۴.١.١ گ��زاره

،Y ∈ B(M,M⊥) ،W ∈ B(M) ،A ∈ B(H) �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� و H از �ه �ت� �س� ب� �ی �ط� خ� �ای �ض� �رف� زی� M �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

ک��ه ط��وری ب��ه ری��م گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را Z ∈ B(M⊥) و X ∈ B(M⊥,M)

A =

[
W X
Y Z

]
م��ع��ادل��ن��د (٣) ت��ا (١) ،P ∈ B(H) ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در

پ��ای��اس��ت. A ب��رای M (١)

.PAP = AP (٢)

.Y = ۰ (٣)

م��ع��ادل��ن��د ن��ی��ز (٧) ت��ا (۴) ،Q ∈ B(H) ه��ر ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن و

اس��ت. A ب��رای ده��ن��ده ت��ق��ل��ی��ل ف��ض��ای زی��ر M (۴)

.QA = AQ (۵)

.X = Y = ۰ (۶)

پ��ای��اس��ت. A∗ و A ب��رای M (٧)

خ��ط��ی ن��گ��اش��ت H۲ و H۱ �ی��ن ب� �ت��ی ری��خ� ی��ک�� ی��ک �ن��د. ب��اش� �ب��رت �ل� �ی� ه� ف��ض��اه��ای H۲ و H۱ �ی��م �ن� ک� ف��رض .٢۵.١.١ ت��ع��ری��ف

،h, g ∈ H۱ ه��ر ازای ب��ه ک��ه ب��اش��د م��ی U : H۱ → H۲ پ��وش��ای

⟨Uh,Ug⟩ = ⟨h, g⟩

ه��س��ت��ن��د. ری��خ��ت ی��ک�� H۲ و H۱ گ��وی��ی��م ص��ورت ای��ن در

و ب��اش��د خ��ط��ی اگ��ر گ��وی��ی��م ری��خ��ت��ی ه��م�� را φ : B(H) → B(H) ن��گ��اش��ت .٢۶.١.١ ت��ع��ری��ف

φ(AB) = φ(A)φ(B) (A,B ∈ B(H))



٧ م��ق��دم��ه

ک��ارب��ردی گ��زاره چ��ن��د ٢.١

ب��ا Q و P ص��ورت ای��ن در ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را PQ ب��ودن ت��ص��وی��ر ش��رط ب��ا P,Q ∈ B(H) ت��ص��اوی��ر .١.٢.١ گ��زاره

ش��د. خ��واه��ن��د ج��ا ج��اب��ه ی��ک��دی��گ��ر

ش��ود م��ی م��ش��اه��ده راح��ت��ی ب��ه ت��ص��وی��ر خ��واص از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��ره��ان.

PQ = (PQ)∗ = Q∗P ∗ = QP.

.P ≤ Q آن��گ��اه ،rankP = ۱ ک��ه ط��وری ب��اش��ن��د H روی ن��اص��ف��ر ت��ص��اوی��ری PQ و Q,P اگ��ر .٢.٢.١ گ��زاره

ب��ن��اب��رای��ن .rankPQ = ۱ ن��ت��ی��ج��ه در و ۰ ̸= rankPQ ≤ rankP = ۱ پ��س PQ(H) ⊆ P (H) چ��ون ب��ره��ان.

.P ≤ Q ،(١۶.١.١) ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا و PQ = P

�ک ی� �ه �ب� رت� از �ر �وی� �ص� ت� �ر ه� ازای �ه ب� �ه ک� �وری ط� �د �ن� �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ری �اوی� �ص� ت� P,Q ∈ B(H) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.٢.١ �زاره گ�

.Q ≤ P ص��ورت ای��ن در .Q۱ ≤ P ب��اش��ی��م داش��ت��ه Q۱ ≤ Q

y ∈ H �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .PQ = Q �م �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن� و �م �ی� �ن� ک� �ی م� �اده �ف� �ت� اس� (١۶.١.١) �ه �ی� �ض� ق� از �ات �ب� اث� �رای ب� ب��ره��ان.

م��ی ن��ظ��ر در را [Q(y)] روی ب��ه Q۱ ی��ک رت��ب��ه از م��ت��ع��ام��د ت��ص��وی��ر ح��ال .Q(y) ∈ Q(H) پ��س ب��اش��د، دل��خ��واه��ی ع��ن��ص��ر

ب��ن��اب��رای��ن .Q۱ ≤ Q ،(١۶.١.١) ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا و Q۱(H) ⊆ Q(H) ب��ن��اب��رای��ن Q(y) ∈ Q(H) چ��ون ری��م. گ��ی��

Q(y) = Q۱Q(y) = Q۱(y)

پ��س ،Q۱ ≤ P اول��ی��ه ف��رض ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از

PQ(y) = PQ۱(y) = Q۱(y) = Q(y) (y ∈ H)

اس��ت. ک��ام��ل ب��ره��ان ب��ن��اب��رای��ن

در .H = E(H)⊕ E(H)⊥ و �د �اش� ب� ی��ک �ه �ب� رت� از �ر �وی� �ص� ت� E ∈ B(H) و H = C۲ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٢.١ �زاره گ�

ب��اش��د. م��ی زی��ر ص��ورت ب��ه E ب��ا م��ت��ع��ام��د غ��ی��ر Q ی��ک رت��ب��ه از ت��ص��وی��ر ه��ر ص��ورت ای��ن

Q =
۱

۱+ |z|۲

[
۱ z

z |z|۲
]

(z ∈ C)

ده��ی��م م��ی ق��رار ب��ره��ان.

Q =

[
a b
c d

]
(a, b, c, d ∈ C)



٨ م��ق��دم��ه

و a + d = ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �د �اش� ب� �ی م� �اق �ح� �ودال� خ� و �وان �ودت� خ� �ری �گ� �ل� �م� ع� Q ،(١١.١.١) �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

z ∈ C ازای �ه ب� .ad = |b|۲ �ن �رای� �اب� �ن� ب� و det(Q) = ۰ �م ری� � �ی� گ� �ی م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� rankQ = ۱ از .c = b و a, d ∈ R

ad = |b|۲ از و d =
|z|۲

۱+ |z|۲
�م ری� � �ی� گ� �ی م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� a + d = ۱ از �ن �رای� �اب� �ن� ب� .a =

۱
۱+ |z|۲

�م �ی� ده� �ی م� �رار ق�

�ر اگ� و �ت اس� �ل �ام� ک� �ان �ره� ب� �اه �گ� آن� b = z

۱+ |z|۲
�ر اگ� .b = ± z

۱+ |z|۲
�س پ� .|b|۲ =

|z|۲

(۱+ |z|۲)۲
�م ری� دا

گ��ردد. م��ی ح��اص��ل م��ط��ل��وب ن��ت��ی��ج��ه w = −z م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا آن��گ��اه ،b = −z
۱+ |z|۲

ص��ورت ب��ه P ∈ B(H) ی��ک رت��ب��ه از دل��خ��واه ت��ص��وی��ر .H = C۲ ک��ن��ی��م ف��رض .۵.٢.١ گ��زاره

P =

[
a b
c d

]
(a, b, c, d ∈ C)

ب��اش��ن��د. م��ی ن��ام��ن��ف��ی d و a ص��ورت ای��ن در ری��م. گ��ی�� م��ی درن��ظ��ر را

و c = λa �رط ش� �ا ب� λ ∈ C �ر �ف� �اص� ن� �ر �ال� �ک� اس� �ل �ب� ق� �زاره گ� �ه ب� �ا �ن� ب� �ت، اس� �ک ی� �ه �ب� رت� از P �ه �ک� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ب��ره��ان.

ری��م دا P ب��ودن خ��ودت��وان ع��م��ل��گ��ر از .b = c و a, d ∈ R ق��ب��ل گ��زاره اس��ت��دلال ب��ه ب��ن��ا ب��اش��د. م��ی م��وج��ود d = λb[
a۲ + λab ab+ λb۲

λa۲ + λ۲ab λab+ λ۲b۲

]
=

[
a b
λa λb

]
.

اس��ت. ف��رض �ال��ف �خ� م� �ه ک� a = ۱ �ود ش� م��ی �ه �ج� �ی� �ت� ن� ف��وق ری��س � �ات� م� دو �اوی �س� ت� از �اه �گ� آن� b = ۰ �ر اگ� .a < ۰ �م �ی� �ن� ک� ف��رض

�ن �ک� �م� �ام� ن� �ه ک� |b|۲ = a− a۲ < ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� c = b = λa �ی �رف� ط� از .λ =
۱− a

b
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و b ̸= ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب�

.d ≥ ۰ ش��ود م��ی ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه اس��ت��دلال��ی ب��ا .a ≥ ۰ ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت.

ی��ک �ه �ب� رت� از �ر �وی� �ص� ت� �رط ش� �ا ب� �ک ی� �ه �ب� رت� از �ری �اوی� �ص� ت� A,B ∈ B(H) و dimH = ۲ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶.٢.١ �زاره گ�

.A = B ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. ABA ب��ودن

.H = E(H)⊕ F (H) ده��ی��م م��ی ق��رار ک��ن��ی��م. م��ی اخ��ت��ی��ار را E,F ∈ B(H) م��ت��ع��ام��د ی��ک رت��ب��ه از ت��ص��اوی��ر ب��ره��ان.

E(H)∩F (H) = {۰} ط��رف��ی از م��ت��ع��ام��دن��د. غ��ی��ر ت��ص��اوی��ری B و A ری��م گ��ی�� م��ی ن��ت��ی��ج��ه ABA ب��ودن ن��اص��ف��ر ت��ص��وی��ر از

B(H) و A(H) �م �ی� �ن� ک� �ی م� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� �ی م� F (H) �ا ی� E(H) از �ی �ای� �ض� ف� �ر زی� B(H) و A(H) �ن �رای� �اب� �ن� ب�

،(۴.٢.١) �زاره گ� �ه ب� �ا �ن� ب� و B ≤ E و A ≤ E ،(١۶.١.١) �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �ن� �اش� ب� E(H) از �ی �ای� �اه� �ض� �رف� زی�

�رب ض� �ا ب� .z = z′ �م �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن� .B = E(z′) و A = E(z) �ه ک� �وری ط� �د �ودن� �وج� م� z, z′ ∈ C �ای �ره� �ال� �ک� اس�

ب��اش��د. م��ی زی��ر ش��ک��ل ب��ه ABA م��ت��ن��اظ��ر ه��ای ری��س م��ات��
۱

(۱+ |z|۲)۲(۱+ |z′|۲)

[
۱+ zz′ + z′z + |z|۲|z′|۲ z(۱+ zz′ + z′z + |z|۲|z′|۲)
z(۱+ zz′ + z′z + |z|۲|z′|۲) |z|۲(۱+ zz′ + z′z + |z|۲|z′|۲)

]



٩ م��ق��دم��ه

ری��م دا ری��س م��ات�� ب��ودن ت��ص��وی��ر ب��ه ت��وج��ه ب��ا

۱+ zz′ + z′z + |z|۲|z′|۲ = (۱+ |z|۲)(۱+ |z′|۲).

م��ی ک��ام��ل ب��ره��ان و b = d و a = c ری��م گ��ی�� م��ی ن��ت��ی��ج��ه س��اده م��ح��اس��ب��ات��ی و z′ = c+ id و z = a+ ib دادن ق��رار ب��ا

ش��ود.

�ری �اوی� �ص� ت� �ز �ی� ن� PQP و QPQ �ه ک� �وری ط� �د �ن� �اش� ب� B(H) در �ری �ف� �اص� ن� �ر �اوی� �ص� ت� Q و P �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧.٢.١ �زاره گ�

ش��ون��د. م��ی ج��ا ج��اب��ه ی��ک��دی��گ��ر ب��ا Q و P ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د. ن��اص��ف��ر

،(٢٢.١.١) گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در H = P (H)⊕ P (H)⊥ ری��م دا ب��ره��ان.

P =

[
I ۰
۰ ۰

]
, Q =

[
Q۱۱ Q۱۲

Q∗
۱۲ Q۲۲

]
م��ی �ی��ج��ه �ت� ن� PQP ب��ودن �ر �ف� ن��اص� �ر �وی� ت��ص� از اس��ت. P (H) روی �ان��ی �م� ه� �ل��گ��ر �م� ع� ،P (H) ب��ه P ت��ح��دی��د ،I از �ن��ظ��ور م� �ه ک�

ب��ن��اب��رای��ن (QPQ)۲ = QPQ ط��رف��ی از . اس��ت ن��اص��ف��ر ت��ص��وی��ر Q۱۱ ]ش��ود
Q۱۱ +Q۱۱Q۱۲Q

∗
۱۲Q۱۱ Q۱۱Q۱۲ +Q۱۱Q۱۲Q

∗
۱۲Q۱۲

Q∗
۱۲Q۱۱ +Q∗

۱۲Q۱۲Q
∗
۱۲Q۱۱ Q∗

۱۲Q۱۱Q۱۲ +Q۱۲ ∗Q۱۲Q
∗
۱۲Q۱۲

]
=

[
Q۱۱ Q۱۱Q۱۲

Q∗
۱۲Q۱۱ Q∗

۱۲Q۱۲

]
ک��ه ش��ود م��ی م��ش��اه��ده راح��ت��ی ب��ه .Q۱۱Q۱۲ = ۰ ،(٧.١.١) ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا .Q۱۱Q۱۲(Q۱۱Q۱۲)

∗ = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در

(PQP )(QPQ) =

[
Q۱۱ ۰
۰ ۰

]
= PQP

پ��س .QPQ ≤ PQP ری��م دا ف��وق اس��ت��دلال م��ش��اب��ه اس��ت��دلال��ی ب��ا Q و P ج��ای��ی ج��اب��ه ب��ا .PQP ≤ QPQ ب��ن��اب��رای��ن

.PQP = QPQ

ب��ر ب��ن��ا پ��س Q(P −QPQ)Q = ۰ ه��م��چ��ن��ی��ن .P −QPQ = P − PQP ≥ ۰ ب��ن��اب��رای��ن PQP ≤ P ط��رف��ی از

.PQ = QPQ ن��ت��ی��ج��ه در و (P −QPQ)Q = Q(P −QPQ)Q = ۰ (٢٣.١.١) گ��زاره

�ه �اب� م��ش� و P (Q− PQP )P = ۰ �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .Q− PQP = Q−QPQ ≥ ۰ پ��س QPQ ≤ Q �گ��ر دی� ط��رف از

.PQ = QPQ = PQP = QP ب��ن��اب��رای��ن .QP = PQP ن��ت��ی��ج��ه در و (Q− PQP )P = ۰ ق��ب��ل

�رط ش� �ا ب� P,E,Q ∈ B(H) �ر �ف� �اص� ن� �ر �اوی� �ص� ت� �ورت ص� �ن ای� در dim ≥ ۳ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٨.٢.١ �زاره گ�

ب��اش��ن��د. م��ی م��وج��ود H = P (H)⊕E(H)⊕Q(H)

روی �ه ب� �د �ام� �ع� �ت� م� �ر �وی� �ص� ت� P �م. �ی� �ن� ک� �ی م� �ار �ی� �ت� اخ� را e۱, ..., eα, x۱, ..., xβ ∈ H �ه �ک� ی� �د �ام� �ع� �ت� م� �ای ه� �ردار ب� ب��ره��ان.

�م �ی� �ن� ک� �ی م� �ف ری� � �ع� ت� را Q �ر �وی� �ص� ت� �م. ری� � �ی� گ� �ی م� �ر �ظ� ن� در را [e۱, ..., eα] روی �ه ب� �د �ام� �ع� �ت� م� �ر �وی� �ص� ت� E و [x۱, ..., xβ]

ش��ود. م��ی ک��ام��ل ب��ره��ان ص��ورت ای��ن در I − (P + E)



١٠ م��ق��دم��ه

�رط ش� �ا ب� P,E,Q ∈ B(H) �ر �ف� �اص� ن� �ر �اوی� �ص� ت� و dimH ≥ ۳ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٩.٢.١ �زاره گ�

ب��ا P۰ ∈ B(H) ن��اص��ف��ر ت��ص��وی��ر ه��ر ازای ب��ه ص��ورت ای��ن در ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را H = P (H)⊕E(H)⊕Q(H)

ک��ه ط��وری اس��ت م��وج��ود A ≤ P ش��رط ب��ا A ∈ B(P (H)) ت��ص��وی��ر ،Po ≤ P ش��رط

P۰ =

A ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 .
ده��ی��م م��ی ق��رار ،H = P (H)⊕ E(H)⊕Q(H) ف��رض ط��ب��ق ب��ره��ان.

P۰ =

A B C
D R F
G J K


�ه س� �ای ه� �ردار ب� در P۰ �رب ض� �ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �وق ف� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� �ن �ی� ب� �دار �ران� ک� �ی �ای� ه� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ا ه� �ه درای� �ه ک�

�س پ� P۰ ⊥ Q �ر �گ� دی� �رف ط� از .B = R = J = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� P۰ ⊥ E �ی �رف� ط� از �د. �اش� ب� �ف ری� � �ع� ت� �وش خ� �ی �ای� ت�

ری��م دا .C = F = K = ۰

P۰ =

A ۰ ۰
D ۰ ۰
G ۰ ۰


ت��ص��وی��ر از .A = A∗ و D = G = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در و ش��ود م��ی ن��ت��ی��ج��ه ف��وق ری��س م��ات�� ب��ودن خ��ودال��ح��اق P۰ ب��ودن ت��ص��وی��ر از

،PA = A ری��م گ��ی�� م��ی ن��ت��ی��ج��ه PP۰ = P۰ از .A۲ = Aپ��س ش��ود م��ی ن��ت��ی��ج��ه ف��وق ری��س م��ات�� ب��ودن خ��ودت��وان P۰ ب��ودن

اس��ت. ک��ام��ل ب��ره��ان (١۶.١.١) ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

م��ه��م ق��ض��ی��ه چ��ن��د ٣.١

١ ( [٢٠] ، ال��ه��ورن ق��ض��ی��ه ) .١.٣.١ ق��ض��ی��ه

�د. �اش� ب� ١ �ه �ب� رت� از �ر �اوی� ت��ص� ی �م��ه ه� ی �وع��ه �م� �ج� م� P۱(H) روی �وی��ی س� دو �اش��ت �گ� ن� ی��ک φ و dimH ≥ ۳ �ی��د �ن� ک� ف��رض

ی��ع��ن��ی ک��ن��د ح��ف��ظ ط��رف دو از را ت��ع��ام��د φ اگ��ر ص��ورت ای��ن در

φ(E) ⊥ φ(F ) ⇐⇒ E ⊥ F (E,F ∈ P۱(H))

، E ∈ P۱(H) ت��ص��وی��ر ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری دارد وج��ود H روی U ی��ک��ان��ی پ��اد ی��ا ی��ک��ان��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک آن��گ��اه

φ(E) = UEU∗.

Uhlhorn’s Theorem١


