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චاری ণپاس໋�

رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید مان هستͬ که را یͺتا پروردگار کران بی سپاس
نمود. مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و شد

فراوان صبر با که رضاپور پروفسور آقای جناب فرزانه و فرهیخته استاد از است شایسته بسͬ
تشͺر است بوده نامه پایان این تکمیل در بنده گشای راه و راهنما همواره زیاد، وقت صرف و
های راهنمایی با که سپاسͽزارم غفاری دکتر آقای جناب ارجمند استاد از همچنین نمایم.

نمودند. یاری نامه پایان این تکمیل در مرا خود
فرشتگانͬ همه و آتابای مریم دوستخوبم و عزیزم خواهر و برادران همسر، مادر، از پايان در
آسودگͬ كمال در تا سببشدند ها، دشواری تحمل با و گسترانيدند را محبتخود بالهای كه

سپاسͽزارم. صميمانه بماند زنده من در آموختن شوق بال، فراغت و خيال
ماست...... هنرمندی یͺتای صحنه زندگͬ

..... رود صحنه از و خواند خود نغمه کسͬ هر
جاست...... به پیوسته صحنه

...... یاد به بسپارند مردم که نغمه آن خرم

محمدی حͺیمه
دی/١٣٩٢
ایران / تبریز
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چͺیده

یا چسبندگͬ توصیف مانند جدید های فناوری در بسیاری کاربردهای کسری دیفرانسیل معادلات
معادلات در دارند. ͬͺدینامی های سیتم کنترل نظریه و اقتصادی های مدل نانو، ͬͺپلاستی کششمواد
مͬ استفاده معادله حل برای پیͺارد تکراری روش مانند مشخصͬ های ͷتکنی از اغلب دیفرانسیل
این حل برای جدید های ͷتکنی از است بهتر کسری دیفرانسیل معادلات حل در که آن حال کنند
ͷمتری فضاهای روی ثابت نقطه نظریه کارگیری به با رساله این در نماییم. استفاده معادلات نوع
کسری مشتق با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات از برخͬ جواب وجود مرتب، ͷمتری فضاهای و

کنیم. مͬ بررسͬ را کاپوتو کسری مشتق و لیوویل ریمن
کاپوتو، کسری مشتق لیوویل، ریمن کسری مشتق لیوویل، ریمن کسری انتگرال کلیدی: های واژه

ثابت. نقطه کسری، دیفرانسیل معادله

ح



پیشͽفتار

p = برای١/٢ ١۶٩۵ در نیتز لایب توسط بار نخستین p مراتبغیرصحیح dpf(x)dxpبه مشتق تعمیم ایده
١٨١٢ سال در کرد. مطرح xα توانͬ تابع برای را مشتق نوع این ١٧٣٨ سال در اویلر و شد مطرح
فوریه در و نمود بیان شوند، مͬ تعریف

∫
T (t)T−xdxصورت به که توابعͬ برای را ایده این لاپلاس
صورت به را غیرصحیح مرتبه مشتق تعریف ایده ١٨٢٢

dpf(x)

dxp
=
١
٢π

∫ ∞

−∞
f(t)dλ

∫ ∞

−∞
f(t) cos(λx− tλ+ p

π

٢)dt

صورت به توانͬ سری با که توابعͬ برای خود تعریف اولین ١٨٣٢لیوویل درسال کرد. بیان

f(x) = Σ∞
k=٠cke

akx

صورت به را شوند مͬ بیان
Dpf(x) = Σ∞

k=٠cka
p
ke

akx

فرمول مشابه ای درمقاله و کرد تعریف

D−pf(x) =
١

(−١)pΓ(p)

∫ ∞

٠
φ(x+ t)tp−١dt

سال در یافت. شهرت (−١)p فاکتور با کسری انتگرال برای لیوویل فرمول به بعدها که کرد ارایه را
انتگرال فرمول به بعدها که یافتند دست ١

Γ(α)

∫ x

٠

φ(t)

(x− t)١−α
dt عبارت به ریمن و لیوویل ١٨۴٧

برد نام کسری انتگرال تعریف عنوان به تعریف این از خود مقاله ١در هولمͽرن و شد معروف کسری
مشتقاتجزیی سپسوی کرد. استفاده دیفرانسیل معادلات حل برای آن از و مطرح را آن جزییات و

Holmgren١

خ



د پیشͽفتار

نمود. تعریف دومتغیره توابع برای را کسری مرتبه و
صورت به کسری مشتق برای را جدیدی رویͺرد ١٨۶٨ در نیͺوف لت و ١٨۶٧ سال در والد گران
فرمول از استفاده با ٢ سونین ١٨٧٠ سال در سپس و نمودند بیان Dαf(x) = limh→٠

(∆α
hf)(x)
hα

Rep < ٠ که هایی p کسری مشتق برای را جدیدی ایده مختلط، درصفحه تحلیلͬ توابع برای کوشͬ
صورت به

f (p)(z) =
١

Γ(−p)

∫ z

z٠

f(t)

(z − t)١+p
dt

را کوشͬ-سونین فرمول ای مسیردایره درنظرگرفتن با نیͺوف لت ١٨٧٢ در بعد سال دو کرد. مطرح
صورت به

f (p)(z) =
Γ(١+ p)

٢πrp
∫ ٢π

٠
e−ipθf(z + reiθ)dΘ

رود کارمͬ به و شده تنظیم زیر صورت به فرمول این امروزه کرد. بیان

Dp
t f(t) = Σm

k=٠
f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + ١) +
١

Γ(−p+m+ ١)

∫ t

a
(t− τ)m−pf (m+١)(τ)dτ.

تیلور سری صورت به تحلیلͬ تابع کسری مشتق ایده ١٨٩٢ درسال

Dαf(z) = Σ∞
k=٠

Γ(k + ١)
Γ(k + ١− α)

ck(z − z٠)
k−α, ck =

f (k)(z٠)
k!

صورت به را آن که شد مطرح هادامارد مقاله در

Iαf(x) =
zα

Γ(α)

∫ ١

٠
(١− τ)α−١f(zτ)dτ

∫ ١

٠
v(t)f(zτ)dτ صورت به کسری انتگرال تعریف برای ای ایده به موضوع این بعدها کرد. تعریف

١٩۶٨ در بعد ها سال کار این و دهد گسترش را آن نتوانست هادامارد زمان آن در البته شد. تبدیل
شد. انجام ٣ ژرباشیان توسط

برای را کسری انتگرال ۴ ویل نام به ریاضیدانͬ ١٩١٧ در توابع، نظریه و ریاضͬ آنالیز پیشرفت با

به بعدا و تعریف Iα±φ = ١
٢π

∫ ٢π

٠
ψα
±(x − t)φ(t)dt پیچش با را آن و کرد تعریف متناوب توابع

Sonine٢

Dzherbashyan٣

Weyl۴



ذ پیشͽفتار

صورت

Iα+φ =
١

Γ(α)

∫ x

−∞

φ(t)dt

(x− t)١−α
, Iα−φ =

١
Γ(α)

∫ ∞

x

φ(t)dt

(t− x)١−α
(٠ < α < ١)

کرد ثابت همچنین وی است. معروف کسری چپ و راست های انتگرال به امروزه که داد نمایش
نظریه باشد. α < λ مرتبه با شیتس لیپ هرگاه است α مرتبه پیوسته مشتق دارای f(x) تابع که
قضیه ۶ ریس توسط ١٩٢٢ در و شد بیان ۵ مونتل توسط ١٩١٨ در غیرمتناوب توابع برای مشابه
وود لیتل و ٧ هاردی توسط دیͽری قضایای ١٩٢٨ در و شد تعریف کسری انتگرال برای مقدارمیانͬ
بینهایت در لزوما که توابعͬ برای ناسره کسری انتگرال ١٩٣٨ در شد. اثبات کسری حساب برای ٨

صورت به ٩ لاو توسط شوند نمͬ تعریف

Iα+φ =
١

Γ(α)
lim
n→∞

∫ n

٠
φ(x− t)tα−١dt

صورت به ١١ یانگ ١٠و لاو توسط کسری انتگرال برای جز جزبه روش سال همین در و شد تعریف

∫ b

a
(Dα

a f)(x)g(x)dx =

∫ b

a
f(x)(Dα

b g)(x)dx

صورت به ١٢ کاپوتو توسط کسری مشتق برای جدیدی تعریف ١٩۶٧ در شد. مطرح

cDα
t f(t) =

١
Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(τ)dτ

(t− τ)α−n+١

Montel۵

Riese۶

Hardy٧

Littlewood٨

Love٩

Love١٠

Young١١

Caputo١٢



ر پیشͽفتار

سال از کسری حساب دارد. شهرت کاپوتو مشتق به امروزه که شد مطرح n − ١ < α < n برای
به شد برگزار ١۴ نیوهاون دانشͽاه در ١٣ راس برترام توسط زمینه این در کنفرانس اولین که ١٩٧۴
کنند مͬ چاپ مقاله کسری حساب موضوع در تخصصͬ مجله دو امروزه یافت. گسترش سرعت

١۶ کاربردی. آنالیز و کسری حساب ژورنال و ١۵ کسری حساب ژورنال از عبارتند که
١٩٧١ سال در ابتدا در غیرصحیح مشتقات پایه بر هایی مدل از استفاده مورد در ͬͺفیزی فرضیات
سال در مهندسͬ و شیمͬ و ͷفیزی در کاربرد نظر نقطه از شد. مطرح ١٧ مایناردی و کاپوتو توسط
ایفا گسترشحسابکسری در نقشمهمͬ که شد نوشته ١٩ اشپینر و ١٨ اولدهام توسط کتابی ١٩٧۴
در بسیاری کاربردهای و بوده گسترش حال در سرعت به کسری دیفرانسیل معادلات گرایش کرد.
دیفرانسیل معادلات در حسابکسری کاربرد درباره متعددی مقالات است. کرده پیدا مختلف علوم
٢١ پست و ١٩١٨ در ٢٠ شاونسͬ کارهای به مورد این در بحث اولین که دارد وجود جزیی و عادی
عادی دیفرانسیل معادلات در که شده انجام زیادی کارهای نیز اخیر دهه در گردد. مͬ باز در١٩١٩
با جزیی دیفرانسیل معادلات در ٢۴و فرید و ٢٣ دایتلم ،٢٢ ͷهای کارهای به توان مͬ کسری مرتبه با
دیفرانسیل معادلات جواب منحصربفردی و وجود کرد. اشاره ٢۵ روسف کارهای به کسری مرتبه
شده بررسͬ گرین تابع روش و ملین تبدیل و فوریه تبدیل و لاپلاس تبدیل های روش با کسری مرتبه
دیفرانسیل معادلات شامل کوشͬ مسایل جواب وجود مثال برای که است شده ارایه هایی جواب و
کاربردهای درباره مقالاتͬ ٢٧ بالانو اخیر های درسال و شده ارائه ٢۶ کیلباس توسط خطͬ غیر کسری
شایان است. کرده ارائه نانوتکنولوژی و مهندسͬ علوم و شیمͬ و ͷفیزی در کسری حساب فراوان

Bertram Ross١٣

Haven New١۴

Journal of Fractional Calculous ١۵

Fractional Calculous and Applied Analysis١۶

Mainardi١٧

Oldham١٨

Spainer١٩

Shaughnessy٢٠

Post٢١

Hayak٢٢

Diethelm٢٣

Freed٢۴

Rusev٢۵

Kilbas٢۶

Baleanu٢٧



ز پیشͽفتار

موضوع مواد، کشسانͬ خواص حافظه، توصیف برای مناسبی ابزار کسری مشتقات که است ذکر
خواص در بالا، سرعت با قطارهای مانند هایجدید فناوری در نانو ͬͺپلاستی کششمواد و چسبندگͬ
کنترل یا شده کنترل سیستم که زمانͬ ͬͺدینامی های سیستم کنترل نظریه مواد، ͬͺانیͺم و ͬͺتریͺال
حساب درباره بیشتر مطالب برای است. شود، مͬ مطرح کسری مرتبه دیفرانسیل معادله توسط کننده
دیفرانسیل معادلات و کسری حساب از هایی کاربرد مشاهده برای و [٢٢]-[٢٠] مراجع به کسری

نمایید. مراجعه [۴٩]-[٢٣] مراجع به کسری
معمولا پیͺارد تکراری روش مانند معلوم پیش از های ͷتکنی با اغلب دیفرانسیل معادلات در
این اما نمود. حل را ها آن ها، ͷتکنی آن از استفاده با بتوان که گیرند مͬ قرار بررسͬ مورد معادلاتͬ
جدید های ͷتکنی از استفاده با است بهتر و بوده متفاوت کسری دیفرانسیل معادلات در موضوع
ͷمتری فضاهای روی ثابت نقطه نظریه کارگیری به با رساله این در کنیم. حل را معادلات نوع این
است. شده بررسͬ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات برخͬ جواب وجود مرتب، ͷمتری فضاهای و
.[۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣] ،[٢] ،[١] از عبارتند اند شده حاصل رساله این از که مقالاتͬ است ذکر شایان



١ فصل

مقدماتͬ وتعاریف قضایا

است. شده مطرح آنها بین روابط و موردنیاز کسری مرتبه مشتقات تعریف فصل این اول بخش در
اختصاصیافته شاخه این در یافته انجام کارهای و ثابت نقطه نظریه از ای تاریخچه بیان به بخشدوم
دیفرانسیل معادلات حل در فوریه تبدیل و لاپلاس تبدیل روش دو به ای اشاره سوم بخش در و است

است. شده کسری مرتبه

آنها روابط و کسری مراتب مشتقات ١.١

تابع و بتا٢ و ١ گاما توابع به توان مͬ دارند مهمͬ نقش کسری درحساب که مهمͬ توابع ازجمله
کرد. اشاره لفلر٣ میتاگ

نمایش Γ(z) بانماد که گاما تابع صورت این در باشد. مختلط متغیر ͷی z فرضکنید .١.١ تعریف
صورت به شود مͬ داده

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt

. Γ(z + ١) = zΓ(z) که است این گاما تابع خواص مهمترین از ͬͺی شود. مͬ تعریف

β(z, w) نماد با که بتا تابع صورت این در باشند. متغیرمختلط دو z, w کنید فرض .٢.١ تعریف

Gamma١

Beta٢

Mittag-Leffler٣

١



٢ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

صورت به شود مͬ داده نمایش

β(z, w) =

∫ ١

٠
τ z−١)١− τ)w−١dτ, (Rez > ٠, Rew > ٠)

است زیر صورت به بتا و گاما تابع دو بین رابطه شود. مͬ تعریف

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

نمایش Eα نماد با که پارامتری تک لفلر میتاگ تابع باشد. مختلط متغیر z فرضکنید .٣.١ تعریف
صورت به شود مͬ داده

Eα(z) = Σ∞
k=٠

zk

Γ(αk + ١)

صورت به و شود مͬ داده نمایش Eα,β نماد با پارامتری دو حالت در تابع این شود. مͬ تعریف

Eα,β(z) = Σ∞
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠)

باشد، حقیقͬ عددی c٣ و β ∈ R ، πα
٢ < µ < min(π, πα) ، α < ٢ اگر مثال برای شود. مͬ تعریف

گاه آن
| Eα,β(z) |≤

c٣
١+ | z |

,

.µ ≤| argz |≤ π و |z| ≥ ٠ آن در که

عبارتند شوند، مͬ گرفته کار به بیشتر که تعاریفͬ دارد. وجود تعریف چندین کسری مشتق برای
. ۶ کاپوتو کسری مشتق و ۵ لیوویل ریمن کسری مشتق ،۴ نیͺوف والد-لت گران کسری مشتق از

آن kام مرتبه مشتقات که باشد پیوسته تابعͬ [a, b] بازه روی f حقیقͬ تابع کنید فرض .۴.١ تعریف
گران کسری مشتق صورت این در باشند. پیوسته [a, b] بازه روی و موجود k = ١,٢, ...,m+١ برای

صورت به m < α < m+ ١ برای α مرتبه نیͺوف والد-لت

aD
α
t f(t) = Σm

k=٠
f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(١− α+ k)
+

١
Γ(−α+m+ ١)

∫ t

a
(t− τ)m−αf (m+١)(τ)dτ

Grunwald-Letnikov۴

Riemann-Liouville۵

Caputo۶



٣ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

.f (٠)(t) = f(t) داریم: آن در که شود، مͬ تعریف

تابع برای α مرتبه لیوویل ریمن کسری مشتق باشد. حقیقͬ عددی α > ٠ کنیم فرض .۵.١ تعریف
صورت به f : (٠,∞) → R

Dαf(t) =
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t

٠
(t− s)n−α−١f(s) ds

.n = [α] + ١ آن در که شود، مͬ تعریف

f تابع برای α مرتبه کاپوتو کسری مشتق .α ∈ R و باشد پیوسته تابعͬ f کنید فرض .۶.١ تعریف
صورت به

cDαf(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

٠

f (n)(s)

(t− s)α−n+١ ds.

.n = [α] + ١ آن در که شود، مͬ تعریف

ریمن کسری انتگرال باشد. مفروض تابعͬ f : (٠,∞) → R و α > ٠ کنید فرض .٧.١ تعریف
صورت به f تابع α مرتبه از لیوویل

Iαf(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١f(s)ds

شود. مͬ تعریف

متفاوت تابع این α = ١
٢ مرتبه مختلف کسری های مشتق بͽیرید. نظر در را ١ ثابت تابع .٨.١ مثال

هستند.
: لیوویل ریمن مشتق

D
( ١٢ )
a+
١ =

١
Γ(١− ١

٢)
D(١)(

∫ x

a
(x− t)(١−

٣
٢ )١dt) = (x− a)−

١
٢

Γ(١٢)
.

: کاپوتو مشتق
c
tD

( ١٢ )
a+
١ =

١
Γ(١− ١

٢)

∫ x

a
(x− t)١−

٣
٢D(١)١dt = ٠.

نتیجه: در . m = ٠ لذا p = ١
٢ چون نیͺوف والد-لت گران مشتق برای

aD
١
٢
t ١ = Σ٠k=٠

١(t− a)
−١
٢ +k

Γ(١− ١
٢ + k)

+
١

Γ(−١
٢ + ١)

∫ t

a
(t− τ)

−١
٢ ٠dτ =

(t− a)
−١
٢

Γ(١٢)
.



۴ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

aD
α
t لیوویل ریمن کسری مرتبه مشتق باشد. طبیعͬ عددی n و حقیقͬ عددی α فرضکنید .٩.١ لم

یعنͬ شوند، مͬ جابجا dn

dtn صحیح مرتبه و

dn

dtn
(aD

α
t f(t)) =a D

α
t (
dnf(t)

dtn
) =a D

α+n
t f(t)

.f (k)(a) = ٠ باشیم داشته t = a در k = ٠,١,٢, ..., n− ١ طبیعͬ عدد هر برای هرگاه

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

مشتق صورت این در .n−١ < α < n mو ∈ {٠,١,٢, ...} حقیقͬ، عددی α فرضکنید .١٠.١ لم
یعنͬ شوند، مͬ جابجا dm

dtm صحیح مرتبه ومشتق c
aD

α
t کاپوتو کسری

c
aD

α
t (

c
aD

m
t f(t)) =

c
a D

α+m
t f(t).

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

هر برای که باشد چنان f تابع ٠و ≤ n < β < n+ ١، ٠ ≤ m < α < m+ ١ کنید فرض .١١.١ لم
صورت این در .r = max{n,m} آن در که ، f (k)(a) = ٠ باشیم داشته k = ٠,١,٢, ..., r − ١

aD
β
t (aD

α
t f(t)) =a D

α
t (aD

β
t f(t)) =a D

α+β
t f(t).

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

پیوسته [a,∞) بازه روی f(t) تابع اگر باشند. دلخواهͬ حقیقͬ اعداد β و α کنید فرض .١٢.١ لم
گاه آن باشد،

aI
α
t (aI

β
t f(t)) =a I

β
t (aI

α
t f(t)) =a I

α+β
t f(t).

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

انتگرال چپ معکوس لیوویل ریمن مشتق صورت این در .t > a و α > ٠ کنید فرض .١٣.١ لم
یعنͬ است، لیوویل ریمن

aD
α
t (aI

α
t f(t)) = f(t).

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.



۵ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

این در باشد. پذیر انتگرال aDβ
t f(t) و ٠ ≤ k − ١ ≤ β < k، ٠ ≤ β < α کنید فرض .١۴.١ لم

صورت

aI
α
t (aD

β
t f(t)) =a D

β−α
t f(t)− Σk

j=١[aD
β−j
t f(t)]t=a

(t− a)α−j

Γ(١+ α− j)
.

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

f (n) تابع و باشد [a, T ] بازه روی پذیر مشتق بار (n − ١) تابعͬ ،f(t) تابع کنید فرض .١۵.١ لم
ریمن کسری مشتق ،٠ < α < n که α هر برای صورت این در باشد. پذیر انتگرال [a, T ] بازه روی

است. برابر نیͺوف والد-لت گران کسری مشتق با و موجود لیوویل
این در باشد پذیر انتگرال [a, T ] بازه در df

dt و پیوسته f(t) که است حالتͬ رابطه این خاص حالت
والد-لت گران کسری مشتق و لیوویل ریمن کسری مشتق ،٠ < α < ١ که α هر برای صورت

یعنͬ برابرند، و موجود نیͺوف

aD
α
t f(t) =a D

α
t f(t) =

f(a)(t− a)−α

Γ(١− α)
+

١
Γ(١− α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ.

نماید. مͬ ایجاب را ٠ < β < α برای β مرتبه مشتق وجود ،α > ٠ مرتبه مشتق وجود که کنید توجه

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

[a, T ] بازه روی آن ام m مرتبه مشتق و پذیر مشتق بار m − ١ تابعͬ f تابع کنید فرض .١۶.١ لم
هر برای اگر فقط و اگر [aDα

t f(t)]t=a = صورت٠ این در .m− ١ ≤ α < m و باشد پذیر انتگرال
.f (j)(a) = ٠ باشیم داشته j = ٠,١,٢, ..,m− ١

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

مشتق دو a = −∞ در صورت این در باشد. حقیقͬ عددی n− ١ < α < n کنید فرض .١٧.١ لم
یعنͬ همرفتارند، لیوویل ریمن و کاپوتو کسری

−∞D
α
t f(t) =

c
−∞ Dα

t f(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

−∞

f (n)(τ)dτ

(t− τ)α+١−n
.

شود. مراجعه [١١] مرجع دوم فصل به برهان.

تبدیل است. لاپلاس تبدیل کسری، مرتبه دیفرانسیل معادلات حل در کاربردی ابزارهای از ͬͺی
شود. مͬ تعریف زیر صورت به کسری مشتقات از ͷهری برای لاپلاس



۶ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

صورت به f تابع لاپلاس تبدیل باشد. مختلط متغیر ͷی s کنید فرض .١٨.١ تعریف

F (s) = L{f(t); s} =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt

داریم و شود مͬ تعریف
L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s).

به آن لاپلاس تبدیل باشد. لیوویل ریمن کسری مشتق Dα
t و n− ١ < α کنید فرض .١٩.١ تعریف

: شود مͬ تعریف زیر صورت

L{٠Dα
t f(t); s} = sαF (s)− Σn−١

k=٠s
k[٠D

α−k−١
t f(t)]t=٠

به آن لاپلاس تبدیل باشد. کاپوتو کسری مشتق cDα
t و n− ١ < α ≤ n کنید فرض .٢٠.١ تعریف

صورت
L{c٠Dα

t f(t); s} = sαF (s)− Σn−١
k=٠s

α−k−١f (k)(٠)

شود. مͬ تعریف

تبدیل باشد. نیͺوف والد-لت گران کسری مشتق Dα
t و n ≤ α < n+١ فرضکنید تعریف٢١.١.

صورت به آن لاپلاس
L{٠Dα

t f(t); s} = sαF (s)

شود. مͬ تعریف

آن لاپلاس تبدیل است، کسری حساب نظریه در مهم توابع از لفلر میتاگ تابع اینکه به توجه با
است. برخوردار خاصͬ اهمیت از

های حالت لاپلاس تبدیل باشد. پارامتری دو لفلر میتاگ تابع Eα,β(z) کنید فرض .٢٢.١ تعریف
صورت به باشد (E(k)

α,β(y) =
dk

dyk
Eα,β(y)) که tαk+β−١E(k)

α,β(±at
α) تابع این خاص

∫ ∞

٠
e−pttαk+β−١E(k)

α,β(±at
α)dt =

k!pα−β

(pα ∓ a)k+١



٧ مقدماتͬ تعاریف قضایاو

داریم α = β = ١
٢ برای خاص حالت در شود. مͬ تعریف

∫ ∞

٠
e−ptt

k−١
٢ E

(k)
١
٢ ,
١
٢
(±a

√
t)dt =

k!

(
√
p∓ a)k+١

.

مشتقاتکسری برای فوریه تبدیل است. فوریه تبدیل دیفرانسیل، معادلات حل ابزارهای دیͽر از
شود. مͬ تعریف زیر صورت به

آن فوریه تبدیل باشد. پذیر انتگرال (−∞,∞) بازه روی و پیوسته تابعͬ h فرضکنید تعریف٢٣.١.
صورت به و داده نمایش Fe نماد با را

Fe{h(t);w} =

∫ ∞

−∞
eiwth(t)dt

کنید توجه کنیم. مͬ تعریف

Fe{h(t) ∗ g(t);w} = He(w)Ge(w)

هستند. g و h توابع فوریه تبدیل ترتیب به Ge(w) و He(w) آن در که

مشتق نوع سه هر برای فوریه تبدیل باشد. α مرتبه کسری مشتق Dα کنید فرض .٢۴.١ تعریف
صورت به a = −∞ در نیͺوف والد-لت گران و کاپوتو و لیوویل ریمن کسری

Fe{−∞D
α
t g(t);w} = (−iw)α−nG(w)

است. g تابع فوریه تبدیل G(w) آن در که شود مͬ تعریف

ثابت نقطه نظریه ٢.١

از زیبایی ترکیب ثابت نقطه نظریه است. خطͬ غیر آنالیز قدرتمند ابزارهای از ͬͺی ثابت نقطه نظریه
اقتصاد، شناسͬ، زیست شیمͬ، ،ͷفیزی مهندسͬ، های شاخه در که است هندسه و توپولوژی آنالیز،

دارد. کاربرد ... و بازی نظریه

x٠ ∈ X عضو باشد. X توی به X از تابعͬ f و ناتهͬ ای مجموعه X کنید فرض .٢۵.١ تعریف
حقیقͬ اعداد fروی اگر مثال، عنوان به نامند. f ثابت نقطه کند صدق f(x٠) = x٠ شرط در که را


