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  ��"$����� �/��� « À ß ����� −(α, β) À��/�	� « ß �����ªÀ ß ������À���¿ � Çkç�è%é�ê�ë�ìAí�î ï1ðáñ ò



ó ôÏõ÷öùø¡ú�û ü ýkþ ÿ �

� � ê�� ò ��ñ�è�î ��î �	�áò�
	�
�©î �����¨î ����ñ ����ñ ��� �

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��¿ � Ç � ¾ �

�`�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Î�&���� � ¾ �

���
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� « � ¾ �

�á�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ß ����� � ¾ �

��� �! 
��"÷è�î �$#&%�')( −(α, β) *

��� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������¿�� � ¾ �

�,+ . . . . . . . . . . . . . . . . � ²S��¿ � Ç �ª&�#  £$� !ùß ����� −(α, β) �/� � £  ��� « � ¾ �

� � . . . . . . . . . . . . . . . Mn(C) �ª&�#  £$� !ùß ����� −(α, β) �/� � £  5ã É � ¾ �

-	. �



+ � / (ºî ìEè�î ��01�
����î (2��3�4ÜèRò5�uí,����4 è�î ��#&%�')( 6

+ � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������¿�� � ¾ �

+7� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  � Ó ������±������ � ¾ �

8)8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �ª����'E��±������ � ¾ �

8 �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���º� ³�£�� ��


�R�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � ²á��� �º�@¤K����§�µ

�E�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ��#�� µ¶��£  �`� � �����������º� �@� 9á�&

�):
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �`� � ��������£  ��#�� µ¶�����º� �@� 9á�&

:��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �`� � ��������£@�������<;

Ñ



~>=@?c< j 4 ?
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} ~$��� ���,� ����� � � ���V� �V} � �,� �)} � �5�5�&} ��� �&� �j} ��� �7� ~�� � � ��� � ��� �¢¡Q� � � �¢£ � ��} ¤<� } ¤B�5�	¥ �§¦c�§¦c�©¨§ª ¨�«�ª¬§­
¡�®@¯±° ²³� ´ � ®µ} ¶ �·� ¸ � �|� �����V¸ ´ �¹� ~�� � � �³� � � ��� �»º¼} ½)�2¾�¿À° � �Á� a.(b.c) = (a.b).c � �V���V�Â� a, b, c ∈ R

���ÄÃI��}I��Å
� � φ Æ ��Ã ÇÈ£ � �5�5�É��¸ �|� � R′ �±Ã Ê¢� � R ���7� � � � Ê φ ¿±� � � �Ë¿�� R′ ¿ R ¸ � � �Ìº¼} ½$¥ * ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ

� a, b ∈ R }c~$��� ���,�Ó�&¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T�I��� R′ �Ó� R ��� �!%�Õ·�
��Ö��`× �
φ(a + b) = φ(a) + φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b).

� � φ ��Ø�Ù·�V}cÚ�~
�&¸Q�|�T� × ���Ó� × � φ ¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T� �!%�Õ·�
��Û<� (i)

�&¸Q�|�T�¹�T�ÜÃI� φ ¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T� �!%�Õ·�
��ò5�� (ii)
� ¸Q�|�T�¹�T�ÜÃI�x¿ × �Ý�Ó� × � φ ¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T� �!%�Õ·�
��Û<� (iii)

�R = R′ ¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T� �!%�Õ·�
��Þ ò5�ß� (iv)
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¸ � � �Bà á �$� � × �§� ~Ý� Ø Ù �V} Ú ~»� ¸ � �|� �5���V¸ ´ �§� ~�� � � �`} �5��� �`� � � ��� �»º¼} ½â� ��� �)¡Q� � � �)£ � ��} ¤<� } ¤±�5�
���ÄÃI�µ}I��Åµ¡�®@¯±°ã²ä��´�� ®�}I¶���å φ( æ ) = æ ��������� ç

× �¹è � � φ− é ¾Ô� ¶ � ®ê� ¸ �|� � R′ �`� � � �ë�±¿5�±� � R �`� � � �$���!� Ø Ù �V} ´ � × � φ } �5�±¥ 6)¦c�§¦c�©ì�í2î³­
�Ôå>¸Q�����T�I��� φ ¡¹¿5��� ¿!� � φ− é çÌ�O¤<� R �±¿5�Á�Ó� R′ ���¢��Ø�Ù·�V}I´��

R �`� � � �Ì��� � Þ�î ï7�Tð ñG× �x� � φ � ¸ �|� �7òó�ÄÃ ²ô�±¿5��� � R ���¢� Ø Ù �V} ´ � × � φ ¾Ô� �c} ~ô¥Tõ ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
��¸Q�����T�I���

� � φ � Æ ��Ã ÇÈ£ � ���5�É��¸ �|� � R′ �±Ã Ê¢� � R ���7� � � � Ê φ ¿±� � � �$¿�� R′ ¿ R ¸ � � �`º¼} ½Ì¥÷ö ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� a, b ∈ R }c~$��� ���,�Ó�&¾Ô���c}c~Ì¸Q�����T�I��� R′ �Ó� R ��� �!%�Õ·�
��Ö����[î ø,× �

φ(a + b) = φ(a) + φ(b), φ(ab) = φ(b)φ(a).

R �±¿5� n × n �ù� ~&ú �V} ÊÔ� �±û�� Ú Ê7�`� üßÃ Ú ý � Mn(R) ¿B� � � � × � R ¸ � � �Ìº¼} ½	¥Tþ ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� �©¡�®�� �µ¸ ~���� ��� � � � × �7ÿ � ´ � Ê�� ~Ëú �V} ÊÔ� �©� � Ã Ú � ����} � ¿�� Ú �$� � Mn(R) � Æ ��Ã Ç £ � ���5�$��¸ �|� �

�V� ���TÃÀ� R �±¿5� n × n è�î ��01�
����î ( / (ºî ìEè �	� ë�

� ¸ �|� �â� � ��¸ �)�`� � � � R � ´ � ®�} ¶ �»� 
 � �§} ��� ��� �TÃ � Ê Mn(R) �`� � � � n ≥ æ ��� } �±¥�� ¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ

� °����!� }c�V�
( æ æ� �

)( æ �
� �

)

=

( æ �
� �

)

,

�T�I�
( æ �
� �

)( æ æ� �
)

=

( æ æ� �
)

.

} á Ç � ~>� �$} � � ¤`¿ × �7¡�® (i, j) �`� � � �5�ù� � æ ≤ i, j ≤ n � Eij ∈ Mn(R) ú �V} ÊÔ� �ê¥�� ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
�V� �����T�I��� �!Þ�î Û<�Ý01�
����î (Á× �x� �Á�O¤<�
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� �V���V� M = (mij) úô�V}�ÊÔ�T�¢}c~$��� }c�����V�Á¡Q���)�¢¡>� ÃÓÊj���`��� �T¤ ®��Ó��¥�� ¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ

.EijMErs = mjrEis.

n × n � � � � ���!� �Ý�ù� ~&ú �V} ÊÔ� �»û�� Ú Ê¢�`� üßÃ Ú ý � Tn(R) ¿±� � � � × � R ¸ � � �Oº¼} ½O¥ � �ß¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� �µ¸ ~���� ��� � � � × �7ÿ � ´ � Ê�� ~&ú �V} ÊÔ� �µ� � Ã Ú � �!��} � ¿"� Ú �,� � Tn(R) Æ ��Ã Ç £ � ���5�	��¸ �|� � R �±¿5�

��¸Q�|�T�I��� Mn(R) �`�Ó�I�2�Ì}c�V� × � Tn(R) ��� ���TÃÀ� R �±¿5� �$#�ë�#�(!%�î  @è�î ��01�
����î (Eè �	� ë�
 � �©¡�®
� � � �Ü� ¸ �|� ��� Ø �<�V¸ �5} á Çt} � &@¡>� Ã Ê('ÝÃ ��} ) � üË¾Ô� �c} ~$� � �TÃ � � % * î � / ê ë � � � � R �`� � � � ¥ �)�§¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ

� a = � ¸Q~����Óý·��Ø�� an = �
� R �5� a } ~	��� ����� ��} �5��� � � Ê�¿¢} �5��� ¤<�,� Ø ½T� �7ÿ � � � Ê R �`� � � �ä� �����V��¡Q� � �7¡>� Ã Êj� �`� �|� � ¤@� �

.a = � ¸Q�
�+�»�Tý·� � a , = �

�÷�O¤<���ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê,� �ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê¢�`�Ó�I�2� × �)�ù�T~��Ó�I�2��}c�V�U¥ � * ¦c�§¦c��¬����¹Ñ
ÿ � � � Ê5è � � R ¾Ô� ¶ � ®É� ¸ �|� ��� Ø ½T� �¢ÿ � � � Ê R′ ¿B���V� � � �ó� Ø Ù �V} ´ Ê × � φ : R −→ R′ } �5��¥ �§6)¦c�§¦c��¬����¹Ñ

�÷�O¤<���ÓØ�½T�T�
φ � � ;%&uÀ φ(r) = � &�#,¦ "������¨& (φ(r)) , = � À�Æ¥# � Ó÷¦ "���#©� .(r ∈ R)r , = � � � ³ 
½ÝÞ� µ.-�/$0 132 4
� .r = � ¤K�¥��Û�"@��£@Û�"

��¸Q��Ø5
)~$�ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê Z 6 ¿ Q � R � Z �ù�T~��Ó�I�2� ¥ � õ ¦c�§¦c�87:9 ;=<

S ¿ R } �5�>� � � Êx¿¢} �5�Ü� ¤<��� Ø ½T� �¢ÿ � � � Ê R × S �`� � � �@� S ¿ R �`� � � �	¿��,} ~Ì��� ���&� ��¥ � ö ¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ
�÷�O¤<���O¤ß�5�,�Ó�T�Ý�Ó�I�2�ä���V¸Q��Êx}c~"��}>�Èÿ�Çµ�T�ä�2��ÃI�7�5�ù�Óý·��Ø��)£&� �ã��¸Q���|�T�Ý�ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Êß¿��,}c~

} �5�>� � � Ê�¿¢} �5�Ü� ¤<��� Ø ½T� �7ÿ � � � Ê Zn
�`� � � �³¾Ô� ¶ � ®U� ¸ �|� ��� ? � �+@ � A Ç �Ò¸ ü × � n } �5��¥ � þ ¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ

�Ôå>�ÄÃI�G�Ó�TècýÂÊ¹èc� �TÚ�Ø��CB¹¿I�����V¸Qüx�D��}>E$�2Çµ�T�ä�Ó� n ������� ç	¸Q�|�T�$���V}c�¢���¢�F� �T² n

�



� � ³ 

ÝÞ� µ�� � � £�� .ri ≥ æ &K� ���· "�� � � �EÎ�&á����� � � ��� ² Pi
�ºË`#©�ª� 
 n = P

r Gé · · ·P rk

k
� � ³ 
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I ��³�
  �EÐs��Óe��"$�K��� ã £��#�#©� Zn
#©� n

Pi

��¯*Óe����Ês��Å�³ � À�Æ¥# � Óù¦�"���#©� .ri ≥ æ À��Â�i �Â�������£
(

n

Pi

) , = P , r Gé · · · (P ri− é
i ) , · · ·P , rk

k = �

. æ ri − æ ≥ ri
� £@¤K�¥����£����£ pi

�o� � �V��
A���"$�
À�Æ¥# � Ó}¦ "���#©� .ri = æ À i � ² �Â���� � £@À  ³ � "VÀ�� �5� £¢C £$� �@���  . � É n � � ³ 
uÝÞ� µ�À�ä � � � £
Î�&á���[� � Û "�� 'á� ) Pi|a

À i � ²Â�Â������ £�À &�#K¦ "�������&KÀ n|a , � 
E� ³ 
  �
ÑO� ± "�� Zn
#©� a , = � ��� ã £��#

� .a = �  ³���"/À n|a À�¦�"����£�� ³�£ ( ¾ ��³�
  �
��� � � #K� §�� Ë����  ��"o��
E¤K����À���³�
E��� � � #,�[� � &��ªÑ¥��S � Ó®� Ç

� � �â��Ã J �Á��¸ � Ø 
 ~O� Ø ½T� �)ÿ � � � ÊÜ�À¡>�V¸ � � × �Ý�±¿5�»�ù� ~����V� � Ú �·¸ � K³�`� � � �$¿©¡>�V¸ � �¢} ~ô¥ � � ¦c�§¦c��¬����¹Ñ
�÷�O¤<���ÓØ�½T�T�!ÿ��÷�2��Ê§èc��� R[x] �`�Ó�I�2�ä���µ�ÄÃI�·����¾À¸Q~>���)�����|� �T¤@�Ó��¸Q�|�T���ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê R �`�Ó�I�2�Ì}I�5�

.

( � æ� �
) ,

= � � }c�V�ù�2�L
)���Ý�ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê M , (Z) ¥ � � ¦c�§¦c�87:9 ;=<
� R ��� A,B B�®7¾À¸ � ��¿��&} ~$��� ���&� ��} �5�,� � �TÃ �"M òáñ � � R �`� � � �Ì��� P ��¾ } ¤NB�®7¾À¸ � �Á¥ � � ¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
} ��� �:� �TÃ � Ê R } �5��� �O� � � ��� ���±��¿�®!� � � .B ⊆ P � � A ⊆ P ¾Ô� ¶ � ®U� AB ⊆ P � � �|� �&� Ø �<�V�·� O � � � K
.b ∈ P �T� a ∈ P ¾Ô��¶�� ®U� ab ∈ R }I�5�ß� R �5� b ¿ a }c~Ì��� ���,�Ó��}I�5��� �����T�I���8B¹¿I��� � P ��¾ }c¤PB�®7¾À¸Q� �<� ¸Q�|�T�

��¸Q�5� � �T���7}c�V� Æ � �Ó��?�ü R �Ó�I�2�Ì�5� P B�®7¾À¸Q� �>}c~$��� }c�»¥ * �ß¦c�§¦c�©ì�í2î³­
�÷�O¤<�QB¹¿I� P åSRQç

.b ∈ P �T� a ∈ P ¸Q~������±�Óý·��Ø�� (a)(b) ⊆ P � a, b ∈ R }c~$��� }c��åUT<ç
.b ∈ P �T� a ∈ P ¸Q~������»�Óý·��Ø�� aRb ⊆ P � a, b ∈ R }c~$��� }c��åWV�ç

.B ⊆ P �T� A ⊆ P ¸Q~������±�Óý·��Ø�� AB ⊆ P � R �5� B ¿ A X KYB�®7¾À¸Q� �§¿��,}c~$��� }c��å[Z�ç
.B ⊆ P �T� A ⊆ P ¸Q~������»�Óý·��Ø�� AB ⊆ P � R �5� B ¿ A �O¤<� �+B�®7¾À¸Q� �§¿���}c~$��� }c� ( \ ′)

� ¾ [ ��� ]#©� ��� ¾ � ��� #��·�'u��£o� � �P] ��« #^-�/$0 132_4

�



� �5} �5�,� � �TÃ �`M î Ö ê a ì�î ( M�bdc é � ñÒ× �§� � R ¾
� Ã Ù � �ù�`� � � �O��� M ¸ � � � �����T¾ } ¤eB�®7¾À¸ � ��¥ * �§¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
.I = R �T� I = M � ���|�T���ÓØ��<�V� M ⊆ I ⊆ R ���$��Úf
Qg �Ó� R ��� I B�®7¾À¸Q� ��}c~$��� ���

£ � �5�5�ê��¸ �|� � R ���Ý��¾ } ¤NB�®7¾À¸ � � M ¿ãå����V¸ ´ � çÏ� � � ý � � �ë�`� � � � R ¸ � � �Oº¼} ½Ë¥ *)* ¦c�§¦c�©ì�í2î³­
��¸Q�|�T�7¡>�V¸Q��� × � R/M ��Ø�Úf
Qg�hÜ�Ó�T²ô�`�Ó�I�2�Ì}I�5�����§��Ê�¿)}I�5���O¤<�FBQ�TÚ��5
&�>�T� M Æ ��ÃIÇ
�÷�O¤<�QB¹¿I� B�®7¾À¸Q� � × ��� R ���V¸c´��¢�`�Ó�I�2�Ì�5�iBQ�TÚ��5
&�>�T�+B�®7¾À¸Q� ��}c~ô¥ * 6)¦c�§¦c�©ì�í2î³­

� � "$# � ã £`� ³ �5� £ R ��� Î�Ë���� "���&�� A,B &�� �5� £ R ���  . � � � � 
�� �AÎ�Ë���� "�� M � � ³ 
AÝÞ� µj-�/$0 132 4
� Ù . A + M = R = B + M � 

� ²á�  �½� ± � � � M �/� � £VÎ/� � � � 
�� � ¾B * M & A * M & AB ⊆ M

��"$#�� �
R = R , = (A + M)(B + M) = AB + AM + MB + M , ⊆ M ⊆ R.

� ¾ ¤K�¥�>R ¹ � ³��VÛ�"@��
�ÀM = R ��"$#�� �sÀ���±������ #©�

¿`¸ �|� ? �<���V¸ ´ � R �`� � � �ê} �5�Â� Ø � � �	� �Ó� ¤·� �Ì£ �Ü¿5���!� �Â�`� � E g Æ � ? k
�8l � % Û Þ
�÷�O¤<�FB¹¿I�FBQ�TÚ��5
&�>�T�8B�®7¾À¸Q� �>}c~ã�Ó�T��¾Ô��¶�� ®ê� ¸Q�
�Lm ¸QÇ R , = R �`��J � � �¢�5�&�n ½�}cÇ

B¹¿I�QB�®7¾À¸ � � × � ( � ) � Z �`� � � �Ì�5�&° n � ���2� 
 � �&� ¤ß�5���n ��¿>è �o�!� �)� � � E g�ú ´ ü ¥ * õ ¦c�§¦c��¬����¹Ñ
�÷�L
)����BQ�TÚ��5
&�>�T�+p�Ãq�`¿»�Ó�����µ¸Q�|�T�I���

A , ⊆ C � R ��� A B�®7¾À¸ � �>} ~$��� ���&� �5} �5��¸ � �TÃ ��M òáñ � Ö ê Þ � � R �`� � � �O��� C B�®7¾À¸ � �Á¥ * ö ¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
�A ⊆ C ���µ¸Q�
�+�»�Tý·� �

lÄ¸Q� �rBÜ� �T���7}c�V�tsÁ� � }c�Ë� R ��� C B�®7¾À¸Q� �>}c~$��� }c�»¥ * þ ¦c�§¦c�©ì�í2î³­
�÷�O¤<�FB¹¿I�V�ÓÚ����!�F� ®7¾À¸Q� � C (i)

� a ∈ C ���µ¸Q�
�8�»�Tý·� � (a) , ⊆ C � a ∈ R }c~$��� }c� (ii)

� a ∈ C ���µ¸Q�
�8�»�Tý·� � aRa ⊆ C � a ∈ R }c~$��� }c� (iii)

+



�A ⊆ C ���µ¸Q�
�8�»�Tý·� � A , ⊆ C � R �5� A åQ�O¤<� �2ç X KYB�®7¾À¸Q� ��}c~$��� }c� (iv)

� ¾ ����³�
A��� « � ��� [
���

] ��� ��� ¾ � ��� #��·�'u��£u-�/$0 132_4

� O � � � K a, b ∈ R } ~$��� ���,� �!� � � �»��¸ �|� �:B¹¿I� ( � ) B�®7¾À¸ � �>} �5��� ¤<�vM òáñ R �`� � � � ¥ * � ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� b = � �T� a = � ¾Ô��¶�� ®U� aRb = � � ���|�T���ÓØ��<�V�

��� ���&� �!� � � �»��¸ �|� � R�5�iB¹¿I��� Ú � �!� � ®7¾À¸ � � ( � ) ¾Ô� �c} ~Ì¸ � ��� �wM òáñ � Ö ê Þ � � R �`� � � � ¥ * � ¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� a = � ¾Ô��¶�� ®ê� aRa = � � ���|�T���ÓØ��<�V�·�	O·� �T�5K a ∈ R }c~

� b = � �T� a = � £&� � }c� �T����� ab = � ¸Q~������»�Óý·��Ø�� aRb = � � }c�V���O¤<�FB¹¿I�|� �Ó���I�V�,}c~ô¥ * � ¦c�§¦c�87:9 ;=<
�÷�O¤<��¡>�V¸Q��� × �$�qg2� ¿¢�5�)¿8B¹¿I� Zn

�`�Ó�I�2�³¾Ô��¶�� ®U� ¸Q�|�T��B¹¿I���Ò¸Qü$� n ∈ N ¸Q���
�Ìº¼}c½`¥ 6��ß¦c�§¦c�87:9 ;=<
� � � �`º¼} ½�� } �V�@�÷� ¤<�FB¹¿I�<å>�2���V¸ �Â� � ��¸ ��} � &xB�®7¾À¸ � ��� �����V� � � �|çO¾À� � ¤��`� � � �O} ~ó¥ 6»�§¦c�§¦c�87:9 ;=<

�B = � ¸Q~������±�Óý·��Ø�� RB = � ¾Ô��¶�� ® A = R }I�5�ù�AB = �

� a , = � ¸ ~���� �±� ý � Ø � (a) , = � � } �V�³�÷� ¤<�QB¹¿I�&� Ú � ��� � Ø ½T� �7ÿ � � � Ê)�`� � � ��} ~1¥ 6 * ¦c�§¦c�87:9 ;=<
� a = � £&� � }c� �T���

��Ø�Úf
Qg�hÜ�Ó�T²ë�`�Ó�I�2�O}I�5� ���§��Ê�¿)}I�5�<�O¤<�|åfB¹¿I���ÓÚ���� çyB¹¿I� R �`�Ó�I�2�O�5� A B�®7¾À¸Q� �|åSRQçó¥ 6)6)¦c�§¦c�©ì�í2î³­
��¸Q�|�T��åzB¹¿I���ÓÚ���� çyB¹¿I� R/A

�[B¹¿I�&� Ú � �&�ù� ~�� � � �	¿�@ � A Ç �ù� ~Ü¾Ô��Ã �³�[B¹¿I�&�ù� ~�� � � �@� } ��� ��� �TÃ � Ê¢�ù� ~�� � � �ä�`� Ø ¤ß�Ý�5� åUT<ç
��¸Q��Ø5
)~$�ÓØ�½T�T�7ÿ��÷�2��Ê)�ù�T~��Ó�I�2�

� ¾ ¤K�¥�|{ ! � & - "$�����@��£@� «�� �@� £u-�/$0 132_4
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ÿ � � � Ê Z é , /( } ) ∼= Z 6 � } �V�2ç$� ¤<�QB¹¿I�V� Ú � � Z é , �`� � � �O�5� ( } ) = { � , } } B�®7¾À¸ � �»¥ 6 õ ¦c�§¦c�87:9 ;=<
�Ôå æ × ~ = � � �V���V� Z 6 �5�Ý¿ Z é , /( } ) ∼= Z 6 � }c�V�2ç$�L
)���:B�¿� ���T�I�ã�ÔåQ�O¤<�QB¹¿I���ÓÚ����¹�V�o�x¿»�ÓØ�½T�T�

R �5� A �2} á ��} ) A � �+B�®7¾À¸ � �,¾Ô� ¶ � ®ê�Ý¸ �|� � Mn(R) �`� � � �$�5�±� � ®7¾À¸ � � M ¾Ô� �c} ~1¥ 6 ö ¦c�§¦c�©ì�í2î³­
�M = Mn(A) ���µ�2���V�ù�ÄÃq��¿©¡Q�T�5K

( � ) ∈ M � � ; .A = {a ∈ R|a = a é>é , M #©� (aij)
� � ;  ��"$����� �
�Â�������£ } � � ³ 
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R #©� r � � ³ 
EÝÞ� µ ¾ a − b ∈ A ��� � � ËuÀ a, b ∈ A � 'á��� 
A¤ �¥��{ ! � & ¾A 6= ∅ ¦ "��� £�� ³ £ ¾ � ∈ A � Ù .
#©��� 
 (aij)(rI) & (rI)(aij)

��� ²Âä "$� ��� �o&Â¤ �¥� Mn(R) Î�Ë���� "��ºÛ " M � � ; ¾ � ³ �5� £ A #©� a &
¦ "�� ( æ , æ ) �Þ� "��#©�/&%� � #�� ��#��� ¹ M #©�´À@¤ �¥� r �ª� ã ¹ ��� ²S� "��#©�R� £@�ª� ã ¹ ä "$� ��� � rI ä "$� ��� �½�ºË
R ���  . Ë���� "�� A � Ù . ¾ � ³ � � ² A #©� ar & ra À�¦ "��� £�� ³ £ a é>é r & ra é>é ����� ³ � #�� � � À�¸ � � � �o� £V� ²áä "$� ��� �
� � ³ 
EÝÞ� µ · � ��& (aij) =

∑

i,j aijEij ∈ M � � ³ 
EÝÞ� µ ¾M = Mn(A) � � ²á�  �
��� � �VÎ/� Ç ¾ ¤ �¥�
I ��"$#�� �sÀ�¤K�¥� Mn(R) Î�Ë�����"���Û�" M � � ; . æ ≤ k, l ≤ n

aklE é>é = E é k(aij)El é ∈ M.

¾M ⊆ Mn(A) À�� ± � � � #©� ¾ (aij) ∈ Mn(A) À &�� ³ "$���¨& akl ∈ A À æ ≤ k, l ≤ n � ²O�Â����º� £/À�� ± � � � #©�
( æ , æ ) �Â� � "��#©� aij

& i, j � ²��Â���� � £�Æ¥# � Óà¦ "���#©� ¾ (aij) ∈ Mn(A) � � ³ 
uÝÞ� µ¶À�ä � � � £
Û " M � 
u�� "$����¤ �¥� M #©�  � "$� ��� � Eii(Mij)Ejj = aijEij

� ��� ¾ ¤ �¥� M #©� Mij
� � ;  � "$� ��� �

¤ �¥���	� ¯ £$� Å ¼ ³ � A À�� � É È5� £ ¾M = Mn(A) ¦ "��� £�� ³ £ ¾Mn(A) ⊆ M ä ¢ ¾�� ¤ �¥� Mn(R) Î�Ë���� "��
� .Mn(A) = Mn(B) ⇐⇒ A = B F � ! &%��£@��� ��� ËuÀ����5� £ R ���  . Ë�����"���·���� B ��'á�����"$�

��¸Q�|�T��B¹¿I� Mn(R) }I�5� ���§��Ê�¿¢}I�5�Ü�O¤<�FB¹¿I� R �`�Ó�I�2� ¥ 6 þ ¦c�§¦c�©ì�í2î³­
� 
u� � #�� ��� � « & R #©� A,B 6= � Î�Ë���� "���&��½��� � � Ë ¾ � �5� � ��Î�&á� R 6= � � � ³ 
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¾ ¤K�`���VÎ�&á� Mn(R) À�¦�"����£�� ³�£ .Mn(A)Mn(B) = � ��� ��� Ë%� ���[À AB = �
B & A � 

� � #�� �ª� � « & V = Mn(B) & U = Mn(A) ��� � � ËuÀ�� �5� � �VÎ�&á� Mn(R) 6= � � 'á� I ä � � � £
� ¾ ¤K�`���VÎ�&á� R À�¦�"����£�� ³�£ ¾AB = � ��³�
  �EÑO� ±s"���¦�"�����
 UV = � &K��³�����² R ������� ²/Î�� ����"��

�



� a , = a ¾Ô���c}c~Ì� ���TÃÀ� í@ñ ðÒ���TðÒñ � � a ��¸Q�|�T� R ���,�±ÃqE	ü a ¿Á�Ó�I�2� × � R ¸Q���
�`º¼}c½`¥ 6 � ¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
× �¹è � ��� �ÄÃ �·� �z� �V} � Êx} �V� Æ ��Ã Ç � �Ý� � Rop ¾Ô� ¶ � ®@� ¸ �|� �)� � � � × � R ¾Ô� �c} ~f¥ 6 � ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
Rop �5����} � �÷� ¤<� R �5��� Ú � ¡Q� Ú ~ Rop �5�z� Ú �É¿�¾À�ÄÃ � R ¡Q� Ú ~ Rop �`� � � ���»� üßÃ Ú ý �ê�÷� ¤<��� � � �
Rop �÷� ¤<� R �5� b ¿ a ��} E � Çµ� � ba ¡�®`�5��� �µ�ÄÃ �·� �t� �V} � Ê a � b = ba � �Ý�ÄÃ �·� �Á¾À�ÄÃ Ú � � � �Ý� �

���2���V�ãû��T� R /  �î � %�(
è �	� ë�

��¸Q�|�T�§���V¸c´��§èc��� Rop }I�5�����§��Êß¿¢}I�5���O¤<�>���V¸c´�� R ¥ 6 � ¦c�§¦c�C� «�ª ���

��¸Q�|�T�!�F�)Ù·�Ý�`�Ó�I�2�Ìèc��� Rop }I�5� ���§��Ê�¿5}I�5�<�O¤<�)�F�)Ù·���`�Ó�I�2� R ¥�õ �ß¦c�§¦c�C� «�ª ���
�R = (Rop)op ¥�õ �§¦c�§¦c�C� «�ª ���

�Rop ∼= Sop }I�5�����§��Ê�¿5}I�5� R ∼= S � ¸Q���|�T���Ó�I�2� R,S ¾Ô���c}c~ô¥�õ * ¦c�§¦c�C� «�ª ���
� î ���  −n � R � � �TÃ �,� �ê��¸ �|� ��@ � A Ç �Ò¸ ü × � n ≥ æ ¿±� � � � × � R ¸ � � �Oº¼} ½O¥�õ 6)¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� ¸ �|� �§} á Ç¼� R � � � Êx} ) � ü±� � � ÊÝ� O � � � K � a = � ¾Ô� ¶ � ®ê� na = � } �5�|� a ∈ R } ~$��� ���&� ���2¾Ô� �c} ~Ì� ¤<�

�÷�O¤<� �! �î � R �`�Ó�I�2�ô� ���TÃÀ�,���ã� ¸Q���|�T�!��� �÷Ê R }cÇµ�T��üê�`�ÓÚ�~�}I�5�ù�÷�O¤<� � î ���! � R � ���TÃÀ�,���
��¸Q��Ø5
)~"�»�÷ÊÂ��� −n � n @��5A·Ç �Ò¸Qü±}c~$��� ���&�Ó� Z ¿ R �ù�T~��Ó�I�2� ¥�õ)õ ¦c�§¦c�87:9 ;=<

.(n, r) = æ }I�5� ���§��Ê�¿5}I�5�<�O¤<���»�÷Êj��� −r � Zn
¥�õ�ö ¦c�§¦c�C� «�ª ���

� R } �5� � � � Ê�¿5} �5�Ü� ¤<�D�»� Ê � � −n �Mn(R) �`� � � �¼��¸ �|� �)� � � � × � R � � � �Ìº¼} ½$¥TõÝþ ¦c�§¦c�C� «�ª ���
��¸Q�|�T� �»�÷Êj��� −n

�Ä� � �TÃ ��� � � (�î ��� � � � (�� (Äð ê Þoí�ð * � � R �5� a } ) � ü1��¸ �|� ��� � � � × � R ¸ � � �`º¼} ½`¥�õF� ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� a ∈ aRa ¾Ô���c}c~

� R Ã E üB} ~O¾Ô� �c} ~$� � �TÃ ��� � � (�î ��� � � � (i� (Äð ê Þoí�ð * �`� � � � × �x� � R �`� � � � ¥TõF� ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
��¸Q�|�T���o�Q� (
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� � � ���Ä� � � �»�`� � � � × �¹���7� Ø Ú 
 g�hÜ�Ó� ²ô�`� � � �Ì} ~Ì� ���ÄÃ �·� ��¾À¸ ���±� �|� � ¤@� �B¥Tõ(� ¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ
�÷�O¤<�

#©��� r �Â���� � £`��� � � ËKÀ�� �5� £ R/I #©� a + I � Å ³ � &%À R Î�Ë���� "���Û " I À�� � ³ � R � Í ��� ³ ;�-�/$0 132 4
� a+I ∈ (a+I)R/I(a+I) À &�#A¦�"������ .a+I = ara+I = (a+I)(r+I)(a+I) � Ù . À a = ara ÀR

� a , = a � R �5� a ÃqE	ü±}c~$��� ���&�Ó�&¾Ô���c}c~$� ���TÃÀ� �!� ðÒ � � R �`�Ó�I�2� ¥�ö �ß¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� �`� � � ��� �ã� ��Ã Êx�V¸ Ø � �$l�� ¤<�>} ��� �:� �TÃ � Ê�B¹Ã �Ý�`� � � �`} ~Ì� �©¸ ���Á¡>� Ã Êj� ��� �|� � ¤ê� ��¥�ö �§¦c�§¦c�Ý¬����¹Ñ

� �V���V� R �5� b ¿ a }c~$��� ���&�Ó�x¿5�B£&� �����<� −a = (−a) , = a , = a � R �5� a }c~$��� ���,�Ó�
a + b = (a + b) , = a , + b , + ab + ba = a + b = ab + ba

.ab = −ba = ba �V�o��� ab + ba = � ¿5�B£&� �����
Ã E ü æ |I| � �!� � Ã �)�`� � � � × � ⊕

I Z , � I � ~>� � Ø �)���V� �$ú ��¸ � �,�`� üßÃ Ú ý �)} ~$��� ���,� �»¥�ö * ¦c�§¦c�87:9 ;=<
⊕

I Z , � �!� ~>� � Ø �±��� I ��� ���&� ����� � � 
 ´ �F� �V} � Êx� ����� ~>� � Ø ��� � Ã �)�`� � � �Ì} ~ê� � � �»�2ú ´ ü§} �x¿ã�2� ¤<�
�÷�O¤<�Ý¡Q��
&´��

�÷�O¤<���À� ���ù���F� ÃI�)�`�Ó�I�2�$}c~ô¥�ö 6)¦c�§¦c�87:9 ;=<
.a = a , = aa = aa , = aaa ⊆ aRa À�� ± � � �Ï#©� .a ∈ R &%� �5� £  . � £V��� ¿ � Ç Û " R ÝÞ� µH-�/$0 132 4
À��ºË�#©� a � � ; � S � � ²Â�Â����º� £@� 
  � � ¹ � £ R ��� ¿ � ÇE� ²Â� £  ��� �áË,� £@�o� � �  �E�#�Ð � µsÎ/� � � ¾ � % Û Þ

À�Æ¥# � ÓÔ¦�"���#©� .n = n(a) ����²á�	#��� ¹ I ��� �´�����º���/À a = an(a) ��
½���5� £@� ��«�� �
��� ³T; n(a) ≥ æ �[� �
a = an = (an)n = a(an)n− , .a ∈ aRa.

£ � � O Ú ~ ��¸ �|� �)¾À� � ¤ä� � ��B¹¿�¸ � × � M = MS
¿©� � � � × � S ¸ � � �$º¼} ½ê¥Tö7õ ¦c�§¦c�©ì�í2î³­

�÷�O¤<�&�À� ��� R ¾Ô��¶�� ® ��¸Q�V}c�
¶��§}Ä� ���5��� � R = End(MS)

�
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} �V� Æ ��Ã Ç � �¹� � R �±¿5� î � � ñ � ë Ö 4 é � � è � � ë 
 ��¸ �|� ��� � � � × � R ¸ � � �Oº¼} ½Ì¥÷ö)ö ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
l¢� ���
�����i�Ë�V}c��Ê

R[x] = {
n
∑

i= � aix
i| ai ∈ R, n ∈ N, ax = xa ∀a ∈ R}.

} ��� ��� �TÃ � Ê x } � � Ø �¢� �Ý� ¤<��£ ´ Ú �B� � � �Ì} Çµ� � ü$�����V� � Ú �ô¸ � Kô�ù� ~�� � � �f� E � �§�5��¡¹Ã K ¦ � % Û Þ
�V� � �T¾À�2��¿�® R[x] �`�Ó�I�2�ó¡Q�TÚ�Ø�²,�T¤©}c��}cØ5�)���&¸Q�
�c�� Ê7��� }c�x� �v�!�T�F�Ë�V}c��Ê¹�5� ax = xa Æ �Ó��?�ü$� ¸Q���|��?��

} �V� Æ ��Ã Ç � �x� � R �±¿5� � Þ ñ ð �Vè�î �Sèã� ï è � � ë 
 ��¸ �|� �Ý� � � � × � R ¸ � � �Ìº¼} ½O¥�ö¢þ ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
l¢� ���
�����i�Ë�V}c��Ê

R[[x]] = {
∞
∑

i= � aix
i| ai ∈ R, rx = xr ∀r ∈ R}.

è � ��� � � ��¸ �|� � R �5�µ� � � Ã ÊÀ�ÄÃ ²@Ã E ü e ¿©¸ �|� �¢� � � � × � R ¸ � � �	º¼} ½�¥Vöw� ¦c�§¦c�©ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
¿ ( æ − e)Re � eR( æ − e) � eRe � � � Ø 
 ��� Ú � Æ ��Ã Ç � �,� e ¡>� Ã ÊÀ�ÄÃ ²ó� ��� ? 
 � R �`� � � ��� � ê ø

���ÄÃI�·���»�ÓØ��ÜÃI� ( æ − e)R( æ − e)

R = eR ⊕ ( æ − e)R Æ ��Ã Ç � � e ¡>� Ã ÊÀ�ÄÃ ²ó� �Ý� ? 
 � R �`� � � � X K¡ É} � �¢�`� �Tè ý ÊÂ£ � � O Ú ~
¸ � � �$º¼} ½!��� � �µ� � � �Ë�5�@��¸ �|� �I� � R = Re ⊕ R( æ − e) � R �`� � � �ä� ¤<� �C É} � �)�`� �Tè ý Ê<¿
�`� �Tè ý Ê Æ ��Ã Ç £ � ���5�Ë�÷� ¤<�FR»} � � } �§� � � ®¢� Ú �ë� �µ¸ � �|� � R �`� � � � ¡>� Ã ÊÀ�ÄÃ ² �ù� ~5Ã E ü e é , . . . , en

���ÄÃI�·���»�ÓØ��ÜÃI� eiRej , æ ≤ i, j ≤ n � ����Ø5
)�C��Úf� Æ ��ÃIÇ �Ó� R �`�Ó�I�2�Y É}c���
�`�ÓüßÃIÚ�ý·�ê��¸Q�|�T�â���������ë���V¸Qüx�,�`�Ó�I�2� R ¸Q���
�Ìº¼}c½`¥�öw� ¦c�§¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ

H = {a + bi + cj + dk|a, b, c, d ∈ R}

���



���V� á � Ã� � Æ ��Ã Ç � � H �5��� Ú �óÿ Ú ü �V� � �TÃ �,� � í�ð % ë ê Ö ��è � � ë 
 � � � � ê � 
 è�î �Sí�ð ê Þ � � ð ìAè � � ë 
 � �
ki = j = −ik ¿ jk = i = −kj ¿ ij = k = −ji ¿ i , = j , = k , = − æ ���Â�T~����V�2��� }£gù£&� ���T�¹¿ù�2�O¤<�

���ÄÃI�·���z�Ë�V}c��ÊÂ�����5? ¤ Æ ��ÃIÇ �Ó��èc��� ��}>�Èÿ�Ú�ü

¥w¦ _@^ § {|z

X KYB¹¿�¸ � −R × �¹� � (M,+) } ��� �:� �TÃ � ÊÝ¾�¿5} �ë��¸ �|� ��� � � � × � R ¸ � � �Oº¼} ½$¥ �§¦ * ¦c�µÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
� m,m′ ∈ M }c~5¿ r, s ∈ R }c~O��� �����Ó��¾Ô���c}c~`¸Q�����T� . : R×M −→ M �O�|��¶��&�Ó���L?5
)� R �±¿5�B��� ��´��

� r.(m + m′) = r.m + r.m′ (i)

� r.(sm) = (rs).m (ii)

� (r + s).m = r.m + s.m (iii)

. æ .m = m (iv)

���2}I�8�Ë�V}c��Êß� ����� ��´����O¤<� �+B¹¿�¸Q� −R ¡>� ÃÓÊj���±�Ó� ���)�)��Ã=¤1�Ó�
å X K|ç èã��ñ ���  �è�î � *Â× �|� �O� � � ´ �&å X K|çxB¹¿�¸ � −R } ~$¾Ô� ¶ � ®�� ¸ �|� �â¡>�V¸ � � × � R ¾Ô� �c} ~

�V� �����T�I���
× � M ¾Ô� �c} ~	� � �TÃ �"M ò©é (@ò|� −(R,S) × �x� � M ��¸ � �|� ��� � � �	¿�� S ¿ R ¸ � � �Ìº¼} ½`¥ * ¦ * ¦c��ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ

l¢� ���|�T���ÓØ��<�V� r, s ∈ R ¿ m ∈ M }c~$��� ���,�Ó�T¿»¸Q�|�T� X K¨B¹¿�¸Q� −R × �T¿»�O¤<� �+B¹¿�¸Q� −S

r(ms) = (rm)s.

M ���!� � ÊÔ� �¢���V� üßÃ Ú ý �!} �V� N ¿��[B¹¿�¸ � −R × � M � � � � � × � R ¸ � � �	º¼} ½U¥ 6)¦ * ¦c��ÍÏÎ�¬§ÐÒÑ
} ~	��� ����� �,� ¿±¾À�ÄÃ � M � � Ú �ä¾�¿5} � } �V� × � N � ´ � � ��} �Q© ¿5} � ��� ¤<� M M ò©é (&� �«ª©× � N ��¸ �|� �

.rb ∈ N � r ∈ R, b ∈ N

�`�


