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�مقدمه

اي، بدنه و هاي لولهاي، قبههاي تك و دو لايهبكههاي ساختاري مانند شهاي فضايي شامل شكلسازه

هاي فضايي مربوط ي سازهشروع به كار تحقيقات در زمينه. باشندساختار كشتي در اشكال مختلف مي

.بودهاي ديجيتالي با پيشرفتهاي سريع ابتدايي در كامپيوترهمراهاي از زمانبه برهه

تحليل وكامپييوتري،انقلاب و دگرگوني در روشهاي ماتريسي يكي از نتايج اين پيشرفتها، آغاز يك

اي از جبر تحت عنوان جبر فعاليت در اين زمينه، در نهايت منجر به پيدايش شاخه.باشدساختاري مي

به . هاي متعددي به كار آيندتوانند در زمينهباشند و ميمفاهيم جبر فرمكسي كلي مي. فرمكسي گرديد

هاي ي نمودهاي مختلف سيستما ممكن است براي توليد اطلاعات هندسي دربارههويژه، اين ايده

اطلاعات توليد . گاه به كار رودها و موقعيتهاي بار و تكيهاي مانند اتصال اعضا، مختصات گرهسازه

هاي ورودي براي تحليل شده، ممكن است براي بيان هدفهاي مختلف مانند ديد گرافيكي و يا داده

استفاده كاربردي از جبر فرمكسي از طريق يك زبان برنامه نويسي تحت عنوان .به كار رودساختاري 

جبر . گرددميبه اواخر قرن هفدهم ميلادي بر�������منشا كلمه ،گيردصورت مي"��������"

. سازي اطلاعات هندسي داردفرمكسي قابليت ارايه ابزاري ساده و بهينه شده را جهت توليد و فرايند

تواند كمك شاياني در فرايند سازي سيستماتيك وجود دارد كه مينيز پيشرفت قابل توجه ديگري 

كه. را مشاهده كرد] 9�7.	..�13[توان مراجع ي بيشتر ميبراي مطالعه. انواع مختلف اطلاعات ارايه دهد

.باشدنيكس مياين توسعه و پيشرفت شامل استفاده از شئ رياضي تحت عنوان پله

نيكس شبيه پله.باشدنيكس يك شئ رياضي است كه شامل ترتيب منظمي از اشياء رياضي ميك پلهي

به عنوان مثال، شكل . باشدباشد كه در آن، هر شاخه خود يك شئ رياضي ميساختار يك درخت مي

نيكس گونه كه در شكل مشخص شده است، يك پلههمان. باشدميPنيكسنمايشي از يك پله1

. شامل يك دنباله از عناصر است و غيرهنيزيك دنباله از عناصر است كه هر كدامشامل 

��8� ��6�1�� 9��� � o � 1�� ����� 	
��� 3�� �4�4���

. شودميگفتهPنيكس چهار عنصر اصلي دارد كه به هر كدام از آنها  قطعه اصلي از پلهPپله نيكس 

:  اين عناصر عبارتند از

�8� ��6�1�� 9��� � o � 1� �� �� 	
��� 3� �4�4�
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1شكل

اصلي از قطعهقطعه. باشنداصلي از پله نيكس، خودشان پله نيكس ميدر اينجا، اولين و سومين عنصر

����6�1و 8به عنوان مثال . پله نيكس نام دارد"قطعه فرعي"اصلي پله نيكس،  قطعه اصلي از پله �9

��8نيكس  ��6�1�� .دنباشميPو قطعه فرعي از پله نيكس  ��9

به عبارتي اين دنباله . نشان داده شودنيزاعداد مثبتاي ازهر قطعه از پله نيكس ممكن است با دنباله

به عنوان . پله نيكس گوييمبه اين دنباله نشاني از قطعه. دهدي پله نيكس را نشان ميموقعيت قطعه

.در جدول آورده شده استQهاي پله نيكسقطعهنشاني. ،مثال

2شكل

�7�1� o � � �
5 ٣

2 ���
o

Q

٨

�6�1� ٩

� o � 1�

� � 	
�� ٣

�4�4�

P
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���آدرس  �� به عنوان . امين قطعه اصلي پله نيكسiامين قطعه اصلي از jامين قطعه اصلي از kيعني ��

هارمين قطعه اصلي از سومين قطعه اشاره دارد به اينكه صفر چكه ، ��3�4مثال نشاني صفر برابر است با 

.باشدميQاصلي از پله نيكس 

مجموعه Qدر پله نيكس . گوييم"مجموعه نشاني"هاي پله نيكس هاي قطعهي تمام نشانيبه مجموعه

:نشاني به صورت زير است

��1�� �2�� �3�� �3�1�� �3�2�� �3�3�� �3�4�� �3�3�1�� �3�3�2���

.را مشاهده كرد] 8�6�5�4[توان مراجع ي بيشتر ميراي مطالعهب

مفهوم بافتار را تعريف نموده و خواص ] 3[و همچنين دررساله دكتري خود ] 2[بلوريان در مقاله 

.اساسي آن را بررسي كرده است

قطعه نشاني

�7�1� o � �1�
� � �2�

�5�3� �2� ������ o � �3�

5 �3�1�

3 �3�2�

�2� ����� �3�3�

o �3�4�

2

����

�3�3�1�

�3�3�2�
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:فصل اول 

ساختار يك بافتار
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ساختار يك بافتار- 1.1

�}o{در اينجا  .مجموعه اعداد طبيعي است�شود، كه نشان داده مي��با �

.k≥iبراي هر �o=iدهدنتيجه �o=kاست به طوري كه ��اي ازيك نشاني، دنباله:1.1.1تعريف
.شودنشان داده مي)(و با شوددنباله صفر نشاني تهي ناميده مي

o(هر نشاني نا تهي به شكل  	 o 	
�,n�,...,�1� توان به را ميباشندمي�متعلق به nو �iكه )�2

�n�,....,�1(صورت  .نشان داد)�2

:باشدا با دو خاصيت زير ميهاي ناتهي از نشانيمجموعهNيك بافتار

��1� �2� � � ��� � � � ��1� �2� � � ���1�  � � �������!� o "  # ��
��$�$%1& � �� �$ � � � ��1� �2� � � ��� � ��������������!�' � ������

دهد كهف نتيجه ميدرتعري1شرط :2.1.1تبصره

��1� �2� � � ��� � � � ��1� �2� � � ���1� � ������!�' ( 2

�����مجموعه:مثال �1�� �2�� �1�1�� �1�2�� �2�1�� �2�2�� يك بافتا ر شامل تعداد  ���2�3

. شودفته ميمتناهي از نشاني ها است، كه به آن بافتار متناهي گ

����به صورت باشد و اي نميكه شامل هيج نشاني، بافتاريست همچنين يك مجموعه تهي نشان داده �

.شودميناميدهو بافتار تهيشودمي

يك شود نشان دادتوان يك بافتار را با استفاده از يك نمودارشبه درخت كه داروان ناميده ميمي

ت يك تناظر يك به يك بين دهد، در حقيقنشان ميراNها است كه عناصر داروان تعدادي از شاخه

.وجود داردNهاي داروان وشاخهNعناصر 

زير مفروض استبافتار:مثال

) * +� �� �1�� �2�� �3�� �2�1�� �2�2�� �2�3�� �3�1�
�3�2�� �3�1�1�� �3�1�2�� �3�2�1�� �3�2�2� ,

. ه كنار آن نوشته شده استعناصر متناظر با هر شاخو نشان داده شده است1.1.1داروان بافتار در شكل 
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1.1.1شكل 

-بافتارهاي:مثال * ����� .و ���1 * ����� �1�� و�هاي داروان.مفروض هستند ���1�1

.اندنشان داده شده2.1.1در شكل 

2.1.1شكل 

هايمجموعه: مثال

/1%��2�1���2�2��
/2%��2�2�1���2�2�2��
�
�
�
/�%��2�2�2���2�1���2�2�2���2��
�
�
�

.متناهي استهاي بالا يك بافتار نااجتماع مجموعه

��0 /�&�%0

� 

� � � �

�1�
�1�

�1�1�

� �

�1� �2� �3�

�2�1� �2�2� �2�3�
�3�1� �3�2�

�3�1�1� �3�1�2� �3�2�1� �3�2�2�
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.نشان داده شده است3.1.1در شكل �داروان 

3.1.1شكل 

:شودورت زير تعريف ميبه ص�يك نشاني از آن باشد تراز �يك بافتار و �اگر :3.1.1تعريف

���براي �2,����1,
,��(اگر �1 �.باشدمي'برابر �آنگاه، گوييم تراز 

.نامتناهي است�آنگاه تراز باشد�اي نامتناهي ازدنباله�اگر �2

.صفر استبرابر �آنگاه تراز �����اگر�3

.شودنشان داده مي ����با �تراز 

شود نشان داده مي1�است با �كه ترازشان �هاي از ه تمام نشانيمجموع

�2 * �� � �34��� * 5�
��به ويژه  ��*� o.

سرشاخهدر صورت وجود،�باشد، بالاترين تراز از عناصر �اي از بافتار زير مجموعه�فرض كنيد 

.شودنشان داده مي �������شود و با ناميده مي�

به ويژه بالاترين تراز.نيز نامتناهي است�سرشاخهي از تراز نا متناهي باشد، آنگاه عضوشامل �اگر 

.شودنشان داده مي �������و با �بافتار سرشاخه،�از عناصر 
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زير را است هرگاه خواص �روي ، يك رابطه"همراه با �مرتب در مجموعه "يك رابطه جزئا

:داشته باشد

��!�)     انعكاسي ( )                1 "
��)                           پاد تقارن ()   2 *6��"&��� "
��)                          تعدي ( )  3 *6���"&�� "

- مرتب ناميده مي"ي جزئامرتب تعريف شود، مجموعه"ي جزئااي كه براي آن رابطهمجموعه ناتهي

.شود

از آنها كوچكتر يا مساويمرتب مقايسه پذيرند، اگر يكي "ي جزئااز يك مجموعه�و �عناصر 

.ديگر باشدعضونسبت به 

است جفت عناصري باشند كهنكه ممك،كيد بر اين داردتأ،مرتب"در اصطلاح  جزئا"عبارت جزئا

مرتب يا زنجير "پذير باشند مجموعه كلاآن مقايسهعضواي كه هر دو مجموعه.مقايسه پذير نباشند

.شودناميده مي

و بزرگترين كران ) سوپريمم(تبي كه هر جفت از عناصر آن كوچكترين كران بالا مر"ي جزئامجموعه

كوچكترين كران بالا يا ،و اگر هر جفت از عناصر. شودرا داشته باشد مشبكه ناميده مي) اينفيمم(پايين 

. شودناميده ميايينيپبالايي يا كران پايين داشته باشد نيم مشبكهبزرگترين

*راگ: 4.1.1تعريف ��$�$�bو ��� * �78�8��نشاني باشند، آنگاه  � " bباشدمي :

���Lاگر )1 * oيعني� * ��� .

���Lاگر ) 2 * �كه 1 * �1اي است كه تهينشاني ناb، آنگاه ���1 " 91.

1اگر ) 3 # 4��� # ���Lو ∞ " L�b� ،�8 * 1اي هر بر98 " i # L���  و

�:�;� " 9:�;� .

���Lاگر ) 4 * .ها نظير به نظير مساوينديعني مؤلفهباشدbتواند برابر فقط مي�آنگاه ∞

�به عبارت ديگر هرگاه داشته باشيم  * ��1� �2� < < < � bو �=� * >91� 92� < < < � 9m? شرايط

�لازم براي اينكه  " bكه باشد اين استL��� " L�b� بنابراين اگر،n " mلازم شرطآنگاه

�در مرحله بعد بايد شرط كافي براي �برقرار است " bبايد يعني،چك شودn@ جمله اول در 1
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@nبرابر � ي باشد بايد كوچكتر مساوي جملهمي=�كه �باشد وآخرين جمله bجمله اول از 1

n امb�8،باشد، به عبارت ديگر * iبراي 98 * 1�2� < < < � n@ =�و 1 " 9=

زير مفروض استبافتار: مثال

� * +� �� �1�� �2�� �1�1�� �1�2�� �1�3�� �1�2�1�� �1�3�1�
�1�3�2�� �1�3�1�1�� �1�3�2�1�� �1�3�2�2� ,

�. نشان داده شده است4.1.1در شكل Nداروان  * bو��1�3�1 * هايي از نشاني��1�3�2�2

���Lچون، دباشنميNبافتار " L�bاين شرط لازم براي اينكه بنابر�� " b برقرار است حال

ي كوچكتر از جمله�ي باشد و آخرين جملهميbي اول برابر دو جمله�ي اول از چون دو جمله

�برقرار است در نتيجهنيزباشد، بنابراين، شرط كافيميbسوم  " b.اگر� * و ��1�3�1�1

b * ���Lون باشد چ��1�3�2�1 * L�b� شرط لازم براي� " b وb " برقرار است، اما  �

.اندغير قابل مقايسهbو �باشد، بنابراين، برابر نميbو �ي اول سه جمله

در زير نشان داده شده است��1�3�2�2هاي كوچكتر مساوي ليست تمام نشاني

.� � # �1� # �1�1� # �1�2� # �1�3� # �1�3�1�
# �1�3�2� # �1�3�2�1� # �1�3�2�2�

.استبا خطوط ضخيم نشان داده شده4.1.1داروان ليست بالا در شكل 

هاي ديگر كوچكتر است، يعني نسبت به نشاني)(نشاني Nدر هر بافتار 4.1.1از تعريف 

� � " �����!� � )�

4.1.1شكل 

�1�1�

�1�2�1�

�1�2� �1�3�
�1�

� �
�2�

�1�3�1� �1�3�2�

�1�3�2�1� �1�3�2�2�
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.باشدمرتب مي"مجموعه جزئا�"�(�بافتار باشد، آنگاه Nاگر : �5.1.1�1قضيه

. باشدي پاييني مييك نيم مشبكه�"�(�بافتار باشد، آنگاه Nاگر : �6.1.1�1قضيه

زير مفروض استبافتار: مثال

N * +� �� �1�� �2�� �3�� �1�1�� �1�2�� �3�1�� �3�2�� �3�1�1�� �3�1�2��
�3�2�1� � �3�2�2�� �3�1�1�1�� �3�1�1�2�� �3�1�2�1�� �3�1�2�2� ,

�اينفيمم دو نشاني * bو ��1�2 * و برابر نيستند،bو �چون اولين جمله ،Nاز بافتار ��3�2�1

���infداريم6.1.1قضيهاثبات ازهمچنين 9� * �1A3� * �1� .

cحال فرض كنيم  * dو ��3�1�1�1 * برابر است dو cولين و دومين جمله از ، چون ا��3�1�2�1

�inf�Bبنابراين C� * �3�1�1 D 2� * . نشان داده شده است5.1.1در شكل Nداروان .��3�1�1

���1، به عنوان مثال ��3�1�1هر نشاني كوچكتر از  �2�� �3�� �و ��3�1 ��3�1�1�1كران پايين از �
.استيين اين دو بزرگترين كران پا��3�1�1باشند، و مي��3�1�2�1و 

5.1.1شكل

كوچكترين كران ،شود كه، در حالت كلي لازم نيست هر دو نشاني از بافتاردر مثال زير نشان داده مي

.بالا داشته باشد

� �
�1�� �Ab �2� �3�

�1�1� ���1�2� �3�1� �3�2�

�3�1�1�� B D C �3�1�2�

�=�3�1�1�1� �3�1�1�2�
���3�1�2�1� �3�1�2�2�

���3�2�1� �3�2�2�
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زير مفروض استبافتار: مثال

N * ����� �1�� �2�� �1�1�� �1�2���

��EFG��1�1يعني ��2و ��1�1كوچكترين كران بالاي دو نشاني  .وجود ندارد ���2

يك بافتار است Sهاي متناهي باشد، آنگاه اي از تمام نشانيزير مجموعهSفرض كنيم : 7.1.1قضيه

�اگر و تنها اگر،  � S وb " bنتيجه دهد كه  � � S.

�يك بافتار است، بايد نشان دهيم اگرSفرض كنيم : اثبات * ��1� �2� < < < � �=� � و  �

b " bكه � � N آنگاهb � S . چونb " bبه صورتbبنابراين  � * ��1� �2� < < < � �1� H�
kباشد كه مي # n وt " �1I1 . از تعريف بافتار� * ��1� �2� < < < � �=� � باشد، نتيجه مي �

bگيريم مي * ��1� �2� < < < � �1� H� متعلق بهSاگربرعكس، .است

� * ��1� �2� < < < � �=�1� �=� � ���1بايد نشان دهيم  � �2� < < < � �=�1� H� كهo " t " �=
، 4.1.1باشد، از تعريف ميSمتعلق به 

��1� �2� < < < � �=�1� H�� " ��1� �2� < < < � �=�1� �=� ! o " H " �=

شود بنابراين، از فرض نتيجه مي

��1� �2� < < < � �=�1� H� � S ! o " H " �=

: 8.1.1تعريف
شود، به عبارت ناميده ميNاز بافتار اصليجمله دارد نشانيكه تنها يك Nهر نشاني از بافتار ) 1

.باشديك عدد مثبت است، مي�كه ���به شكل ،ديگر يك نشاني اصلي

���1اگر ) 2 �2� < < < � ���1به شكل هايباشد، آنگاه نشانيNيك نشاني از �=� �2� < < < � �=� H�
tكه  � ���1ي اصلهايباشد، نشانيمي � �2� < < < � .شودناميده مي�=�

زير مفروض استبافتار: مثال

N * ����� �1�� �2�� �1�1�� �1�2���
. باشند، مي��1هاي اصلي نشاني��1�2و ��1�1و Nهاي اصلي نشاني��2و ��1هاي نشاني
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نشان داده �(�ordشود و با يمرتبه بافتار ناميده مNهاي اصلي از بافتار تعداد نشاني: 9.1.1تعريف

.شودمي

�يك بافتار و Nهرگاه : 10.1.1تعريف * ��1� �2� < < < � باشد، به اولين Nيك نشاني از �=�

Nهاي ي تمام نشانيمجموعه�stem�����1نويسيمميشود و گفته مي�ساقه �1يعني �ي جمله

شود يعني شان داده مين1(است با �شان كه ساقه

)1 * �� � )3JHKL��� * ��
(داريم، به ويژه o * ����� 

زير مفروض استبافتار:مثال

M * ����� �1�� �2�� �3�� �1�1�� �1�2�� �3�1�� �3�2�� �3�2�1�� 
�ي نشاني ساقه. سه است، Mتعداد عناصر اصلي بافتار ���1�1اني ي نش، صفر و ساقه� ، ��1�2و ��1

���3�2ي و ساقه2،برابر ��2ي نشاني همچنين ساقه. باشدمي1 �3�1�� .است3برابر��3�2�1و ��3

���1نشاني :11.1.1تعريف �2� < < < � شود، به شرطي كه نشاني ابتدايي ناميده ميNاز بافتار �=�

��1� �2� < < < � �=� �=I1به بافتار متعلق�Nهاي ابتدايي از بافتار تمام نشانييمجموعه. نباشدN با

P�)شودداده مينمايش�.

زير مفروض استبافتار: مثال

N * ����� �1�� �2�� �3�� �1�1�� �1�2�� �1�3�� �3�1�� �3�2�� �3�1�1�� �3�1�2���
���3�1�1هاي نشاني �3�2�� �2�� �1�3�� �1�2�� . باشندميNيي از هاي ابتدانشاني��3�1�2و ��1�1

.هاي ابتدايي استنشان داده شده است، خطوط ضخيم متناظر با نشاني6.1.1در شكل Nداروان 

�6.1.1شكل
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�يك بافتار و Nهرگاه : 12.1.1تعريف * ��1� �2� < < < � يباشد مجموعهNيك نشاني از ��1

���1� �2� < < < � �2� �2I1� < < < � ��� � �3�2I$ � �����!�M * 1�2� < < < � ' @ 5�
�به عبارت ديگر اگر . شودنشان داده مي;Nو با �يك قطعه از  * ��1� �2� < < < � ، آنگاه هر ��1

. باشد�برابر جملات bي اول از جملهkاست، به شرط اينكه ;Nبه يك نشاني متعلق Nاز bنشاني 

�Nهمچنين . باشدنمي�، شامل �ي قطعه .استجز تهي Nهاي شامل تمام نشاني�

�9ي باشد، مجموعهNيك نشاني از �يك بافتار و Nهرگاه : 13.1.1تعريف � )3� " 9�
;Oيمجموعه. است�، شامل �شبه قطعه. شودمينشان داده ;Oو با �شبه قطعه @ را با نماد ���

O;�دهيمنشان مي.

زير مفروض استبافتار: مثال

����� �1�� �2�� �1�1�� �1�2�� �2�1�� �2�2�� �2�3�� �2�2�1�� �2�2�2�� �2�3�1�� �2�3�2�� 

N�2�2� * ��2�2�1�� �2�2�2���
O�2�2� * ��2�2�� �2�3�� �2�2�1�� �2�2�2�� �2�3�1�� �2�3�2���

.اندنشان داده شده7.1.1باشند كه در شكل ، مي�شبه قطعهو به ترتيب قطعه

NPباشد، آنگاهNي ناتهي از بافتار يك زير مجموعهSفرض كنيم : 14.1.1تعريف * 0 N;;�P 

OPو  * 0 O;;�P.

باشند، اما عكس اين عبارت بزرگتر مي�نسبت به ;Nمتعلق به هايقابل ذكر است كه، تمام نشاني

���2�3�1هاي درست نيست، به عنوان مثال نشاني بزرگترند، اما ��2�2نسبت به ��2�3و��2�3�2

به عبارت . برقرار است;Oاما عكس اين عبارت براي .باشدنمي�N�2�2هيچكدام از آنها متعلق به  

،اند، بنابراين;Oباشند، متعلق به مي�كه بزرگتر مساوي Nهايي از بافتار نشانيديگر تمام

b � O; Q � " 9��������!9 � ) 
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7.1.1شكل

:در لم زير شرح داده شده است;Nهاي متعلق به دو شرط لازم و كافي براي نشاني

�يك بافتار و Nهرگاه : 15.1.1لم * ��1� �2� < < < � :باشد، آنگاهNنشاني در ��1

1� 9 � N; Q R��B � N; � # 7 " B��
2� b � N; Q R��B � N; � # S " 7�
3� 9 � N; T OU V N;

9فرض كنيم ) 1: اثبات � N; اگر در نظر بگيريم ،b * c آنگاه داريم ،� # 7 " B.

bبر عكس، فرض كنيم  � Nوجود داشته باشد همچنينوB � N; به طوريكه� # 7 " B� ال ح

�چون  # b،بنابراينb باشدميبه يكي از اين دوشكل.

WX

YX


