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عزيزم مادر و پدر به تقدیم

خودگذشتͽان، از و ایثار کلمه از شان انسانͬ و عظیم تعبیر پاس به

است، پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به

مͬ�گراید، شجاعت به پناهشان در ترس و سرگردانͬ و است رس فریاد که بزرگشان های قلب پاس به

نمͬ�کند. فروکش هرگز که بͬ�دریغشان های محبت پاس به و

پ
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پيشͽفتار

نخستین فرانسوی، ریاضیدان ٢ ایومیر ١٩٨٠ سال در کرد. اشاره ها ͷموج به که بود کسͬ اولین هار١ ١٩٠٩ سال در

آنالیز توانسنتد متعامد ͷموج های پایه از ۴ مالت و ٣ میر ١٩٧۶ سال در کرد، کشف را متعامد ͬͺموج های پایه

بوجود چندریزگͬ آنالیز بردن کار به با را بازسازی های الͽوریتم و ها ͷموج تجزیه مالت و بسازند را ریزگͬ چند

.[٢١]، آورد[٢٠]

قرار مطالعه مورد میر و ۶ گروسمن ۵و دوبیشͬ توسط آفین) های قاب (یا ها قاب ͷ١٩٨۶موج سال در آن از بعد

.[١٢] شد گرفته

روند. مͬ کار به علوم های شاخه از بسیاری و ها داده آنالیز تصاویر، پردازش ها، پردازشسیͽنال در ها ͷموج نظریه

نوشت. قاب اعضای خطͬ ترکیب صورت به را فضا عناصر توان مͬ قاب هر ͷکم به هیلبرت فضای ͷی در

١Haar

٢Eumier

٣Meyer

۴Mallet

۵Dubechies

۶Grossmann



٢ پيشͽفتار

اولین شود مͬ معرفͬ قاب عملͽر توسط که کانونͬ دوگان کنند، مͬ ایفاء اساسͬ نقشͬ قابها دوگان نمایش این در

قاب خاص های ویژگͬ نͺردن حفظ و کانونͬ دوگان یافتن برای راهͬ وجود عدم مشͺل دو اما بود. خواهد انتخاب

شناسایͬ رو این از دهد. مͬ سوق کانونͬ غیر های دوگان یافتن سمت به را ما کلͬ حالت در کانونͬ دوگان توسط اولیه

است. برخوردار ای ویژه اهمیت از ͷموج قاب کانونͬ غیر دوگان

ساختار نیز کانونͬ دوگان که نیست این مستلزم ͷموج دوگان قاب ͷی وجود حتͬ که است این در اساسͬ مشͺل

حاوی اولیه استدلال متاسفانه گردید، ثابت [١١]٧ هان و دوبیشͬ توسط مثالͬ تحت ادعا این باشد داشته ͷموج

.[١] گردید ٩مرتفع ͹لموی و ٨ ͷبونی توسط بعدا که بود اشͺالاتͬ

است: فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

در آنها دوگان و ها قاب معرفͬ به اجمالͬ صورت به و کنیم مͬ یادآوری را نیاز مورد مفاهیم برخͬ اول فصل در

پردازیم. مͬ پذیر جدایͬ هیلبرت فضاهای

دارند. مهندسͬ و علوم های شاخه در زیادی کارایͬ که پردازیم مͬ آنها دوگان و ها ͷموج قاب بیان به دوم فصل در

غیر دوگان یافتن جهت فرمولͬ قابموجͷها برخͬ برای کنیم مͬ سعͬ شده انجام کارهای مرور ضمن سوم فصل در

کانونͬ دوگان یافتن که است ارزشمند جهت آن از مطلب این باشد، داشته ͷموج ساختار که دهیم ارائه آنها کانونͬ

باشد. نداشته ͷموج ساختار است ممͺن وجود صورت در حتͬ بوده، ممͺن غیر گاهͬ و دشوار امری عمل در

دهیم. مͬ ارائه ͷموج های قاب برخͬ کانونͬ غیر های دوگان یافتن برای صریحͬ های فرمولͬ نیز انتها در

٧Han

٨Bownik

٩Lemvig



٣ پيشͽفتار
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3)J. Lemvig, Constructing pairs of dual bandilmited framelets with desired time localization,
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١ فصل

ها نیاز پیش و مقدمات

روی ها قاب و عملͽرها هيلبرت، فضای درباره مقدماتͬ به حقيقͬ آناليز از مفاهيمͬ و تعاريف يادآوری ضمن فصل این در

به مͬ�تواند خواننده تͺميلͬ های بحث برای مͬ�كنيم. اشاره بعدی های فصل نياز مورد قضايای به و مͬ�پردازيم هيلبرت فضای

كند. مراجعه [٢٢] و [۶] ،[۴] منابع

هیلبرت فضای ١.١

⟨., .⟩ : تابع از است عبارت H روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. C مختلط اعداد میدان روی برداری فضای ͷی H کنید فرض

: باشیم داشته α, β ∈ C های اسͺالر و x, y, z ∈ H هر ازای به که قسمͬ H×Hبه −→ C

.⟨x, x⟩ ≥ ۰ .١

.⟨x, x⟩ = ۰⇐⇒ x = ۰ .٢

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ .۴



۵ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

.x ⊥ y مͬ�نویسیم و است عمود y بر x گوییم ،⟨x, y⟩ = ۰ باشیم داشته x, y ∈ H برای اگر

یͷفضای Hبه فضای ∥x∥ = (⟨x, x⟩)۱/۲تعریف با صورت این در باشد، داخلͬ ضرب Hفضای فرضکنید تعریف١.١.

فضای ͷی را آن باشد) همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر كه معنͬ اين (به باشد کامل فضای نرم این Hبا اگر مͬ�شود، تبدیل دار نرم

مͬ�نامیم. ١ هیلبرت

به را ها xn متناهͬ خطͬ ترکیبات تمام مجموعه باشد، H هیلبرت فضای در دنباله ͷی {xn}n∈N کنید فرض .٢.١ تعریف

مͬ�دهیم نشان زیر صورت

span{xn}n∈N = {
∑k

i=1 cnixni : k, ni ∈ N, cni ∈ C }.

باشد. Hچͽال٣ در span{xn}n∈N هرگاه گوییم، ٢ کامل هیلبرتHرا فضای در {xn}n∈N دنباله

اند: معادل زیر شرایط گاه آن هیلبرتHباشد، فضای در دنباله ͷی {xn}n∈N کنید فرض .٣.١ قضیه

است. کامل {xn}n∈N دنباله .١

.x = ۰ گاه آن ⟨x, xk⟩ = ۰ باشیم داشته ،k ∈ N هر برای و x ∈ H اگر .٢

□ ببينيد. را [۶] مرجع ٣٨ صفحه اثبات برای اثبات.

صورت این در باشد. کامل هرگاه گوییم ۴ یͺه متعامد پایه ͷی هیلبرتHرا فضای در {ei}∞i=۱ یͺه متعامد دنباله تعریف١.۴.

است: برقرار زیر شرایط

x =
∞∑
i=۱

⟨x, ei⟩ei, x ∈ H

|x| =

∞∑
i=۱

|⟨x, ei⟩|۲.

١Hilbert space

٢Complete

٣Dense

۴Orthonormal basis



۶ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

{ci}∞i=۱ ⊂ C ضرایب هرگاه که مفهوم بدین است. ۵ ω−مستقل ،H در ای دنباله چنین که شود مͬ داده نشان سادگͬ به

.i ∈ N هر برای ci = ۰ آنͽاه ،
∑∞

i=۱ ciei = ۰ که باشند طوری

زیر صورت به Mرا ۶ متعامد مͺمل ⊥Mفضای باشد، H هیلبرت فضای از ای مجموعه Mزیر کنید فرض .۵.١ تعریف

مͬ�كنيم تعریف

M⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = ۰, ∀y ∈M}.

H هیلبرت فضای از بسته فضای زیر ͷیM کنید فرض است. H هیلبرت فضای از بسته فضای زیر ͷیM⊥ همواره

دیͽر عبارت به ،x۲ ∈ M⊥ ،x۱ ∈ M که دارد x = x۱ + x۲ مانند فردی به منحصر تجزیه x ∈ H هر گاه آن باشد،

.H =M ⊕M⊥

L۲(Rd) فضای بر عملͽرها برخͬ ٢.١

گیرند. مͬ قرار استفاده مورد نامه پایان ادامه در که کنیم مͬ معرفͬ مهم عملͽر چند بخش این در

شود مͬ تعریف زیر صورت به (۱ ≤ p <∞) Rd روی Lp فضاهای باشد. اسͺالر میدان ͷی C کنید فرض

Lp(Rd) := {f : Rd → C;
∫
Rd

|f |pdx <∞}

فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب با L۲(Rd) فضای p = ۲ حالت در است باناخ فضای ͷی ∥ . ∥p= (
∫
Rd |.|p)۱/p نرم با که

است مختلط هیلبرت

⟨f, g⟩ :=
∫
Rd

f(x)g(x)dx .

داریم. نیاز L۲(Rd) در زیر عملͽر سه به نامه پایان این در

۵ω−Independence

۶Orthogonal complement



٧ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

باشد. d× d نامنفرد ماتریس ͷی A mو ∈ Z و k ∈ Zd کنیم فرض .۶.١ تعریف

کنیم مͬ تعریف صورت این در

Tk : L
۲(Rd) → L۲(Rd), Tkf(x) = f(x− k) انتقال)٧ (عملͽر

DA : L۲(Rd) → L۲(Rd), DAf(x) = | detA|۱/۲f(Ax) (٨ اتساع (عملͽر

Em : L۲(Rd) → L۲(Rd), Emf(x) = e۲πim.xf(x) (٩ مدولاسیون (عملͽر

را ها عملͽر این خواص دهیم. مͬ نشان D با را DA اختصار به و نامیم اتساع ماتریس A را فوق تعریف در Aماتریس

دارند. بدیهͬ اثبات که کنیم مͬ بیان زیر گزاره دو در

داریم را زیر روابط k, j,m ∈ R هر برای .٧.١ گزاره

T ∗
k = T−k = (T−۱)k

(Dj)∗ = D−j = (D−۱)j

E∗
m = E−m = (Em)

−۱

داریم را زیر روابط k,m ∈ Rd, j ∈ Z هر برای .٨.١ گزاره

TkD
j = Dj TAjk , Dj Tk = TA−jkDj

Tk Em = e−۲πikm Em Tk, Em Tk = e۲πikm Tk Em

EmD
j = Dj EAjm , Dj Em = EA−jmDj .

کنیم. مͬ معرفͬ L۱(R) روی یͺانͬ عملͽر ͷی عنوان به ١٠را فوریه تبدیل اکنون

٧Translation

٨Dilation

٩Modulation

١٠Fourier transform



٨ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

تعریف زیر صورت به دهیم مͬ نشان F(f) یا f̂ نماد با که f فوریه تبدیل f ∈ L۱(R) هر برای .٩.١ تعریف

شود مͬ

f̂(γ) :=

∫
R
f(x)e−۲πiγ.xdx

f̌ با را f فوریه تبدیل وارون است. L۲(R) به L۲(R) از یͺانͬ عملͽر ͷی به توسیع قابل فوریه تبدیل ١١ پلانچرل قضیه طبق

دهیم. مͬ نمایش F−۱f یا

آنͽاه f, f̂ ∈ L۱(R) اگر ١٢ وارون: فوریه تبدیل .١٠.١ قضیه

f(x) =

∫
R
f̂(y)e۲πixydy (a.e) .

داریم را زیر روابط k ∈ Rd, j ∈ Z هر برای .١١.١ گزاره

F Tk = E−kF

F Dj
A = D−j

A∗F .

هيلبرت فضای در ها قاب ٣.١

ͷی مهم عملͽر دو خواص اختصار به چنين هم مͬ�پردازيم. پذیر جدایͬ هيلبرت فضاهای در ١٣ ها قاب معرفͬ به بخش این در

. مͬ�كنيم بررسͬ را قاب

وجود B و Aمثبت های ثابت هرگاه مͬ�نامیم، (گسسته) قاب ͷی Hرا ١۴ هیلبرت فضای در {fi}∞i=۱ دنباله .١٢.١ تعریف

١١Plancherel ’s theorem

١٢Inversion Fourier theorem

١٣ Frame

١۴ Separable



٩ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

،f ∈ H هر برای که طوری به باشند داشته

A∥f∥۲ ≤
∞∑
i=۱

|⟨f, fi⟩|۲ ≤ B∥f∥۲.

چسبان را قاب B = ۱ و A = ۱ که حالتͬ در و ١۵ چسبان را قاب گاه آن A = B اگر مͬ�نامیم. قاب های کران را B و A

مͬ�نامیم. ١۶ نرمال

برای بسل كران را B و باشد برقرار قاب نامساوی بالای شرط حداقل هرگاه گوییم ١٧ بسل را {fi}∞i=۱ ∈ H دنباله

مͬ�گوییم. {fi}∞i=۱

{fi}∞i=۱ هرگاه نامیم
١٨ قاب دنباله ͷی را {fi}∞i=۱،باشدHهیلبرت فضای در دنباله ͷی {fi}∞i=۱ فرضکنید تعریف١٣.١.

باشد. span{fi}∞i=۱ برای قاب ͷی

کران را مͬ�کند قابصدق نامساوی های شرط در Bکه برای مقدار کوچͺترین Aو برای مقدار بزرگترین قاب، تعریف در

�نامیم. مͬ قاب ١٩ بهینه های

Hو برای یͺه متعامد پایه ͷی {ei}∞i=۱ که {Uei}∞i=۱ از خانواده ͷی ،H برای ٢٠ ریس پایه ͷی .١۴.١ تعریف

است. دوسویͬ و کراندار عملͽر ͷی U : H → H

از مستقیمͬ نتیجه آن برهان شد. خواهد قاب ͷی مجددا قاب، ͷی و بسل دنباله ͷی مجموع که دهد مͬ نشان زیر لم

هاست. تعریف

١۵Tight frame

١۶Normal tight frame

١٧Bessel sequence

١٨Frame sequence

١٩Optimal bounds

٢٠Riesz basis



١٠ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

کنید فرض همچنین و باشد، آن در B و A های کران با قاب ͷی { fi}∞i=۱ و هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١۵.١ لم

است.
√
B۲ + C۲ و

√
A۲ − C۲ های کران با قاب ͷی { fi+ gi}∞i=۱ آنͽاه باشد، C کران با بسل دنباله ͷی { gi}∞i=۱

□ ببینید. را [٧] مرجع ٢.٧ نتیجه و [١٣] مرجع ٣ قضیه اثبات برای اثبات.

اين مͬ�شود، تعريف زمینه هيلبرت فضای روی آن با متناظر كه مͬ�شود بيان عملͽری توسط قاب يك خواص از بسياری

مͬ�ناميم. قاب عملͽر را عملͽر

از است عبارت ٢١ قاب عملͽر باشد، H پذیر جدایͬ هیلبرت فضای در قاب ͷی {fi}∞i=۱ کنید فرض .١۶.١ تعریف

مͬ�شود، تعریف زیر صورت به که S : H −→ H عملͽرخطͬ

Sf =

∞∑
i=۱

⟨f, fi⟩fi, ∀f ∈ H.

معͺوس کراندار، عملͽری S گاه آن باشد B و A های کران و S قاب عملͽر با قاب ͷی {fi}∞i=۱کنید فرض .١٧.١ قضیه

علاوه به است. مثبت و خودالحاقͬ پذیر،

AI ≤ S ≤ BI.

□ راببینید. [۶] مرجع ١٠٠ صفحه اثبات برای اثبات.

باضابطه T عملͽر ،Hهیلبرت فضای در {fi}∞i=۱ قاب برای .١٨.١ تعریف

T : ℓ۲(N) −→ H, T{ci}∞i=۱ =

∞∑
i=۱

cifi,

است، زیر صورت به آن الحاقͬ عملͽر و مͬ�شود نامیده ٢٢ قاب پیش عملͽر

T ∗ : H −→ ℓ۲(N), T ∗(f) = {⟨f, fk⟩}∞k=۱,

،f ∈ H هر برای که مͬ�شود داده نشان سادگͬ به مͬ�شود. گفته ٢٣ تجزیه عملͽر که

٢١Frame operator

٢٢Pre-frame operator

٢٣Analysis operator



١١ ها نیاز پیش و مقدمات .١ فصل

S : H −→ H, Sf = TT ∗f =
∑∞

i=۱⟨f, fi⟩fi.

باشد. ریس پایه {fi}∞i=۱ اگر تنها و اگر است پذیر معͺوس T حقیقت در نیست. پذیر معͺوس همواره T قاب پیش عملͽر

عملͽر با قاب ͷی {S−۱fi}∞i=۱ گاه آن باشد، B و A های کران و S قاب عملͽر با قاب ͷی {fi}∞i=۱ هرگاه .١٩.١ قضیه

است. B−۱ و A−۱ های کران و S−۱ قاب

□ ببینید. را [۶] مرجع ١٠١ صفحه اثبات برای اثبات.

{S−۱fi}∞i=۱ قاب بهینه های کران B−۱ و A−۱ گاه آن باشند، {fi}∞i=۱ قاب بهینه های کران B و A هرگاه .٢٠.١ لم

هستند.

□ راببینید. [۶] مرجع ١٠٠ صفحه اثبات برای اثبات.

داریم f ∈ H هر برای گاه آن باشد، {fi}∞i=۱ قاب عملͽر S کنید فرض .٢١.١ قضیه

f =
∞∑
i=۱

⟨f, S−۱fi⟩fi =
∞∑
i=۱

⟨f, fi⟩S−۱fi. (١.١)

□ راببینید. [۶] مرجع ١٠٢ صفحه اثبات برای اثبات.

قاب بهینه های کران گاه آن باشد، S قاب عملͽر و Tقاب پیش عملͽر Hبا برای قاب ͷی {fi}∞i=۱ فرضکنید .٢٢.١ قضیه

از: اند عبارت

A = ∥S−۱∥−۱, B = ∥S∥ = ∥T∥۲.

□ راببینید. [۶] مرجع ١١١ صفحه اثبات برای اثبات.

های دنباله همه بین در را نرم l۲ کمترین (١.١) در {⟨f, S−۱fi⟩}∞i=۱ قاب ضرایب که دارد اشاره واقعیت این به بعدی قضیه

ببینید. را [۶] مرجع از ١.١.۵ قضیه آن اثبات برای دارد. f به متناظر

f = صورت به نمایشͬ { ci}∞i=۱ ضرایب برای f اگر .f ∈ H و H برای قاب ͷی { fi}∞i=۱ کنیم فرض .٢٣.١ قضیه

آنͽاه باشد داشته
∑∞

i=۱ cifi
∞∑
i=۱

| ci|۲ =

∞∑
i=۱

|⟨f, S−۱ fi⟩|۲ +

∞∑
i=۱

| ci − ⟨f, S−۱
i ⟩|۲.



٢ فصل

ͷموج های قاب کانونͬ دوگان

این در اند، داده نشان را خود کارایͬ مهندسͬ و علوم های شاخه از بسیاری در که هستند ها قاب از رده ͷ١ی ͷموج های قاب

پرداخت. خواهیم هایͬ قاب چنین دوگان بررسͬ به L۲(Rd)هیلبرت فضای در ͷموج های قاب معرفͬ ضمن بخش

کانون٢ͬ دوگان ١.٢

کاملͬ پاسخ است. (١.١) در {⟨f, S−۱fi⟩}∞i=۱ قاب ضرایب جای به مناسبͬ ضرایب یافتن قابها، نظریه اصلͬ اهداف از ͬͺی

شرایط هایͬ مثال همراه به قاب ͷی دوگان معرفͬ ضمن بخش دراین است. قاب ͷی برای هایͬ دوگان یافتن مبحث این به

کنیم. مͬ بررسͬ نیز را آنها وجود

بسل دنباله ͷی نيز {gi}∞i=۱ اگر چنین هم باشد. H هیلبرت فضای برای بسل دنباله ͷی {fi}∞i=۱ کنید فرض .١.٢ تعریف

،f ∈ H هر برای که طوری به Hباشد برای

f =

∞∑
i=۱

⟨f, gi⟩fi,

١Wavelet frames

٢Canonical dual



١٣ ͷموج های قاب کانونͬ دوگان .٢ فصل

مͬ�نامیم. {fi}∞i=۱ دوگان را {gi}
∞
i=۱ گاه آن

كه طوری به دارد وجود {gi}∞i=۱ قاب يك حداقل اینͺه ضمن است. تقارنͬ خاصيت دارای دوگان كه داریم توجه

f =

∞∑
i=۱

⟨f, fi⟩gi, ∀f ∈ H. (١.٢)

است. {gi}∞i=۱ = {S−۱fi}∞i=۱ صورت به استاندارد انتخاب حقيقت در

هاست. قاب كاربرد در ابزارها مهمترين از ͬͺي مͬ�شود خوانده نيز ٣ بازسازی فرمول كه (١.٢) تساوی

هستيم مواجه البعد نامتناهͬ عموما هيلبرت فضای يك روی دار كران عملͽر معͺوسيك با نيز كانونͬ دوگان حالت در متاسفانه

دوگان به {fi}∞i=۱ قاب از خاصͬ های ويژگͬ كه نيست تضمينͬ هيچ ديͽر، طرفͬ از نمͬ�آيد. دست به آسانͬ به معͺوس اين كه

گردد. منتقل نيز {S−۱fi}∞i=۱ آن كانونͬ

برآورده را ما خاص شرایط که دارد وجود (١.٢) در {gi}∞i=۱ برای دیͽری های انتخاب آیا که گردد مͬ مطرح سوال این اکنون

داد. خواهیم پاسخ ͷموج قاب مورد در سوال این به بعد های فصل در سازد؟

اند: معادل زیر های گزاره آنͽاه Hباشند در بسل های دنباله {gi}∞i=۱ و {fi}
∞
i=۱ کنید فرض .٢.٢ لم

f =
∑∞

i=۱⟨f, gi⟩fi, ∀f ∈ H .١

f =
∑∞

i=۱⟨f, fi⟩gi, ∀f ∈ H .٢

∥f∥۲ =
∑∞

i=۱⟨f, fi⟩⟨gi, f⟩, ∀f ∈ H .٣

⟨f, g⟩ =
∑∞

i=۱⟨f, fi⟩⟨gi, g⟩, ∀f, g ∈ H .۴

{gi}∞i=۱ و {fi}∞i=۱ های قاب و همͽرایند نامشروط بطور بالا های سری همه باشند، برقرار بالا شرایط تمام که صورتͬ در

یͺدیͽرند. دوگان

ببینید. [۶]را مرجع اثبات برای اثبات.

٣Reconstruction


