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� �����	�� ���� 	� ���� � 	� !"#�$� %� &� '�(� �
�	) ����*+��' ,�' �-�./

�0�1 �#	)"2 	0�� 3 �4���'� ���1' 5�6� 7�8) 	0�� � ��.��' 7�����

���
/ !'79 	0�� �'���) ��0��

:�	
� ;�<���� =����	$�� !>��6) �?��	� ��	�'�� �#��' ��0@' 7@'� ���.@'�� ��4�A8� BC�)

�� ��8$D ��76� EFGH 	�� ��4�A80I�J'�K L�'�� �#��' �4/ ;7M����

,�' 3���� �	� ��� ,�' 3NO� ��I�� '�7�) �I��) 3 �'�7�� –A(α) 3P4C) �'�7�� ���;Q�� 7�4�

�.�# ����*+��'

�����

�� ����� 	 �
� ����� ��� �� ���� ����� ���������� �	 � �� �!� �� ���� "�#�� �#� �$

"�%� ��&'() *+#��$��,� -./ �� 	� ��01� 23�
� 24 ���� 5%��� ��)6#�1� 7�/�

8���9 ���� ����� ���:4�� ���� ���������� �	 � 2;< �� "���,� �� �	 � �� +�)$,�

��0#�� –A(α) =α >�?� �#$�1� ���� �� @$�� ���0#�� ��4�� "$�� "���,� �	 � -#?� *$�� �0&�

*$�<,� @$�$ "�%� -./ �� 	� ��01� � �
� 0&� �	 � "A 8�(B� �� �	 � ,#���� *-/�
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K� . . . . . . . . . . . . ��������� ��)�	 � ���0#�� 2�:S� K*R*�

$� ' ( �� �� #  )
 * +� �� , - � �  � � ��  
 �./ *�� 0$� 1

KF %2��- ��"3�� 4��� �� 5 
�*
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C �����

�����

"A -�()� �� �O�� �� �� *-/� �$0B ?� ��A +�� U4��� �� ,;# 2�
����#$ �L$��� �$0B 24

��),HQ#	 �� -./ 23�
� �$0B 24 "��� �#� �$ *-/� �N9�H ���V ��WW.N� �O�� $���

23�
� �$0B 24 �;%� 2 �0:�<��) 	 1X���� �� �FRT 8�/ �� *-/� ��$��G�� ,I�G

@0#$�H �3��� 23�
� �#� �� $��G�� -�O �$0�N� ��)�	 � =0�$�� "��� �� -./ �� 	� ��01�

�)"A �$ �� -/� @0< �N9�H ����� ��)�	 � ���0#�� ��4�� =23�
� �#� ,:I� 2;%� *-/�

*$� � 8� N & � ? � � 2 3� 
 � ���0 #� � ��� � , N 
 #� �, � =- V$ � N 9� H � Y � �$ � � @	 B �� Z� H 8� [

��4�� 8��V �$ �$�#� ��)-#$	0S� =�� 	� ��01� 23�
� �$0B 24 ���� \#�I ��)�	 �

]	 ��� ��^V *0��%� _V�	 0��� ,#�)�	 � ��&� 0< 0)��G UB�� �̀N #��� �� 0���$ ���0#��

	 0<��,� J �a��04 ��0#�� -A ,!G ,��H0&� �	 � b# �����c d0&�,� "��� �� 3-
�3�; �$

����� 	 ��_�/	 ���0#�� ��4�� �� ,#�)�	 � ���� �� ��1�1S� ��
� =e-/� ,&(� �̀��? � �	 �

���� �$0B ��)�	 � �� 	� �:(O �� 4BDF ,!G ,��H0&� ��)�	 � *$�(� f.%� ��L��

���
� $�G g�G ��),HQ#	 -:B �� �� =0#$�H ,9��� �FRJ 8�/ �$ �� 0&N
) -./ 23�
�

�$0B 24 ���� ]	 ��� ��)�	 � �� �!� �(� ���� "�#�� �#� �$ *0&N9�H ���V �O�� $���

7�/� �� ����� 	 �
� ����� ��� �� Z���� ����� ���������� �	 � b# =-./ ��)@�MN/$

*$�<,� ,9��� -./ 2�
����#$ �L$��� ��)@�MN/$ 24 ���� 5%��� ���#�1�

	 hEi 	 hCi 	 hRi _��&� �� � 2W9 6 �!� @0(B *-/� @0< ��	A$�H 2W9 �/ �$ ����"�#�� �#�

�� j���� ,���01� +�)��� "A �$ �� -/� @0< ��	A _(O h�Di 	 h�Ri 	 h�Ci 	 h�Ki 	 h�Ti

Curtiss1

Hirschfelder2

Dahlquist3

Backward Differential Formula4



R �����

*+�&�,� "��� �� -./ ��)@�MN/$ �$0B 24 ��)�	 � 	 8	� ����� 2�
����#$ �L$��� @�MN/$

Z���� �� ��� ���������� �	 � �3��� � � =-/� @0< ��	A$�H h��i _�&� �� �� J 2W9 �$

�	 � �� -./ , �(�� 2�
����#$ �L$��� 24 ���� maple ��?9�Z�� �� �������� *+#��$��,�

�� k#�N� �� +#�@$�� ��O� -./ � �
� 0&� ���� �� "A 	 @0< ���� Z���� ����� ����������

*-/� @0�A K 2W9 �$ @0�A -/$

*-/� @0< ��	A$�H �#� � �1� 7�/� �� ���� "�#�� �#�

H. Ramos, J. Vigo-Aguiar, A fourth-order Runge-Kutta method based on BDF-

type Chebyshev approximations , Appl. Math. Comput. 204(2007) 124-136.
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E ������� ��	�
� � �����

��@$� ����� �@�'� A� ���� ��" 0$� &B&

�� 	� ��01� � �
�

y′ = f(x, y), y : [x0, b] → R
m, f : [x0, b] × R

m → R
m, l�*�m

y(x0) = y0,

*0#��M� �Y� �$ ��

�� ���� �� ��	� 
��� ��	� f� R2 �� ������� D ���� ��� ��� ����

f ∈ c(D) ���

���� ��� D�� L����  �! "�	# 	� x �� "$%& ����  �! '�� �� f�(�

)�*�%� �� ���	� ���� b� a � ��	� D �� 
&��� �*�& (τ, ξ) ���� ��� +,��-./

R = {(t, x) :| t − τ |≤ a, | x − ξ |≤ b}

t ���� ����� ��!�� ����� �!	%� ���� φ ��0��12�� 3��4 +5��� ,6� �� ����7 ���8 D ��

+9: �� �� ���� ��4� | t − τ |≤ h �� 
6	/

h = min{a,
b

M
}, M = max | f(t, x) | .

(t, x) ∈ R�

� *h�Ji n*� *"�)��

�L$��� @�MN/$ 24 �$0B ��)�	 � *$��$ ,#�N;# o��O l�*�m � �
� 0�&� p�9

@��� �� ,W.%� j�1� �$ �� y(x) o��O ,�#�1� �#$�1� =l�*�m 2;< �� �� 	� q#��< �� 2�
����#$



� ������� ��	�
� � �����

�!1� �) =�:I�� ��	�
N� ���9� b# �$ *0���$ Z�� ��@�H j�1� �� =0��	A,� -/$ �� [x0, b]

�!��� �� x0 �	 � �� ,)�H

xn = x0 + nh, n = 1, 2, . . . , N,

xN = b,

*$�<,� @0���� Z�H 8�[ h "A �$ �� =0#A,� -/$ ��

�� "A �� -/� ��  	� ��01� 23�
� �$0B 24 ��)�	 � �� 	� �� 1 �: #	� ]	 ��� �	 �

,�#�1� �#$�1� =�:#	� �	 � �� l�*�m �$0B 24 ���� *-
��$ �M#$ ��) �	 � 7�/� "���,�

�!��� �� . . .=y(x2)=y(x1)=y(x0) �� . . .=y2=y1=y0

yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1), n = 1, 2, . . .

y(x0) = y0,

*0&#A,� -/$ ��

� #$� 1 � 	 - /� � N 
 ��	 yn−1 � � � � & � yn � � $� <, � � Y 4 � � : #	� 8� �� 9 � � � O� � � �

,!��	 � 2��< ,��H0&� ��)�	 � �� , �4 �$ *0���0� ,%1� yn ���/�S� �$ . . .=yn−3=yn−2

8�a� "��&B �� *-/� �N
��	 ?�� yn−k=. . .=yn−2 (k � 2) �#$�1� �� yn ���A �$ �� -/�

yn = yn−2 + 2hf(xn−1, yn−1).

���:(O ,����B �� ="A ��1N%� �� $�<,� @$��N/� f _��� q19 �:#	� �	 � 8���9 �$ ��&'()

�:#	� �	 � �N9�# +�(�� �� ��:�� ��/ �	 � �� , �4 �$ *$��0� $�O	 . . .=y′′′(x)=y′′(x) 2��<

@$��N/� ?�� . . . , y′′′(x), y′′(x) �����B �� =y′(x) �� @	B �)"A �$ �� -/� ,!��	 � 2��< =-/�

Euler1



F ������� ��	�
� � �����

�� ,���I �$ *$�<,� ��/�S� ��� b# ��&� f _��� =�:#	� �	 � �� Z�H �) �$ ��&'() *$�<,�

8�a� "��&B �� =$�<,� ��/�S� ��� b# �� P�� f _��� 2��������� ��)�	 � �$

yn = yn−1 + hf(xn−1 +
h

2
, yn−1 +

1

2
hf(xn−1, yn−1)).

�N/$ 	$ =�)�	 � �� 	� �0&�@$� �$ �#����&� *-/� ��������� ��)�	 � �N/$ �� �	 � b#

*,��H0&� ��)�	 � 	 ,��Hb� ��)�	 � d-9�H �Y� �$ "���,� �� �	 �

-/$ �� ,:�V @�H �$ ��B[� �� @$��N/� � � @�H �) �$ ,�#�1� ��01� ,��Hb� ��)�	 � �$

��B[� �� @$��N/� �� ,�#�1� ��01� =,��H –k ̀a� =,��H0&� �	 � b# �$ �� , �4 �$ *0#A,�

*$�<,� ����� ,:�V @�H k �$

��� ������� �����
 � � �

�� y(x) o��O ,�#�1� �#$�1� 0�&� p�9 	 0#��M� �Y� �$ �� l�*�m 2�
����#$ �L$��� @�MN/$

+#�@$�(� ��/�S� i = 1, 2, . . . , n, xi = x0 + ih �!1� n �$

yi � y(xi) i = 1, 2, . . . , n.

���I �� ,:� - �4 �$ l�*�m 2�
����#$ � $��� 24 ���� ,��H –k �	 � b#

k∑
i=0

αiyn+i = hφ(xn, xn+1, . . . , xn+k, y
′
n, y

′
n+1, . . . , y

′
n+k),

�� 21N
� φ �H� *0&<� �,� Z�:�� 	 -�� r � #$�1� αi 	 Z�H 8�[ h "A �$ �� =$�<,� �N<� �

��01� k − 1 $�0�� *+����,� ,&(� �� �	 � ���I �#� ��s �$ 	 \#�I �� �	 � =0<�� y′
n+k

Runge-Kutta2



�T ������� ��	�
� � �����

b� �	 � b# �� @$��N/� �� "���,� �� ,��H –k �	 � b# �	 �< ���� ���� $��� yk−1=. . .=y2=y1

���I �� ,!G ,��H 0&� ��)�	 � ,:� 2;< *$�	A -/$ �� ,��H
k∑

i=0

αiyn+i = h
k∑

i=0

βifn+i, lJ*�m

"��?() β0 	 α0 6#��� 	 αk = 1 =0&N
) ,N��r ,1�14 $�0B� βi 	 αi 6#��� "A �$ �� =-/�

*(α2
0 + β2

0 �= 0) 0&N
�� ��I

$�<,� �)�t � $��� u� -(/ �$ ��&� yn+k ,����B �� =$�<,� @0���� \#�I �	 � =βk = 0 �H�

�� �	 � =βk �= 0 �H� *$�	A -/$ �� �̀(�1N
� -/�� -(/ �#$�1� �� @$��N/� �� �� "A "���,� 	

��/�S� 2��V �̀(�1N
� 	 @0<�)�t � $��� ]�[ 	$ �) �$ yn+k ���I �#� �$ =+�#�H ,&(�

*0<��,(�

����� �!	%� �/ ���� ;	7�/ <�6�7 ��=./ �� �(��� 
*> 
�	7��? @��  �� !��"�

+����� ��!��

lim
h→0
n→∞

nh=x−x0

yn = y(x),

��� � � � !	 % � A� yn �	 / 3�� 4 � . / ��� � � � �	 � ��� 8� � x ∈ [a, b] � / ��A� � �

< � �	 � � � ��� +� � � �
 � �� � yµ = yµ(h) , 6A	 B: C 6�� � �� � � ����� � � !��

limh→0 yµ(h) = y0, µ = 0, 1, 2, ..., k − 1.

���I �� �� lJ*�m �	 � ��Y� L ,:���� �M:(B

L[y(xn); h] =
k∑

i=0

αiy(xn+i) − h
k∑

i=0

βiy
′(xn+i), lK*�m

-<�� "���,� xn 8�4 ��:�� q
� �� @$��N/� �� *+�&�,� 5#���

L[y(xn); h] = c0y(xn) + c1hy′(xn) + c2h
2y′′(xn) + · · ·+ cqh

qy(q)(xn) + · · · ,



�� ������� ��	�
� � �����

"A �$ ��

c0 =
k∑

i=0

αi,

c1 = (α1 + 2α2 + · · · + kαk) − (β0 + β1 + · · · + βk),

cq = (
1

q!
)(α1 + 2qα2 + · · ·+ kqαk) − (

1

(q − 1)!
)(β1 + 2q−1β2 + · · · + kq−1βk), q = 2, 3, · · · .

�$��� A� �� �(��� 
*> 
�	7��? @�� 9: �D	��� � �E��� 
FG	0� �=F.H ��� !��"�

;	7�/ <�6�7 p

c0 = c1 = . . . = cp = 0, cp+1 �= 0.

-<�� "���,� cp+1 ��I��s -��r 	 y(x) ∈ Cp+2 �) ���� ���I �#� �$

L[y(x); h] = cp+1h
p+1yp+1(xn+k) + O(hp+2)

*0&���,� �!G -��r �� cp+1��

�
	���� !�"# � �
��$�� % � �

���	� p ≥ 1 ��$��� A� ;	7�/ <�6�7 3�	7A	I �� �(��� 
*> 
�	7��? @�� #�� !��"�

�7� 	J�� � �7� "I� �	7A	I �(��� @�� ,6���	��
k∑

i=0

αi = 0,
k∑

i=0

iαi =
k∑

i=0

βi.

consistent3



�J ������� ��	�
� � �����

���I �� 6���� �� �� ,!G ,��H0&� �	 � �W.%� ���:(O0&� ���	$ 	 �� 	� �H� 8�4

ρ(ξ) =
k∑

i=0

αiξ
i, σ(ξ) =

k∑
i=0

βiξ
i,

�H� ��&� 	 �H� -/� ��H��/ �	 � ���I �#� �$ =+�&� 5#���

ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1).

�#� �� $��$ v� �$ �%#� b# @���() ρ(ξ) �W.%� ���:(O0&� ��H��/ �	 � b# �$ �#����&�

�� s = 2, 3, 4, . . . , k, ξs =�)�%#� ��1� 	 +�)$,� "�%� ξ1 � � �� "A 	 +����,� ,:I� �%#� ��

*0<�� � �� �N%�� �	 � ��)Z�H $�0�� �� 0��<,� �)�t ,���� 	 +����,� ,B�9 ��)�%#�

� � � � *- /� y(x) = 0 "A o�� O � � 0 #� � M � � Y � �$ �� y′ = 0 =y(0) = 0 � �  	� ��0 1 � �  � 
 �

*0#A,� -/$ �� ∑k
i=0 αiyn+i = 0 ,:��� � �  $��� =�  �
� �#� �	 � lJ*�m �	 � ���H���

�  $��� �� yn ���� o��O b# �w  *0&<� � ? #�( N� 	 ,1�14 ρ(ξ) �� ξs ��)�%#� 0� &� p�9

���I �� x�9 ,:����

yn = h(d1ξ
n
1 + d2ξ

n
2 + · · ·+ dkξ

n
k ),

n → ∞ 	 h → 0 ���� 0#�� =0<�� ��M() �	 � �H� *0&N
) @��. $ ��)-��r ds "A �$ �� =-/�

+#��$ �;&#� �� �O�� �� *yn → 0 +�<�� �N<�$ -��r nh = x 	

lim
h→0
n→∞
nh=x

hξn
s = x lim

n→∞
ξn
s

n
= 0 ⇔ |ξs| � 1,

*0<�� b# �� �N%�� ρ(ξ) ��)�%#� @��0�� 0#��� =�	 � ,#��M() ���� �#����&�

,M��H0&� �� ρ(ξ) �W.%� ���:(O0&� ,1�14 �%#� b# ξs �� +#��H,� �Y� �$ �� ,N �4

���I �� x�9 ,:���� � $��� �� yn ���� o��O b# �w =0<�� m > 1

yn = h
k∑

t=1
t �=s

dtξ
n
t +h(ds,1+ds,2n+ds,3n(n−1)+ · · ·+ds,mn(n−1)(n−2) · · · (n−m+2))ξn

s ,
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q ≥ 1 ���� "�� *$�� 0)��G

lim
h→0
n→∞
nh=x

hnqξn
s = x lim

n→∞nq−1ξn
s = 0 ⇔ |ξs| < 1

�̀0��� 0#�� b# �� P�� ,M��H0&� �� ��)�%#� �@��0�� �	 � ,#��M() ���� �� -/� \��	 �w 

*0&<�� b# �� �N(�

�	/�K6� ;	7�/ <��	&
� 4���6	 L M�0� �� �(��� 
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�	7��? @�� $�� !��"�

���8 ��� ;�6�� )>�� � A� N�� 
=&	7��? A� �	/�K6� � ;��� ��� ;�6�� ��� � )>�� ρ(ξ)
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� *hEi n*� *"�)��

2k + 1 $�0�� =αk = 1 p�9 �� �� $��$ βi	 αi 6#�� 2k + 2 $�0�� lJ*�m ,!G ,��H –k �	 �

���� 	 2k + 1 �	 � ����� ,&(� ,��H –k �	 � b# ���� +#��$ ��YN�� �w *+#��$ $��A �N�����

*0&�,� f.%� �� ����� -#$	0S� �#� ��^V ���0#�� ���I ���� ��� *0<�� 2k \#�I �	 �

k ��� � 6�	�� ���� @�� �$ ��� ���6	 L M�0� 
*> 
�	7 –k @�� Q6 �� &�� ����

�"I� k + 2 �R��� k S�A �6�	�� ���� � k + 1 �R���

� *hEi n*� *"�)��

zero-stable4
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,:�:S� o��O 	 -/� ��0#�� ���I 	 ��H��/ �	 � 0�&� p�9 	 0#��M� �Y� �$ �� lJ*�m �	 �

j�< �$ �� 	� ��01� � �
� �� y(x)

k∑
i=0

αiy(xn+i) = h
k∑

i=0

βif(xn+i, y(xn+i)) + Tn+k, lC*�m

� � lJ*�m o�� O {ỹn} � H� 8� 4 *- /� , � �� � , <� � �� ! G Tn+k "A �$ � � =0 & �, � x0 I

+#��$ =0<�� @0< $�H ��!G o�
N4�
k∑

i=0

αiỹn+i = h
k∑

i=0

βif(xn+i, ỹn+i) + Rn+k, lR*�m

�� ! G 5 #� � � 	 lC*�m �� lR*�m 2 �� � � �� *0 & �� �, � @0 < @$� H �� ! G �� Rn+k � �

+#��$ =ẽn = y(xn) − ỹn

k∑
i=0

αiẽn+i = h
k∑

i=0

βi[f(xn+i, y(xn+i)) − f(xn+i, ỹn+i)] + φn+k,

*φn+k = Tn+k − Rn+k "A �$ ��

=��M���� ��01� ��^V ���&� @�M�A =$��$ $�O	 x ∈ [a, b] �) ���� ∂f
∂y

,3?O yN%� +�&� p�9 �H�

-<�� "���,� �;#��[ �� $��$ $�O	 (y(xn+i), ỹn+i) ��� @��� �$ ηn+k 0&��� �$0B
k∑

i=0

αiẽn+i = h
k∑

i=0

βi
∂f(xn+i, ηn+i)

∂y
ẽn+i + φn+k.

+#��$ =0��< p�9 -��r �#$�1� "��&B �� φn = φ 	 ∂f
∂y

= λ �H� 8�4
k∑

i=0

αiẽn+i = h
k∑

i=0

βiλẽn+i + φ,

+#��$ �M#$ ����B ��
k∑

i=0

(αi − hλβi)ẽn+i = φ.
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���I �� x�9 ,:���� � $��� ,��(B o��O

ẽn =
k∑

s=1

dsξ
n
s − φ

h̄
∑k

i=0 βi

,

���:(O0&� � $��� ?#�(N� ��)�%#� ξs 	 @��. $ -��r �#$�1� ds "A �$ �� =-/�

k∑
i=0

(αi − h̄βi)ξ
i = 0,

*0&<��,�

5��� �� �(��� @�� 5����6	L ���F.4��? ��� !��"�

π(ξ, h̄) = ρ(ξ) − h̄σ(ξ),

�h̄ = hλ 9: �� �� ���
� T6�U�

�� �%#� �#� =h̄ → 0 ,NV	 lim ξ1(h̄) = 1 �� 0<�� π(ξ, h̄) = 0 �� ���%#� ξ1(h̄) �� 0�&� p�9

�S�I �$ 04�	 @�#�$ 2G�$ �$ �)�%#� ��1� +�)��G,� �� -/� \��	 *0&���,� ,:I� �%#�

*0���H ���V q:N.�

<��	 � � ���� ;	 7�/ < � 6� 7 6VF*� ��� 6	 L �� �(���
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�	 7� �? @�� ��� !��"�

5��� �� 
*> 
�	7��? @�� ���� VF*� ����6	L ��	& �i = 1, 2, · · · , k +| ξi(h̄) |< 1

A = {h̄ ∈ C : | ξi(h̄) |< 1, i = 1, 2, · · · , k},

�"I� CF�W� ���H� �H�.X� C 9: �� �� ���
� T6�U�

Stability Polynomial5

Absolute Stability6
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���:(O0&� ��)�%#� �� ��0#�� ���:(O0&� ��)�%#� ���I �#��$ =0<�� h̄ = 0 �� ,��M&)

�$ �)�%#� �() ���H��/ 	 ���0#�� ���I �� �O�� �� �� $�� 0)��G y�!&� ρ ,&�# 8	� �W.%�

*-/� @$�/ �%#� b# ξ1 = 1 	 0���$ ���V 04�	 @�#�$ �	 � �# 2G�$

�$ 0&� 2�� ��I �� h ,NV	 =0<�� ��0#�� �W.%� ���:(O0&� �� �%#� b# r1 �� +�&�,� p�9

h�Ri $�$ "�%� "���,� 	 0&�,� 2�� ξ1 = 1 �� r1 ���I �#�

exp(h̄) − r1 = O(h̄p+1),

��H��/ �	 � �) �� +#��H,� �z�N� L�� �!��� �� *-/� ,!G ,��H0&� �	 � ����� p "A �$ ��

*-/� ��0#���� y:!� ��!� =b��� h̄+ ���� ��0#�� ���I 	

�$ *-/� �� �� ,/0&) "�;� �	 � �� @$��N/� =y:!� ���0#�� ��4�� ����� ��)�	 � �� ,;#

� #� X { / *0 #A, � - /$ � � π(ξ, h̄) = ρ(ξ) − h̄σ(ξ) ���0 #� � ��� : ( O0 & � �0 N �� �	 � � #�

���V 04�	 @�#�$ �	 � �� +#��H,� �Y� �$ �� ξ �� ��#$�1� *+�&�,� 24 h̄ �� -�
� �� � $���

+�)$,� ���V ��� �#� ���� 	 0���$

ξ = eiθ, θ ∈ [0, 2π],

*0&�,� f.%� �� ���0#�� ��4�� � �� h̄ �#$�1� �z�N��$

<��	� ����� ;	7�/ <�6�7 7���6	L –A �� �(��� @�� �'�� !��"�

{h̄ ∈ C : Re(h̄) < 0} ⊂ A.

A-Stable7
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<��	� ����� ;	7�/ <�6�7 8���6	L –A(α) +α ∈ (0, π
2
) �� �(��� @�� � �� !��"�

{h̄ ∈ C : −α < π − Arg(h̄) < α , h̄ �= 0} ⊂ A.

�'�7�� –A(α) �ERE =M@

<��	� ����� ;	7�/ <�6�7 9���6	L −A(0) �� �(��� @�� ���� !��"�

{h̄ ∈ C : Re(h̄) < 0, Im(h̄) = 0} ⊂ A.

A(α)-Stable8

A(0)-Stable9
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Q?�� 
�	� ��8 �� h � [�Z� (Reλ)� +h̄ → −∞ ���� <6�$� �	\� y′ = λy 9��A: �!	%� ���

�lim yn = 0 ���	$&

<��	� ����� ;	7�/ <�6�7 11���6	L "WI ��� �� �� �(��� @�� �$�� !��"�

A1 ∪ A2 ⊂ A,

9: �� ��

A1 = {h̄ ∈ C : Re(h̄) < −a},

A2 = {h̄ ∈ C : −a ≤ Re(h̄) ≤ 0,−c ≤ Im(h̄) ≤ c},

�� �� ����6	L –A(α) +����6	L "WI ��� �� �� "I� ]G�� ����%/ "$R� 
��� ���H� a, c �

��/�
� �X��& α = arctan(
c

a
) ��A�

C<� A�'*��#� �D���� =�E��� 1B&

�$ *0&N
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�

L-Stable10

Stiffly-Stable11


