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  :مقدمه - 1- 1
  

معادله ریچاودري یکی از معادله هاي اساسی نسبیت عام است و در بسیاري از حوزه ها مانند مسئله 
رت سنتی در هر متن درسی در زمینه نسبیت به صو. تکینگی ها در کیهان شناسی اهمیت بنیادي دارد

. عام هنگام طرح مسئله تکینگی نخست به معرفی و استخراج معادله ریچاودري پرداخته می شود
بنابراین هر کوششی براي فهم بهتر . را دید) 1984والد، (براي نمونه می توان کتاب نسبیت عام والد 

) که در بالا به آن اشاره شد(هاي این معادله با توجه به محدودیت . آن داراي ارزش نظري است
ار می شکل ساده و سنتی این معادله در حوزه هاي جدیدي که به تدریج کشف و یا مورد توجه قر

اصلاح شده این معادله براي استفاده در ین ترتیب یافتن نسخه هاي بد. گیرد قابل اعمال نیست
ي اندکی از این معادله در چارچوب نظریه هامیم پیش از این تع. قلمروهاي تازه کاملا ضروري است

و ابریو و )  1991فنلی، (نسبیت عام ارائه شده است که تعمیم ارائه شده توسط فنلی و همکاران
با توجه به علاقه روزافزون محققین به گسترش . ندهست نمونه هایی از آن) 2011ابریو، (همکاران 

کوشش براي   f(R)گرانش اصلاح شده مانند گرانش هاي مختلف نسبیت عام از جمله نظریه هاي 
یافتن تعمیم این معادله در چنین نظریه هایی ضروري است و منجر به فهم بهتر معادله و نیز درك 

  .جنبه هاي تازه اي از این نظریه ها خواهد شد

    

   مان گونهژئودزي هاي ز جهت هم براي بردارهاي ريمعادله ریچاود - 2- 1
  

) 1984،والد( والد رابرت ري در چندین کتاب مانند کتاب نسبیت عام عادله ریچاودرهیافت ساخت م
ختار مقیاس بزرگ فضا زمان و کتاب سا) 2004کارول،(و کتاب هندسه و فضا زمان سین کارول 

و ) 2005ددهیچ،(نارش ددهیچ  هو چندین مقاله از جمله مقال) 1972هاوکینگ،(هاوکینگ استیون 
صورت مفصل بحث و بررسی گردیده است که ما به ه ب) 2011ابریو،(و و همکاران گابریل ابریمقاله 
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ها با اندکی تغییر اسمی کمیت ها برگرفته از کتاب  ان و هماهنگی با بقیه فصلمنظور شیوایی بی
  . کنیم صورت زیر بیان میه نسبیت عام والد آن را ب

 ومیدان برداري τویژه زمان گونه با زمان  براي شروع لازم است بیان کنیم که بردارهاي ژئودزي هاي
  اساسی بهنجارشده با یکاي طول با رابطه ݑمماسی سرعت 

  
ݑݑ  = −1  

  
  : به صورت زیر تعریف کرد ܤتوان یک میدان تانسوري  میاکنون  .شوند پارامتربندي می

  
ܤ =  ݑߘ

)1-1(  
  

  ت یعنیاس که به صورت فضایی
  

ݑܤ = ݑܤ = 0 
)1-2(  
  

  .باشد نشان دهنده مشتق هموردا می ∇که در آن 
  :تعریف می کنیم برقرار استرابطه زیر که در آن را  )یا عملگر تصویر(اکنون یک متریک فضایی 

  
ℎ = ݃ +  ݑݑ

)1-3(  
توان عملگر تصویر فضاي قائم  حال می ایننابرب. باشد ر مینمایشگر تانسور تصوی ℎୟୠکه در آن 

   .صورت زیر بیان نموده را ب ݑ



٤ 
 

  
ℎ

 = ݃ℎ 
)1-4(  
  

مطابق را   ୟୠ߱ )یا تاو( پیچشتانسور و ୟୠߪبرش تانسور و   θ کنیم نرده اي انبساط  ما تعریف می
  :تعاریف زیر

    

ߠ =  ℎܤ
)1-5(  
  

ߪ = ()ܤ −
1
3

 ℎߠ
)1-6(  
  

߱ =  []ܤ
)1-7(  
  

باشند یعنی به صورت زیر  به ترتیب تانسورهایی متقارن و پاد متقارن می []ܤو  ()ܤکه در آن 
  . گردند تعریف می

  

()ܤ =
1
2

ܤ) +  (ܤ
)1-8(  
  و

[]ܤ =
1
2

ܤ) −  (ܤ
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)1-9(  
  

  :کند شکل زیر را پیدا می ܤبنابراین تانسور 
  

ܤ =
1
3

ℎߠ + ߪ + ߱ 
)1-10(  
  

  :با در نظر گرفتن معادلات زیر
  

ܤߘݑ = ݑߘߘݑ = ݑߘߘݑ + ܴ
ௗ  ௗݑݑ

= (ݑߘݑ)ߘ − (ݑߘ)(ݑߘ) + ܴ
ௗ  ௗݑݑ

= ܤ−
ܤ + ܴ

ௗ  ௗݑݑ
  
)1-11(  
  

ܴکه در آن 
ௗ ه دست می آوریم ردگرفتن از معادله بالا ببا . باشد  تانسور ریچی می:  

  

ߠߘݑ =
ߠ݀
ݏ݀

= −
1
3

ଶߠ − ߪߪ + ߱߱ − ܴௗݑݑௗ + )ߘ
ݑ݀

ݏ݀
) 

   
)1-12(  
  

  .گویند میاستاندارد ري شهور در نسبیت عام معادله ریچاوداصطلاحا به این معادله مهم و م
  :گردد صورت زیر مرتب میه تریس آن معادله نیز بقسمت متقارن بدون  لازم به ذکر است
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ߪߘݑ = −
2
3

ߪߠ − ߪߪ
 − ߱߱

 +
1
3

ℎ(ߪௗߪௗ − ߱ௗ߱ௗ) 

ௗݑݑௗܥ+ +
1
2

(ℎℎௗܴௗ −
1
3

ℎℎௗܴௗ) 

)1-13(  
  

  .باشد تانسور ویل مینمایشگر   ௗܥ که در آن
  :صورت زیر به دست می آیده نیز ب سر انجام قسمت غیر متقارن 

  

߱ߘݑ = −
2
3

߱ߠ − ]   ߪ2
 ߱] 

)1-14(  
  

  :گردد ري مربوط میطابق زیر با معادله ریچاودممعادله میدان انیشتین نیز 
  

ܴݑݑ = ߨ8  ܶ −
1
2

ܶ݃൨ ݑݑ = ] ߨ8 ܶݑݑ +
1
2

ܶ] 
)1-15(  
  

  .گردد معادلات بالا در حالت بردارهاي ژئودزي هاي زمان گونه مطرح میکه در آن 
طابق کتاب نسبیت عام نوشته والد صورت مرسوم و آکادمیک مه ري به ریچاودتا کنون به اثبات معادل

خواهیم شکل دیگري از  اکنون می .یمه ابا اندکی تغییر جهت پیوستگی مطالب با فصل بعد پرداخت
تر  گیري با حالت کلاسیک گفته شده ندارد جهت شناخت بیش این معادله را که چندان تفاوت چشم

 ابریو و همکارانش فته از مقالهاین مطلب بر گر .رد مطالعه قرار دهیمري مومعادله ریچاود
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در آن نیز براي شیوایی و هماهنگی با بقیه فصول اندکی تغییرات اسمی در باشد که  می )2011ابریو،(
  :اکنون مطابق این منبع داریم.کمیت ها داده ایم

  

ߠ = .ߘ  ݑ
)1-16(  
  

  :یم داشتدر نتیجه مطابق فرمول مشتق هموردا خواه
  

ߠ݀
ݏ݀

= .ݑ ߠߘ = .ߘ (ݑߠ) − .ߘߠ ݑ = .ߘ (ݑߠ) −  ଶߠ

)1-17(  
  

  :گردد صورت زیر مرتب میه ري باکنون معادله ریچاود
  

ߘ ൬ݑߠ −
ݑ݀

ݏ݀
൰ = −ܴݑݑ + ߱ଶ − ଶߪ +

2
3

 ଶߠ
)1-18(  
  
  یا
 

ܴݑݑ = ߱ଶ − ଶߪ +
2
3

ଶߠ + ߘ ൬−ݑߠ +
ݑ݀

ݏ݀
൰ 

)1-19(  
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را قرار داده اند، می توان این  ߬݀کمیت  ݏ݀منابع به جاي کمیت لازم به ذکر است که در بعضی از 
در این جا نشان دهنده مشتق نسبت به یک پارامتر آفین کلی می باشد  ݏ݀گونه بیان کرد که کمیت 

   . هم نیز استفاده نمود ߬݀ان به جاي آن از کمیت که مثلا  می تو
                     

  ژئودزي هاي پوچ جهت هم ري براي بردارهايمعادله ریچاود- 3- 1
  

این بردارها در مورد مسیر فوتون ها به کار (سروکار داشته باشیم  با بردارهاي ژئودزي هاي پوچاگر 
ري را به دست دله ریچاودتوانیم معا به صورت زیر مید مطابق کتاب نسبیت عام نوشته وال )می رود
ه ب ୟୠܤدر نتیجه میدان تانسوري . باشد  مد نظر می ୟ݇جا میدان مماسی  اکنون در این .بیاوریم

  :باشد صورت زیر می
  

ܤ =  ݇ߘ
  
)1-20(  
  

  :گردد طرح میبه شکل زیر مܤصورت میدان تانسوري کلاه دار  در این
  

ܤ =
1
2

ℎߠ + ොߪ + ෝ߱ 
)1-21(  
  

  :باشد که در آن روابط زیر برقرار می
  

ߠ = ℎܤ 
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)1-22(  
  

ොߪ = ()ܤ −
1
2

 ℎߠ
)1-23(  
  

ෝ߱ =  []ܤ
)1-24(  
  

ଵاختلاف ضریب 
ଶ

ଵدر این قسمت و   ℎߠ
ଷ

شود  در قسمت قبلی از این موضوع ناشی می ℎߠ
  .باشد در قسمت قبل فضاي مربوطه سه بعدي میجا فضا دو بعدي و  که در این

   :در قبل داشتیم .اکنون به ادامه اثبات مطابق زیر می پردازیم
  

݇ߘܤ + ܤ
ܤ = ܴ

ௗ ݇ௗ݇ 
)1-25(  
  

  :خواهیم داشتاگر بصورت کلاه دار در نظر بگیریم  حال این معادله را 
  

݇ߘܤ + ܤ
ܤ = ܴௗ݇݇ௗ  

)1-26(  
  

  : یدآ به شکل زیر به دست می ري در ژئودزي هاي پوچادله ریچاودسرانجام مع
  

ߠ݀
ߣ݀

= −
1
2

ଶߠ − ොߪොߪ + ෝ߱ ෝ߱ − ܴௗ݇݇ௗ 
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  :حال قسمت متقارن و غیر متقارن آن نیز مطابق دو معادله زیر به دست خواهد آمد
  

݇ߘߪො = ොߪߠ− + ௗ݇݇ௗܥ  
)1-28(  
  

݇ߘ ෝ߱ = ߠ− ෝ߱ 
)1-29(  
  

 ژئودزي هاي زمان گونه می ري بردارهاي هم جهتمعادله ریچاود بیش تر تمرکز این نوشته بر روي
  .باشد

  
  ري کاربردهاي معادله ریچاود- 4- 1
  

  ري در شاره هاي کاملیچاودمعادله ر -1- 1-4
  

  :از عبارتست تنش ماده  –تانسور انرژي  براي شاره کامل
   

ܶ = ߩ) + ݑݑ( + ݃  
)1-30(  

     

  .باشد می ه چگالی و فشار شاره کاملترتیب نشان دهنده ب و ρکه در آن 
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 ୟୠ݃حال با جایگذاري این  معادله در معادله میدان انیشتین و از طرف دیگر ضرب معادله انیشتین در
  .ابیمی به ترتیب به معادلات زیر دست می شود ده میردگیري معادله میدان نامیکه همان 

    

ܴ −
1
2

ܴ݃ = ݇ ܶ 

)1-31(  
  

݇ گویند که در آن معادله میدان انیشتین می ،به این معادله = ترتیب ه ب ݃وܴ و ܴ و ߨ8−

  .باشند اسکالر ریچی و تانسور متریک می ،تانسورریچی  نشان دهنده

کنیم بدین ترتیب  ضرب می ୟୠ݃گیریم یعنی اینکه آن را در  می معادله میدان انیشتین رد اکنون از
  :خواهیم داشت

  
ܴ = −݇ܶ 

)1-32(  
  

  :که در آن از روابط زیر استفاده شده است
  

ܴ݃ = ܴ 
)1-33(  
  

݃݃ = 4 
)1-34(  
  

݃
ܶ = ܶ 

)1-35(  


