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چͺیده

سازی بهینه مسائل برایحل روشنیوتن توسیع

هدفه چند

وسیله�ی: به
شاه�محمدی مریم

روش این توسیع ارائه�ی و چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای نیوتن روش معرفͬ نامه پایان این اصلͬ هدف

بیان از پس منظور بدین مͬ�باشد. روش دو این مقایسه و مسائل این�گونه حل برای شبه-نیوتن روش ͷکم به

بͺار برای راهͺاری هدفه، تک سازی بهینه مسائل حل در نیوتن روش بر مروری و نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم

از روش این است. شده ارائه روش دو این برای الͽوریتمͬ همچنین و هدفه چند مسائل روی بر روش این بردن

از تکرار هر در نیوتن شبه و نیوتن جهت و ننموده استفاده هدف توابع کردن بندی رتبه یا وزن�دهͬ های فاکتور

هدفه چند توابع برای روش�ها این توسط شده تولید دنباله�ی مͬ�آید. بدست هدف توابع بردار بیشینه کردن کمینه

نقطه�ی به همͽرا خطͬ فوق به�صورت باشد، محدب و مشتق�پذیر پیوسته دوبار هدف توابع تمامͬ که صورتͬ در

شده�اند. مقایسه آزمون مسایل ارایه با شبه-نیوتن و نیوتن روش به�کارگیری از حاصل عددی نتایج است. بهینه

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ز شͺل�ها فهرست

۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعریف ١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ جبر و آنالیز از مقدماتͬ مفاهیم برخͬ ١-٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه�سازی به مربوط مقدماتͬ مفاهیم ١-٣

١٧ هدفه چند سازی بهینه مسائل حل برای نیوتن روش ٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢-١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن روش ٢-٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺکم نتایج ٢-٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ فوق همͽرایی ۴-٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه همͽرایی ۵-٢

٣٨ عددی نتایج و هدفه چند سازی بهینه مسائل حل برای شبه-�نیوتن روش ٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه-نیوتن روش ٣-٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی ٣-٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴-٣

ه�



۴٧ مراجع

۵٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۵۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

و



فهرستشکل�ها

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SCH مسأله�ی پارتو مرز ٣-١

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SCH مسأله�ی پارتو مرز ٣-٢

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FON مسأله�ی پارتو نقاط ٣-٣

ز



پیشگفتار

اغلب است. تعریفشده ریاضͬ صورت به که است مسأله�ای برای پاسخ بهترین یافتن علم بهینه�سازی،

در مثال برای هستند. هدف تابع چند کردن بهینه دنبال به مختلف علوم و طبیعت در بهینه�سازی مسائل

استحͺام کردن بیشینه و مصالح توده�های کردن کمینه هم�زمان بطور است ممͺن پل نوع ͷی طراحͬ

چند بهینه�سازی مسأله مͬ�نامند. هدفه چند یا کرداری چند بهینه�سازی را مسائل گونه این باشد. نظر مد

برآورده را قیود بردار این که نامید تصمیم متغیرهای از بردار ͷی کردن پیدا مسأله مͬ�توان را [۵۴] هدفه

مدل معمولا مͬ�سازد. بهینه را مͬ�باشد هدف تابع�های نمایشͽر مولفه�هایش که برداری تابع و ساخته

مͬ�شود: بیان زیر صورت این به ١ MOP هدفه� چند بهینه�سازی مسأله ͷی ریاضͬ

min
x∈U

F (x) = [f١(x) , f٢(x) , · · · , fm(x) ]

s.t.

hk(x) = ٠, k ∈ K

gj(x) ≤ ٠, j ∈ J

x ∈ U , U ⊆ Rn.

x و نامساوی و تساوی قیدهای اندیس مجموعه�ی ترتیب به J Kو و هدف تابع امین i ، fi آن در که

دارد، نام پارتو که است نقاط از مجموعه�ای به�صورت بالا مسأله جواب است. تصمیم متغیرهای بردار

هستیم رو روبه پارتو نقاط از ای مجموعه با واحد جواب ͷی وجود جای به مسائل این�گونه در بنابراین

یعنͬ نیست، دیͽری از بهتر ها جواب از ͷی هیچ که باشید داشته توجه باشد. نامتناهͬ است ممͺن که

١Multi objective Programming

١



مولفه از ͬͺی حداقل هدف، توابع از ͬͺی بهبود صورت در دیͽر جواب به پارتو جواب ͷی از حرکت با

مͬ�شود. بدتر هدف تابع های

عملیات، در تحقیق شاخه�ی: سه در گذشته دهه دو طول در هدفه چند بهینه�سازی مسائل مطالعه

سال در را مسأله این ابتدا ٣ تاکر و ٢ کوهن است. کرده پیشرفت سرعت به روانشناسͬ و اقتصاد

را زمینه آنها کار . [٣۶] کردند بیان را جواب وجود برای بهینگͬ شرایط سپس و بندی فرمول ١٩۵١

شرایط دیͽران و ۴ اَررو ،١٩۵٣ سال در کرد. فراهم ریاضͬ نویسͬ برنامه الͽوریتم�های توسعه برای

حل برای اجرا قابل روش اولین ١٩۵۵ سال در ساتͬ و گاس . [٣] کردند معرفͬ را دیͽری بهینگͬ

چند بهینه�سازی مسائل زمینه در پژوهش�ها آن از پس . [٣۶] دادند ارئه را هدفه چند بهینه�سازی مسائل

دانشͽاه در هدفه چند بهینه�سازی نویسͬ برنامه انحصاری کنفرانس اولین که آنجا تا یافت ادامه هدفه

در ١٩٧٣ سال در کنفرانس این مقالات مجموعه شد. برگزار ١٩٧٢ سال در ۵ جنوبی کارولینای

در هدفه چند بهینه�سازی زمینه�ی در مقالاتͬ مجموعه ١٩٧۵ سال در شد. منتشر ٧ زلنͬ و ۶ کوکران

شد. منتشر زلنͬ در ١٩٧۶ سال در و ارائه ٨ ژاپن کیوتو در المللͬ بین ونشست مدیریت علوم مؤسسه

از قبولͬ قابل تعریف مͬ�گیرد، قرار توجه مورد که چیزی اولین هدفه چند بهینه�سازی مسائل مطالعه در

بیان (١٨٩۶) [١۶] ١٠ پارتو و (١٨٨١) [١۶] ٩ ا˚دوس توسط بهینگͬ مفهوم اولین است. بهینه نقاط

برای مقاله و کتاب چندین و شد فراهم هدفه چند بهینه�سازی برای تحقیقاتͬ زمینه�های پس آن از شد.

،۴٠ ،٣٢ ،٣٠ ،١٩ ،١٧ ،١۵ ،٩] مراجع مثال عنوان (به گردید منتشر و ارائه موضوع این بیشتر معرفͬ

ببینید.) را [۵١ ،۴٩ ،۴٧ ،۴۶

که واحد نقطه ͷی یافتن هستند، یͽدیͽر با تقابل در هدفعمدتاً توابع مسائل گونه این در که آنجایی از

بهینه�سازی عمل اینجا در بنابراین است، غیرممͺن تقریبا کند، بهینه همزمان بطور را هدف توابع همه

گیرنده تصمیم نظر از که کند القا مقادیری هدف توابع به بتواند که است جوابی کردن پیدا معنای به

مͬ�کنیم. جایͽزین پارتو بهینه مفهوم با را بهینه مفهوم مسائل گونه این جواب یافتن برای باشد. معقول

،١٠] سازی بهینه تقویت در (مخصوصا [٣۴ ،١٨] مهندسͬ در مͬ�توان را مسائل گونه این کاربرد

٢Kuhn
٣Tucker
۴Arrow
۵South Carolina
۶cochrane
٧Zeleny
٨Institute of Management Sciences International Meeting in Kyeto
٩Edgewth
١٠Pareto

٢



مدیریت ،علم [٨] آماری مسائل ( [۵٠ ،٣٣ ،٢۵ ،۵٣ ،۴٣] اکتشاف فضای و ،طراحͬ [۵٢ ،٣۵

غیره و [٣١] سرطان ،درمان [٣٨ ،٢٠ ،٢١] محیطͬ وتحلیل ،تجزیه [١ ،۴۴ ،٢٨ ،۵۶ ،۴ ،١٩]

یافت.

روش این از بسیاری در است. دسترس در هدفه چند سازی بهینه مسائل حل برای بسیاری روش�های

استفاده با که ترتیب این به مͬ�شود استفاده هدفه تک سازی بهینه مسأله�ی ͷی MOPبه تبدیل از ها

استراتژی از ͬͺی مͬ�کنند. تبدیل اسͺالر به برداری فرم از را اولیه مسأله هدف تابع مناسب روشͬ از

این در . [٢٧ ،۵٧ ،٢۶] است عددی تقریب کرداری، چند سازی بهینه مسائل حل برای اصلͬ های

پارتو بهینه نقاط همان نتایج که شده حل پارامتر چند یا ͷی با هدفه تک سازی بهینه مسأله روش�ها

انتخاب و نیستند شده شناخته ابتدا در پارامترها تقریب این در است. اولیه هدفه چند مسأله برای

کمینه روش و قیدی روش و وزنͬ روش عنوان، با هایی روش است. گیرنده تصمیم عهده بر آنها

در است. شده اشاره آن�ها ساختار به مختصر بطور مقدمه فصل در که اند دسته این از وزنͬ بیشینه

آن در که آنها از ͬͺی به ادامه در که شود ساز مشͺل است ممͺن پارامترها انتخاب مسائل از بعضͬ

در اخیراً کرد. خواهیم اشاره مͬ�شوند، مسأله شدن بیͺران باعث شده انتخاب پارامترهای تمام اغلب

مͬ�شوند، پیشنهاد الͽوریتم طول در خودکار طور به که عددی پارامترهای تطبیقͬ، عددی تکنی�ͷهای

الͽوریتم�های امروزه . [۵۵ ،٢٩ ،٢٢ ،١۶] باشد برقرار تقریب از معینͬ کیفیت که هستند گونه�ای به

بر مروری برای [٧ ،۶] ) یافته توسعه نمͬ�شود، استفاده عددی روش�های از که هدفه�ای چند بهینه�سازی

(مانند هستند عددی بهینه�سازی الͽوریتم از بسطͬ تکنیͷها این از برخͬ نمایید). مشاهده موضوع این

جواب یافتن برای وجود این با خطͬ). همͽرایی حداکثر با [١٣ ،١۴ ،٢۴] شیب تندترین الͽوریتم

تکاملͬ الͽوریتم�های مانند سازی بهینه در قوی�تر ابتکاری ایده�های برخͬ هدفه چند بهینه�سازی مسائل

نتایج و نشده شناخته روش�ها این برای همͽرایی اثبات هیچ تاکنون . [۴١ ،٣٧] است. شده ارائه

تکنی�ͷهای . [۵٨] است کند بسیار روش�ها این در عمومͬ همͽرایی سرعت که مͬ�دهد نشان تجربی

مثال عنوان به مͬ�شوند، تقسیم�بندی دیͽری معیارهای بر�اساس پارامتر بدون هدفه�ی چند بهینه�سازی

شده تعیین قبل از باید اولویت�ها مورد این در هدف. تابع بردار مؤلفه�های اهمیت لحاظ از کردن مرتب

. [٣٩] مͬ�گردد تکمیل متقابل رویه�های توسط معمولا متناظر بهینه�سازی فرایند�های بعلاوه باشد.

روش دوم فصل در شده، بیان نیاز مورد مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ابتدا ͷی فصل در نامه پایان این در

شده ارائه فلینگ توسط بار اولین برای آن الͽوریتم که چندهدفه سازی بهینه مسائل حل برای نیوتن

شبه روش ͷکم به را دو فصل در شده بیان الͽوریتم سوم فصل در نهایت در مͬ�کنیم. بیان را [٢٣]

داده�ایم. تعمیم مسائل این�گونه حل برای نیوتن

٣



١ فصل

مقدماتی مفاهیم تعریفو

مقدمه ١-١

برخͬ و سازی بهینه خصوص در مفاهیمͬ همچنین و نیاز مورد آنالیزی مقدماتͬ مفاهیم بخش این در

روش�های و مفاهیم کرد. خواهیم بیان را هدفه چند سازی بهینه مسائل حل برای سازی بهینه روش�های

است. گردیده ذکر [۴٢ ،۴۵ ،۵] مراجع از بخش این

خطͬ جبر و آنالیز از مقدماتͬ مفاهیم برخͬ ١-٢

xi آن در که ∥X∥٢ = (
n∑

i=١
x٢
i )

١
٢ صورت به X ∈ Rn بردار طول اقلیدسیا نرم .١.٢.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف هستند، X بردار مؤلفه�های ها

اگر است (انقباضͬ) ١ لیب�شیتس پیوسته�ی ، Rn از X مجموعه�ی روی f تابع .٢.٢.١ تعریف

آن�گاه x, y ∈ X ازای به که طوری به باشد داشته وجود ٠ < γ < ١

∥f(x)− f(y)∥ ≤ γ∥x− y∥.

فشرده مجموعه�ی باشد داشته متناهͬ باز پوشش زیر آن پوشش هر که مجموعه�ای .٣.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده

مͬ�نامند. هموار تابع را باشد پیوسته و موجود مرتبه هر از آن مشتق که توابعͬ .۴.٢.١ تعریف

١Lipschitz

۴



مͬ�نامیم. ناهموار تابع را نباشد هموار که تابعͬ هر .۵.٢.١ تعریف

اگر فقط و اگر است همͽرا x به x١, x٢, x٣, · · · دنباله�ی .۶.٢.١ قضیه

lim
k→∞

∥xk − x∥ = ٠.

اگر است p > ٠ همͽرایی مرتبه با α به همͽرا {xk|k ≥ ٠} دنباله�ی گوییم .٧.٢.١ تعریف

∥xk+١ − α∥ ≤ c∥xk − α∥p, k ≥ ٠

دسته�بندی مͬ�توان زیر صورت به را همͽرایی انواع از بعضͬ . c ≥ ٠ و است ثابت کمیتͬ c آن در که

کرد:

مͬ�شود، نامیده� خطͬ همͽرایی آمده دست به همͽرایی ، ٠ < c < ١ و p = ١ اگر (١)

داریم، دوم درجه همͽرای ، p = ٢ اگر (٢)

دست به ٢ خطͬ فوق همͽرایی گاه آن ، k → ∞ که زمانͬ برای ، ∥xk+١ − α∥
∥xk − α∥

→ ٠ اگر (٣)

مͬ�آید.

هرگاه: مثبتگوییم معین را n مرتبه�ی از A = (aij) حقیقͬ مربعͬ ماتریس .٨.٢.١ تعریف

باشد، متقارن A (١)

. xTAx > ٠ باشیم داشته Rn در x ناصفر بردار هر برای (٢)

تعریف زیر صورت به را f متغیره�ی n و مقدار حقیقͬ تابع ٣ تراز مجموعه�ی ͷی .٩.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم

Lc(f) = {(x١, x٢, · · · xn)|f(x١, x٢, · · · xn) = c},

ثابت مقدار f آن�ها ازای به که است نقاط از مجموعه�ای دیͽر عبارت به است. ثابتͬ مقدار آن در c که

مͬ�گیرد. خود به را c

٢Superlinear convergence
٣level set

۵



بهینه�سازی به مربوط مقدماتͬ مفاهیم ١-٣

موجود F ′
(x) یا F ′

(x) = ٠ هرگاه گویند F تابع بحرانͬ نقطه را x ∈ DF نقطه .١.٣.١ تعریف

نباشد.

محدب تابع ١-٣-١

ارئه زیر در را آن تعریف که مͬ�باشد f تابع بودن مقعر یا بودن محدب بهینگͬ، در مهم مفاهیم از ͬͺی

مͬ�کنیم.

و x, y ∈ S نقطه�ی دو هر برای اگر مͬ�شود، گفته محدب S ⊆ Rn مجموعه به .٢.٣.١ تعریف

. λx١ + (١ − λ)x٢ ∈ S باشیم داشته λ ∈ [٠,١] هر برای

باشیم. داشته را f : S → R تابع و Rn در ناتهͬ محدب مجموعه ͷی S فرضکنید تعریف٣.٣.١.

باشیم داشته λ ∈ (٠,١) و x, y ∈ S هر ازای به اگر محدباست S در f تابع

f [λx+ (١ − λ)y] ≤ λf(x) + (١ − λ)f(y).

گوییم. اکید محدب را تابع شود تبدیل < به ≤ اگر فوق رابطه�ی در اگر

مثل ضعیف�تری شرط به و باشد قوی خیلͬ است ممͺن تابع بودن محدب شرط مواقع بعضͬ در

مͬ�کنیم. بیان زیر صورت به را مفهوم این باشیم. داشته نیاز نقطه ͷی در بودن محدب

تعریفشود، f : S → R تابع و Rn در ناتهͬ محدب مجموعه�ی ͷی S فرضکنید تعریف٣.١.۴.

باشیم داشته λ ∈ (٠,١) و x ∈ S هر ازای به اگر مͬ�شود گفته x̄ ∈ S در محدب f تابع

f [λx̄+ (١ − λ)x] ≤ λf(x̄) + (١ − λ)f(x).

مجموعه�ی ͷی روی شده تعریف مشتق�پذیر مقدار حقیقͬ تابع ͷی f کنید فرض [۵] .۵.٣.١ قضیه

هر ازای به اگر تنها و اگر است x̄ ∈ S در محدب f آن�گاه، باشد. Rn از S محدب و باز تهͬ غیر

باشیم داشته x ∈ S

f(x)− f(x̄) ≥ ∇f(x̄)T (x− x̄).

۶



(KKT) کروش-کان-تاکر بهینگͬ شرایط ١-٣-٢

بͽیرید نظر در را زیر خطͬ غیر برنامه�ریزی مسأله�ی

min f(x)

s.t x ∈ S. (١.١)

است زیر به�صورت S شدنͬ ناحیه آن در که

S = {x ∈ X : gi(x) ≤ ٠for i = ١, · · · ,m},

است. Rn در ناتهͬ باز مجموعه ͷی X آن در که

مͬ�شود. مطرح زیر قضیه در بالا مسأله برای ۴ -تاکر کروش-کان بهینه شرایط اکنون

کروش-کان-تاکر) لازم (شرایط [۵] .۶.٣.١ قضیه

،برای gi : Rn → R و f : Rn → R و باشد Rn در ناتهͬ باز مجموعه�ی ͷی X کنید فرض

شدنͬ جواب ͷی x̄ فرضکنید بͽیرید. نظر در را (١.١) مسأله�ی باشد. تعریفشده i = ١, · · · ,m

i ∈ I برای ها gi و f که فرضاین با . I = {i : gi(x̄) = ٠} مͬ�کنیم تعریف صورت این در باشد،

است. خطͬ مستقل i ∈ I ازای gi(x̄)∇به و هستند پیوسته x̄ در ، i ∈/I برای gi و x̄ در پذیر مشتق

به�طوری�که دارد وجود i ∈ I برای λi اسͺالرهای آن�گاه باشد، مسأله موضعͬ بهینه�ی جواب x̄ اگر

∇f(x̄) +
∑
i∈I

λi∇gi(x̄) = ٠, (٢.١)

λi ≥ ٠ i ∈ I. (٣.١)

شرایط صورت این در باشد، x̄ در مشتق�پذیر نیز i ∈/I هر به�ازای gi اگر بالا مفروضات با مجموع در

نوشت: زیر معادلات صورت به مͬ�توان را فوق

∇f(x̄) +
m∑
i=١

λi∇gi(x̄) = ٠, (۴.١)

λigi(x̄) = ٠, i = ١, · · · ,m. (۵.١)

λi ≥ ٠, i = ١, · · · ,m. (۶.١)

مͬ�شوند. نامیده ۵ لاگرانژ ضرایب λi اسͺالر�های (۶.١) تا (٢.١) شرایط در [۵] .٧.٣.١ تعریف

۴Karush-Kuhn-Tuker
۵Lagrange multipliers

٧



محدب سازی بهینه مسأله ١-٣-٣

نوشت زیر صورت به مͬ�توان را سازی بهینه مسأله ͷی کلͬ حالت در

min
x∈Rn

f(x) (٧.١)

s.t. hk(x) = ٠, k ∈ K,

gj(x) ≤ ٠, j ∈ J.

کند صدق زیر شرایط در هرگاه گوییم (CO) ۶ محدب را بالا سازی بهینه مسأله

باشد، محدب هدف تابع •

و باشند خطͬ ، k ∈ K ، hk تساوی قیدهای •

باشند. محدب ، j ∈ J ، gj نامساوی قیدهای •

این�که بر مشروط f(x) سازی کمینه صورت به P مسأله�ی [۵] .٨.٣.١ قضیه

x ∈ X = {x ∈ Rn : gj(x) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

و f کنید فـرض همچنین . x̄ ∈ X و باشد محدب مسأله�ی ͷی کنید فرض و بͽیرید نظر در

، λj ≥ ٠ لاگرانژ ضرایب اگر باشند. مشتق�پذیر پیوسته طور به x̄ در j = ١, · · · ,m ، gj
که طوری به �باشند، داشته وجود j = ١, · · · ,m

∇f(x̄) +
m∑
j=١

λj∇gj(x̄) = ٠,

همچنین و

λjgj(x̄) = ٠, ∀j = ١, · · · ,m.

است. P مسأله�ی بهینه�ی جواب ͷی x̄ آن�گاه

اسلَتر شرایط ۴-١-٣

بͽیرید نظر در را زیر محدب سازی بهینه مسأله�ی

(CO) min f(x) (٨.١)

s.t. gj(x) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m

x ∈ C.

۶convex optimization

٨



ͷی روی (یا C روی محدب توابع f, g١, · · · , gm و محدب مجموعه�ی ͷی ، C ⊆ Rn آن در که

نقاط مجموعه�ی اگر مشتق�پذیرند. g١, · · · , gm و f توابع، مͬ�کنیم فرض .( C شامل باز مجموعه�ی

شدنͬ جواب�های مجموعه مͬ�توان بنامیم، J را {١, · · · ,m} اندیس�های مجموعه و C٠ را C درونͬ

کرد تعریف زیر صورت به را

F = {x ∈ C|gj ≤ ٠, j ∈ J}.

هرگاه مͬ�نامند ٧ اسلَتر نقطه�ی را x٠ ∈ C٠ (نقطه) بردار ͷی .٩.٣.١ تعریف

، gj < ٠ باشیم، داشته باشد غیرخطͬ gj که هایی j ازای به •

. gj ≤ ٠ باشیم، داشته باشد خطͬ gj که هایی j ازای به •

مͬ�کند. صدق اسلَتر شرایط در (CO) مسأله�ی گوییم باشد، داشته وجود اسلَتر نقطه�ی اگر

نیوتن روش از خلاصه�ای ۵-١-٣

استفاده جستجو جهت�های تعیین در مشتقات از که است بعدی چند روشجستجوی ͷی نیوتن روش

کاهشͬ جهت عنوان به هسیان ماتریس معکوس در گرادیان بردار حاصل�ضرب از روش این مͬ�کند.

مͬ�شود. استفاده تابع برای خطͬ تقریب بجای تابع دوم درجه تقریب از روش این در مͬ�کند. استفاده

است xk نقطه�ی در f تابع از دو درجه تقریب ͷی q زیر در

q(x) = f(xk) +∇f(xk)t(x− xk) +
١
٢
(x− xk)

tH(xk)(x− xk).

عبارت q دوم درجه تقریب کمینه برای لازم شرط است. xk نقطه�ی در f هسیان ماتریس H(xk) که

H(xk)معکوس که این فرض با . ∇f(xk)t +H(xk)(x− xk) = ٠ q(x)∇یا = ٠ از: است

زیر صورت به xk+١ بعدی نقطه�ی آن�گاه pk = H(xk)
−١∇f(xk) دهیم قرار اگر دارد، وجود

مͬ�گردد مشخص

xk+١ = xk − αkpk,

معین x̄ محلͬ کمینه H(x̄)در f(x̄)∇و = ٠ فرضکنید است. pk جهت در گام طول همان αk که

مͬ�باشد. تعریف خوش xk+١ بعدی نقطه رو، این از و است مثبت

٧Slater point

٩



روششبه-نیوتن از خلاصه�ای ۶-١-٣

زیر رابطه از جستجو جهت شبه�-نیوتن روش در که تفاوت این با است نیوتن روش همانند روش این

مͬ�آید بدست

pk = −B−١
k ∇f(xk),

مͬ�شود به�هنگام زیر صورت به تکرار هر در xk یعنͬ

xk+١ = xk − αkB
−١
k ∇f(xk).

تکرار هر در و است مثبت معین و متقارن ماتریس این است. هسیان ماتریس از تقریبی Bk ماتریس

به�هنگام برای آن از معمولا که فرمول�هایی از ͬͺی مͬ�شود. به�هنگام شبه-نیوتن فرمول�های از ͬͺی توسط

مͬ�شود، نوشته زیر صورت به که است ٨ BFGS فرمول مͬ�شود، استفاده Bk کردن

Bk+١ = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

yTk sk
,

است. yk = ∇fk+١ −∇fk و sk = xk+١ − xk آن در که

آرمیجو شرایط ١-٣-٧

در سپس و است pk جهت یافتن دنبال به الͽوریتم ابتدا در خطͬ، جستجوی روش�های در کلͬ طور به

هدف تابع مقدار آن در که جدیدی نقطه�ای به تا مͬ�کند حرکت xk جاری نقطه�ی از جهت این راستای

هدف تابع در اساسͬ کاهش باعث سازی کمینه مسأله�ی در که گامͬ طول میزان برسد. مͬ�یابد، بهبود

آورد، بدست زیر تابع حل از مͬ�توان را شود

min
α>٠

ϕ(α) = min
α>٠

f(xk + αpk).

مشخص گام طول برای انتخاب بهترین بالا سازی کمینه مسأله�ی جواب یافتن با که این وجود با

کاربردی استراتژی یافتن دنبال به بنابراین، است. وقت�گیر و بر هزینه بسیار روش این اما مͬ�شود،

خطͬ جستجوی روش�های در که راهͺاری کند. تعیین را نظر مورد گام طول کم، هزینه�ی با که هستیم

صورت در که مشخص شرایط در گام طول برای کاندید مقادیر از دنباله�ای کردن امتحان مͬ�رود بͺار

این از ͬͺی مͬ�آید. بدست نظر مورد گام طول صورت این به و کرده توقف شرط آن در کردن صدق

٨Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno

١٠



است ٩ آرمیجو شرط مͬ�کند تضمین خطͬ جستجوی الͽوریتم�های در را هدف تابع کاهش که شرایط

مͬ�شود، بیان زیر صورت به که

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c١α∇fT
k pk,

سویی مشتق و α گام طول عامل دو به f تابع کاهش دیͽر، عبارت به . c١ ∈ ثابت(٠,١) آن در که

دارد. fT∇بستگͬ
k pk

باشیم داشته کنید، فرض .١٠.٣.١ تعریف

ψ(y) = inf
x∈C

{f(x) +
m∑
j=١

yjgj(x)}.

مسأله�ی صورت، این در

(LD) sup ψ(y)

y ≥ ٠,

مͬ�نامند. (CO)محدب سازی بهینه مسأله از ١٠ لاگرانژ دوگان را

و باشد f(x) هدف تابع با محدب سازی بهینه مسأله از شدنͬ نقطه�ی ͷی x̄ اگر .١١.٣.١ تعریف

مقدار آن�گاه ، ȳ ≥ ٠

f(x̄)− ψ(ȳ)

گویند. ȳ و x̄ در ١١ دوگان شͺاف

باشیم داشته و ȳ ≥ ٠ و باشد (CO) مسأله�ی از شدنͬ نقطه�ی ͷی x̄ اگر [١١] .١٢.٣.١ قضیه

ψ(ȳ) = f(x̄)

بود. خواهد (LD) برای بهینه ȳ و (CO) مسأله�ی بهینه�ی جواب x̄ بردار آن�گاه ،

٩Armijo condition
١٠Lagrange dual
١١duality gap

١١


