
تبریز دانشگاه
ریاضͬ علـوم دانشͺده

محض ریاضͬ گروه

پایاننامه

رشته�ی در ارشد� کارشناسͬ درجه دریافت برای

جبر گرایش محض، ریاضͬ
عنوان

توانͬ مرتبه�ی از عناصر روی که کاراکترهایی
برابرند اول عدد ͷی از

راهنما استاد

شهریاری محمد دکتر

مشاور استاد

هریس عزیزی کمال دکتر

پژوهشͽر

راستگو آمينه

١٣٩٢ شهريور



যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م.

೯داਪیپایا৯دীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋انॷدنേھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔزඖنراय़భھار ඳැراඅید،وبا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.दଘدر়شخلاقرایا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا

ইുید.
 ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی�دকم দواਘی
ৗوریا॥ت భع࢙موردگار. ້آیඓࢻുه িشاਪ�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآنభنارदدرتو؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
و،وඵฬଦزا॥تୀاୀآهୀما৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھایآنगھان.
ൾফنکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما! ശণر داه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণیدنرا راهِ ا०భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

ͷی
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ণپاسච໋اری...

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه شهریاری،

نمͬ�رسید. انجام به
دارم. را تشͺر کمال رساله این مشاور هریساستاد عزیزی دکترکمال آقای جناب از

دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که فر مهتدی دکتر آقای جناب از
مͬ�نمایم. تشͺر

سپاسͽزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که اعضایخانواده�ام کلیه از پایان در
مͬ�کنم.

راวণࢉو آඇඖه
ෙ७ور۱۳۹۲

سه



آمينه نام: راستگو دانشجو: خانوادگͬ نام

برابرند اول عدد ͷی از توانͬ مرتبه�ی از عناصر روی که کاراکترهایی عنوان:

شهریاری محمد دکتر : راهنما استاد

هریس عزیزی کمال دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۵٩ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهريور التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

سيلو زيرگروه مؤسس، ناپذير،حلپذير، تحويل كاراكتر، واژه�ها: کلید

چͺیده

حلپذیر Gیͷگروه اگر که مͬ�کنیم ثابت .χ,ψ ∈ Irr(G) و باشد متناهͬ گروه ͷیG فرضمͬ�کنیم
باشند اول عدد از توانͬ مرتبه�ی از اعضای تمامͬ روی برابر مقادیر دارای ψ و χ کاراکترهای و باشد

.χ = ψ آنگاه باشد، اولیه ψ یا χ کاراکترهای از ͬͺی و
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مقدمـه

زیر سؤال مطالعه�ی و بررسͬ به مͬ�شود، تنظیم و تهیه [3] مرجع اساس بر که پایان�نامه این در

مͬ�پردازیم:

دو این که طوری به� باشد متمایز ناپذیر تحویل کاراکتر دو دارای مͬ�تواند متناهͬ گروه ͷی آیا سؤال:

باشند؟ برابر مقادیر دارای هستند، اول عدد از توانͬ مرتبه�ی از که گروه از اعضایی تمام روی کاراکتر

تحویل کاراکترهای دارای PSL(2,23) گروه که زیرا است مثبت کلͬ حالت در سؤال جواب

به هستند. متمایز 12 مرتبه�ی اعضای روی فقط آنها مقادیر که طوری به است 22 درجه از ناپذیر

طوری به است درجه�ی1716 از ناپذیر تحویل کاراکترهای A15دارای متناوب گروه دیͽر، مثال عنوان

هستند. متمایز 15 مرتبه�ی اعضای روی فقط آنها مقادیر که

دوباره فوق سؤال جواب آنگاه باشد، حلپذیر گروه ͷی متناهͬ گروه اگر حتͬ که است جالب اما

است باوفا ناپذیر تحویل کاراکتر دو دارای 24 مرتبه�ی از هدرال دی گروه مثال، برای است. مثبت

اولیه کاراکترها این از هیچͺدام اما هستند. متمایز مقادیر دارای 12 مرتبه�ی اعضای روی فقط که

که: مͬ�کنیم ثابت پایان�نامه این در بنابراین، نیستند.

از ناپذیر تحویل کاراکترهای ψ و χ و حلپذیر متناهͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .A قضیه

از ͬͺی اگر باشند. برابر مقادیر دارای اول، عدد از توانͬ مرتبه از اعضای همه�ی روی که باشند G

.χ = ψ آنگاه باشد، اولیه ψ یا χ کاراکترهای

٢



١ فصل

نیاز مورد وقضایای مفاهیم

٣



۴ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

متناهͬ گروههای از نیاز مورد وقضایای مفاهیم ١.١

روی G گوییم باشد. غیرخالͬ مجموعه�ی ͷی Ω و متناهͬ گروه ͷی G فرضکنیم .١.١.١ تعریف

مانند تابعͬ هرگاه مͬ�کند عمل Ω

. ∶ Ω ×GÐ→ Ω

.(α, g) = αg

که طوری به باشد موجود

.(αg)h = αgh (1)

.α1 = α (2)

ͷی φ(g) = σg ضابطه�ی با φ ∶ G Ð→ SΩ تابع آنگاه کند، عمل Ω روی G اگر که مͬ�شود ثابت

عمل هسته�ی مͬ�باشد. σg(α) = αg ضابطه�ی با σg ∶ ΩÐ→ Ω آن در که است گروهͬ همومورفیسم

از است عبارت Ω روی G

kerφ = {g ∈ G ∣ φ(g) = 1} = {g ∈ G ∣ σg = 1}

= {g ∈ G ∣ σg(α) = α ∀α ∈ Ω} = {g ∈ G ∣ αg = α ∀α ∈ Ω} ,

روی G گروه کنیم فرض حال .kerφ = {1} هرگاه مͬ�کند عمل باوفا صورت به Ω روی G گوییم و

تعریف زیر صورت به Ω روی G عمل در α مدار اینصورت در .α ∈ Ω و کند عمل Ω مجموعه�ی

مͬ�شود

Oα = {αg ∣ g ∈ G} ⊆ Ω .

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G در α پایدارساز

StabG(α) = {g ∈ G ∣ αg = α} .



۵ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

ͷی ψ(StabG(α)g) = αg ضابطه�ی با ψ ∶ {StabG(α)g ∣ g ∈ G} Ð→ Oα تابع که جایی آن از

لذا است، پوشا و ͷی به ͷی تابع

∣G ∶ StabG(α)∣ = ∣Oα∣.

،α ∈ Ω هر ازای به هرگاه است متعدی عمل ͷی Ω روی G عمل گوییم بالاخره،

Ω = Oα = {αg ∣ g ∈ G}.

G روی A هرگاه مͬ�کند عمل اتومورفیسم وسیله�ی به G گروه روی A گروه گوییم .٢.١.١ تعریف

.(gh)a = gaha ،a ∈ A و g, h ∈ G هر ازای به و کند عمل

[G,A] و CG(A) زیرگروههای اینصورت در مͬ�کند. عمل G گروه روی A گروه کنیم فرض حال

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G از

CG(A) = {g ∈ G ∣ ga = g ∀a ∈ A} ,

[G,A] =< g−1ga ∣ g ∈ G,a ∈ A > .

که طوری به اول یͷعدد p و ∣G∣ = pam که طوری به باشد Gیͷگروه فرضکنیم تعریف٣.١.١.

مجموعه�ی .∣H ∣ = pa هرگاه مͬ�نامیم G سیلوی یpͷ-زیرگروه را G از H زیرگروه .a ≥ 0 و p ∤m

مͬ�دهیم. نشان Sylp(G) با را G سیلوی p-زیرگروههای همه�ی

را G از H زیرگروه باشد. اول اعداد از دلخواه زیرمجموعه�ی ͷی π کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

n = pα1
1 p

α2
2 ...p

αt
t ∈ Z+ اگر گیرند. قرار π در ∣H ∣ اول مقسوم�علیه�های تمام هرگاه گوییم π-زیرگروه

عبارت n قسمت −π′ و nπ = pα1
1 ....p

αj

j از است عبارت n قسمت −π آنگاه ،π = {p1, ..., pj} و

اول عدد هر ازای به اگر تنها و اگر گوییم π-عدد ͷی را n همچنین .nπ′ = p
αj+1
j+1 ...p

αt
t از است

که p اول عدد هر ازای به اگر تنها و اگر گوییم ′π-عدد ͷی nرا .p ∈ π باشیم داشته p ∣n که p



۶ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

π-عدد ͷی ∣L∣ هرگاه گوییم π-هال زیرگروه را G از L زیرگروه بالاخره، .p ∉ π باشیم داشته p ∣n

Hallπ(G) علامت با را G هال π-زیرگروههای همه�ی مجموعه�ی باشد. ′π-عدد ͷی ∣G ∶ L∣ و

مͬ�دهیم. نشان

اینصورت در باشد. ∣G∣ اول مقسوم�علیه p و متناهͬ دلخواه گروه G کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

که مͬ�شود ثابت و است G نرمال p-زیرگروه بزرگترین Op(G)

Op(G) = ⋂
H∈Sylp(G)

H.

α آن در که p ∤ ∣H ∣ و ∣G ∶ H ∣ = pα هرگاه گوییم یpͷ-متمم را G از H زیرگروه .۶.١.١ تعریف

است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی

G هرگاه گوییم p-پوچتوان را G متناهͬ گروه باشد. اول عدد ͷی p کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

باشد. نرمال p-متمم دارای

را G گروه باشد. اول اعداد از زیرمجموعه�ای π و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

نرمال سری هرگاه گوییم پذیر π-جدایی

1 = N0 ⩽ N1 ⩽ ⋯ ⩽ Nr = G

باشد. ′π-گروه یا π-گروه ͷی Ni

Ni−1
،1 ≤ i ≤ r هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود

دیͽر، عبارت به باشد. مرکزی نرمال سری دارای هرگاه گوییم پوچتوان را G گروه .٩.١.١ تعریف

نرمال سری

1 = N0 ⩽ N1 ⩽ ⋯ ⩽ Nr = G

که طوری به باشد موجود

∀1 ≤ i ≤ r ∶ Ni

Ni−1
⊆ Z( G

Ni−1
).



٧ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

G0 ⩽ G1 ⩽ . . . ⩽ Gr = G مانند نرمالͬ سری هرگاه گوییم حلپذیر را G گروه .١٠.١.١ تعریف

باشد. آبلͬ Gi

Gi−1
گروه ،1 ≤ i ≤ r هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود

آبلͬ هرگاه است مقدماتͬ آبلͬ G گوییم باشد. متناهͬ یpͷ-گروه G فرضکنیم تعریف١١.١.١.

باشد. p اول عدد مرتبه�ی از آن غیرهمانͬ عضو هر و باشد

G از 1 < H < G زیرگروه ͷی هرگاه گوییم فروبنیوس گروه را G متناهͬ گروه .١٢.١.١ تعریف

ͷی را H اینصورت در .H ∩Hg = 1 باشیم داشته g ∈ G−H هر ازای به که طوری به باشد موجود

آنگاه باشد، G گروه فروبنیوس متمم ͷی H اگر که مͬ�شود ثابت گوییم. فروبنیوس متمم

∃K ⊴ G, G =HK , H ∩K = 1 .

گوییم. فروبنیوس هسته را K نرمال زیرگروه

که است G پوچتوان و نرمال منحصربفرد زیرگروه بزرگترین ،Gفیتینگ زیرگروه .١٣.١.١ تعریف

که مͬ�شود ثابت مͬ�دهیم. نشان F (G) نماد با

F (G) = ∏
p∈π(G)

Op(G) .

اینصورت در . Fn

Fn−1
= F ( G

Fn−1
) و... F2

F1

= F (G
F1

) ،F1 = F (G) کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

Gگوییم فیتینگگروه ارتفاع را Fn = Gخاصیت با n طبیعͬ عدد کوچͺترین و F1 ⩽ F2 ⩽ ... ⩽ Fn

است. 1 پوچتوان گروه�های فیتینگ ارتفاع لذا مͬ�دهیم. نشان nl(G) با را آن و

از است عبارت که مͬ�دهیم نشان Φ(G) نماد با را G فراتینͬ زیرگروه .١۵.١.١ تعریف

Φ(G) = ⋂
M∈Max(G)

M,

مͬ�باشد. G ماکزیمال زیرگروههای همه�ی Max(G)مجموعه�ی آن در که



٨ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

زیر صورت به که مͬ�نامیم G مشتق زیرگروه را G′ باشد. گروه ͷی G فرضکنیم .١۶.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف

G(1) = G′ = ⟨[x, y] ∣ x, y ∈ G⟩ = ⟨x−1y−1xy ∣ x, y ∈ G⟩ .

مͬ�کنیم: تعریف را ... و G(3) ،G(2) ترتیب همین به

G(2) = (G′)′ = ⟨[t, s] ∣ t, s ∈ G′⟩

.G(m) = (G(m−1))′ ترتیب همین به و

باشد G(m) = 1 که طوری mبه طبیعͬ عدد کوچͺترین آنگاه باشد، حلپذیر G اگر تعریف١٧.١.١.

است. ͷی آبلͬ گروه�های مشتق طول مͬ�گوییم. G گروه مشتق طول آن به و داده نشان dl(G) با را

G روی اتومورفیسم وسیله�ی به A و باشند متناهͬ گروههای G و A کنیم فرض .١٨.١.١ قضیه

A عمل اینصورت در باشد. باوفا G روی A عمل و (∣A∣, ∣G∣) = 1 کنیم فرض همچنین کند. عمل

است. باوفا نیز G

Φ(G)
روی

.[۶] مرجع از ٣.٣٠ نتیجه�ی به شود رجوع برهان.

اتومورفیسم وسیله�ی Gبه متناهͬ گروه Aروی متناهͬ گروه فرضکنیم (Fitting) .١٩.١.١ قضیه

.G = [G,A] ×CG(A) آنگاه باشد، آبلͬ G اگر اینصورت در .(∣A∣, ∣G∣) = 1 و کند عمل

.[۶] مرجع از ۴.٣۴ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

:(Schur - Zassenhaus) .٢٠.١.١ قضیه

اینصورت: در . (∣N ∣, ∣G ∶ N ∣) = 1 که طوری به باشد G نرمال زیرگروه N کنیم فرض

که طوری به است موجود H ⊆ G اینکه یعنͬ دارد. G در مͺمل ͷی N (١

G = NH,N ∩H = 1.



٩ نیاز مورد وقضایای مفاهیم .١ فصل

هم با G در N برای مͺمل دو هر آنگاه باشند، حلپذیر G

N
یا N گروه�های از ͬͺی حداقل اگر (٢

هستند. مزدوج

.[۶] مرجع از ٣.١٢ و ٣.٨ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

از دلخواه مجموعه�ی ͷی π و حلپذیر متناهͬ گروه ͷی G فرضکنیم (Hall-C) .٢١.١.١ قضیه

هستند. مزدوج G هال π−زیرگروههای همه�ی اینصورت در باشد. اول اعداد

.[۶] مرجع از ٣.١۴ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

( Hall-Higman ١ . ٢ . ٣) .٢٢.١.١ قضیه

اینصورت در .Oπ′(G) = 1 که طوری به باشد پذیر π−جدایی گروه ͷی G کنیم فرض

CG(Oπ(G)) ⊆ Oπ(G).

.[۶] مرجع از ٣.٢١ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

اینصورت در .F = F (G) و حلپذیر متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢٣.١.١ لم

CG(F (G)) ⊆ F (G).

.[٨] مرجع از ۶٧.٧ قضیه�ی به شود رجوع برهان.



٢ فصل

کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی
π-مخصوص

١٠



١١ π-مخصوص کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی .٢ فصل

کاراکترها از نیاز مورد وقضایای مفاهیم ١.٢

مͬ�کنیم. بیان را نیاز مورد قضایای و لم�ها و تعاریف مفاهیم، بخش این در

ͷی n آن در که ϕ ∶ G→ GLn(C) گروهͬ همومورفیسم باشد. متناهͬ G گروه فرضکنیم .١.١.٢ تعریف

مـخـتـلـط اعــداد مـیـدان در درایـه�هـا با پـذیر n×nمـعـͺوس ماتریسهای ضربی گروه GLn(C)و طبیعͬ عدد

همومورفیسم ͷی ϕ ∶ G → GLn(C) اگـر کــه مͬ�دانـیــم گوییم. G گروه مختلط نمایش ͷی را مͬ���باشد،

است. n × n همانͬ ماتریس In آن در که ϕ(1) = In آنگاه باشد، گروهͬ

اینصورت در باشد. G مختلط نمایش ͷی ϕ ∶ G→ GLn(C) و متناهͬ گروه G فرضکنیم تعریف٢.١.٢.

ضابطه�ی با χ ∶ G→ C تابع از است عبارت ϕ توسط شده پیشنهاد کاراکتر

χ(g) = Trace(ϕ(g)),

اینصورت در مͬ�باشد. ϕ(g)ماتریس اصلͬ قطر درایه�های جمع Trace(ϕ(g)) آن در که

χ(1) = Trace(ϕ(1)) = Trace(In) = n.

گـویـیـم. χ کـاراکـتـر درجـه را

باشد. G گروه کاراکترهای همه�ی مجموعه�ی Char(G) و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٣.١.٢ تعریف

کاراکترهایی χ2 و χ1 اگر دیͽر، عبارت به است. بسته توابع جمع عمل تحت مجموعه این که مͬ�شود ثابت

گوییم ناپذیر تحویل را G از χ کاراکتر همچنین است. G از کاراکتری نیز χ1 + χ2 آنگاه باشند، G گروه از

با را G گروه ناپذیر تحویل کاراکترهای مجموعه�ی نوشت. دیͽر کاراکتر دو جمع صورت به نتوان را χ هرگاه

تحویل کاراکتر G تزویج کلاسهای تعداد به دقیقاً G متناهͬ گروه که مͬ�شود ثابت مͬ�دهیم. نشان Irr(G)

.∣Irr(G)∣ = k(G) آنگاه باشد، G تزویج کلاسهای تعداد دهنده�ی نشان k(g) اگر لذا و دارد ناپذیر

میدان ضربی گروه دقیقاً مختلط اعداد میدان روی معکوسپذیر ماتریسهای1×1 که آنجایی از تعریف١.٢.۴.

µ ∶ G→ (C − 0,×) آنگاه باشد، G روی مختلط نمایش ͷی µ ∶ G→ GL1(C)اگر لذا است، مختلط اعداد



١٢ π-مخصوص کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی .٢ فصل

اینصورت در است. µ خود همان G روی µ توسط شده پیشنهاد کاراکتر و است گروهͬ همومورفیسم ͷی

همه�ی مجموعه�ی است. ١ برابر خطͬ کاراکتر هر درجه�ی که است واضح گوییم. G خطͬ کاراکتر را µ

لذا: مͬ�دهیم. نشان Lin(G) با را G گروه خطͬ کاراکترهای

Lin(G) = {µ ∈ char(G) ∣ µ(1) = 1}.

دو مجموع صورت به نمͬ�توان را خطͬ کاراکتر ͷی لذا است، 1 برابر خطͬ کاراکتر هر درجه�ی که آنجایی از

دیͽر، عبارت به است. ناپذیر تحویل کاراکتر ͷی خطͬ کاراکتر هر نتیجه در و نوشت دیͽر کاراکتر

Lin(G) ⊆ Irr(G).

مجموعه�ی Irr(G) = {χ1, χ2, ..., χk} و متناهͬ Gگروه فرضکنیم یافته) تعمیم (رابطه�یتعامد .۵.١.٢ لم

،h ∈ G هر ازای به اینصورت در باشد. G ناپذیر تحویل کاراکترهای همه�ی

1

∣G∣ ∑g∈G
χi(gh)χj(g−1) = δij

χi(h)
χi(1)

,

آن در که

δij = {
1 if i = j
0 if i ≠ j

.[۴] مرجع از ٢.١۴ نتیجه�ی به شود رجوع برهان.

به [χ,ψ] داخلͬ ضرب اینصورت در .χ,ψ ∈ Char(G) و متناهͬ گروه G کنیم فرض .۶.١.٢ تعریف

صورت

[χ,ψ] = 1

∣G∣ ∑g∈G
χ(g) ¯ψ(g)

.[χ,χ] = 1 اگر فقط و اگر χ ∈ Irr(G) که مͬ�شود ثابت مͬ�شود. تعریف

(γ(g) = 1، g ∈ G هر ازای به اینکه (یعنͬ باشد بدیهͬ همومورفیسم γ ∶ G→ (C−0,×) اگر تعریف٧.١.٢.

ازای به بنابراین مͬ�دهیم. نشان 1G با و گوییم اصلͬ کاراکتر را آن که است G روی خطͬ کاراکتر ͷی γ آنگاه



١٣ π-مخصوص کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی .٢ فصل

،g ∈ Gهر

1G(g) = γ(g) = 1.

کاراکترهای همه�ی مجموعه�ی Irr(G) = {χ1, χ2, ..., χk} و متناهͬ گروه G کنیم فرض .٨.١.٢ تعریف

اعداد a1, a2, ..., ak آن در که باشد G از کاراکتری χ = a1χ1 + a2χ2 +⋯+ akχk و باشد G ناپذیر تحویل

هرگاه گوییم χ ناپذیر تحویل مؤسس ͷی را χj اینصورت در نیستند. صفر تواماً که هستند نامنفͬ صحیح

.ai = [χ,χi] ،1 ≤ i ≤ k هر ازای به که مͬ�شود ثابت واقع در .aj ≠ 0

اینصورت در باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه

∑
χ∈Irr(G)

χ(1)2 = ∣G∣.

.[۴] مرجع از ٢.٧ نتیجه�ی به شود رجوع برهان.

اینصورت در باشد. G از کاراکتری χ و متناهͬ گروه G کنیم فرض .١٠.١.٢ تعریف

Z(χ) = {g ∈ G ∣ ∣χ(g)∣ = χ(1)}

همچنین گوییم. χ کاراکتر مرکز را

kerχ = {g ∈ G ∣ χ(g) = χ(1)}

دیͽر عبارت به است. داده پیشنهاد χرا که نمایشͬ هسته�ی با است برابر دقیقاً آن و گوییم χ کاراکتر هسته را

χ kerχ.کاراکتر ⊴ G لذا و kerΨ = kerχ آنگاه باشد، χ دهنده�ی پیشنهاد نمایش Ψ ∶ G Ð→ GLn(C) اگر

.kerχ = 1 هرگاه گوییم باوفا را

اینصورت در باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .١١.١.٢ لم

G′ = ⋂
λ∈Lin(G)

kerλ.

.λ(g) = λ(1) = 1 ،G از λ خطͬ کاراکتر هر و g ∈ G′ هر ازای به دیͽر، عبارت به



١۴ π-مخصوص کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی .٢ فصل

اگر لذا و λ(1) = 1 اینصورت در باشد. G گروه خطͬ کاراکتر ͷی λ ∶ G → C کنیم فرض برهان.

،g ∈ G هر ازای به آنگاه باشد، λ دهنده�ی پیشنهاد نمایش Y ∶ G→ GL1(C)

λ(g) = Trace(Y (g)) = Y (g).

بنابراین

λ = Y ∶ G→ GL1(C) = (C − 0,×)

داریم: ایزومورفیسم اول قضیه�ی طبق نتیجه در است. گروهͬ همومورفیسم ͷی

G

kerλ
≅ Im(λ) ≤ (C − 0,×),

نتیجه در و G′ ⊆ kerλ ،λ ∈ Lin(G) هر ازای به بنابراین .G′ ⊆ kerλ نتیجه در و است آبلͬ G

kerλ
لذا و

G′ ⊆ ⋂
λ∈Lin(G)

kerλ.

لذا و هستند خطͬ G

G′
کاراکتر�های تمام پس است، آبلͬ G

G′
چون دیͽر، طرف از

Irr( G
G′
) = {λ ∈ Irr( G

G′
) ∣ λ(1) = 1}.

λ̂که ∈ Irr( G
G′
) لذا و G′ ⊆ kerλ آنگاه باشد، G دلخواه خطͬ کاراکتر λ ∈ Lin(G) اگر که دادیم نشان اما

اینرو، از مͬ�باشد. λ̂(G′g) = λ(g) ضابطه�ی λ̂با ∶ G
G′
Ð→ C آن در

{λ̂ ∈ Irr( G
G′
) ∣ λ ∈ Lin(G)} ⊆ Irr( G

G′
).

بنابراین

Irr( G
G′
) = {λ̂ ∈ Irr( G

G′
) ∣ λ ∈ Lin(G)},

لذا و

G′ = ⋂

λ̂∈Irr(
G

G′
)

kerλ̂ = ⋂
λ∈Lin(G)

kerλ.



١۵ π-مخصوص کاراکترهای و کاراکترها نظریه�ی .٢ فصل

اینصورت در باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .١٢.١.٢ قضیه

∣Lin(G)∣ = ∣G ∶ G′∣.

برابر نیز آن و G

G′
تزویج کلاسهای تعداد با است برابر G

G′
ناپذیر تحویل کاراکترهای تعداد مͬ�دانیم برهان.

داریم: دیͽر طرف از است. آبلͬ G
G′

زیرا G
G′

مرتبه�ی با است

Irr( G
G′
) = {λ̂ ∈ Irr( G

G′
) ∣ λ ∈ Lin(G)},

برابر G
G′

ناپذیر تحویل کاراکترهای تعداد است.لذا λ̂(G′g) = λ(g) ضابطه�ی با λ̂ ∶ G
G′
Ð→ G آن در که

بنابراین .G خطͬ کاراکترهای تعداد با است

∣Lin(G)∣ = ∣Irr( G
G′
)∣ = ∣ G

G′
∣ = ∣G ∶ G′∣.

فرض همچنین .g ∈ G و G متناهͬ گروه از χ کاراکتر دهنده�ی پیشنهاد نمایش X کنیم فرض .١٣.١.٢ لم

،1 ≤ i ≤ f هر ازای به و f = χ(1) که طوری به موجودند ϵ1, ..., ϵf ∈ C اینصورت در .n = o(g) کنیم

.χ(g) = ϵ1 + ϵ2 + ... + ϵn و ϵni = 1

.[4] مرجع از ٢.١۵ لم به شود رجوع برهان.

تحدید آنگاه ،χ ∈ Char(G) اگر اینصورت در .H ⩽ G و متناهͬ گروه ͷی G فرضکنیم تعریف١.٢.١۴.

.χH ∈ Char(H) که مͬ�شود ثابت آسانͬ به و مͬ�دهیم نشان χH با را H به χ

گوییم G روی کلاسͬ تابع ͷی را ϕ ∶ G Ð→ C تابع باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .١۵.١.٢ تعریف

.ϕ(h−1gh) = ϕ(g) ،g, h ∈ G هر ازای به هرگاه

در باشد. H روی کلاسͬ تابع ͷی ϕ و ،G متناهͬ گروه از زیرگروهͬ H کنیم فرض .١۶.١.٢ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G روی ϕ توسط شده القا کلاسͬ تابع اینصورت

،g ∈ G هر ازای به

ϕG(g) = 1

∣H ∣ ∑x∈G
ϕ0(xgx−1),


