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چͺیده
در زیادی کاربردهای کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات کسری،بخصوص دیفرانسیل معادلات
روش نامه پایان این دارند.در مواد علم و الͺتروشیمͬ انتشار،الͺترومغناطیس، پردازش مانند زمینه�هایͬ
یͺتایͬ و مͬ�گیریم.وجود نظر در زمان کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای را متناهͬ عناصر
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تخمین و مͬ�شود مطرح متناهͬ عناصر روش از استفاده با گسسته تمام مͬ�شود.روش معرفͬ گیری
نتایج مͬ�دهد نشان نامه پایان این انتهای در عددی مͬ�شود.مثال�های فراهم بهینه مرتبه همͽرایͬ خطای

سازگارند. ما تئوری نتایج با عملͬ
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ণپاسਟی�پایان با



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

و رستمͬ داود دکتر آقای جناب خود، راهنمای استادان بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه عباس�بندی، سعید دکتر آقای جناب

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران و خواهر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

ਠേঙی േॶه
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۶٣................................∆x = ٠٫ ٠٠١ تقسیماتمͺانͬ و α = ٠٫ نظرگرفتن١ در با مثال١ تقریبͬ و جوابدقیق ١.۴
۶٧................................∆x = ٠٫ ٠٠٢ تقسیماتمͺانͬ و α = ٠٫ نظرگرفتن١ در با مثال٢ تقریبͬ و جوابدقیق ٢.۴
٧٠................................∆x = ٠٫ ٠٠٣ تقسیماتمͺانͬ و α = ٠٫ نظرگرفتن١ در با مثال٣ تقریبͬ و جوابدقیق ٣.۴
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ر



چͺیده

زمینه�هایͬ در زیادی کاربردهای کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات بخصوص کسری، دیفرانسیل معادلات
متناهͬ عناصر روش نامه پایان این در دارند. مواد علم و الͺتروشیمͬ الͺترومغناطیس، انتشار، پردازش مانند
استفاده با جواب یͺتایͬ و وجود گرفته�ایم. نظر در زمان کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای را
روش مͬ�شود. معرفͬ گیری انتͽرال قاعده ͷی بر مبنͬ زمانͬ گام روش ͷی و اثبات لͺس-میلͽرام لم از
مͬ�شود. فراهم بهینه مرتبه همͽرایͬ خطای تخمین و مطرح متناهͬ عناصر روش از استفاده با تمام�گسسته

سازگارند. ما تئوری نتایج با عملͬ نتایج که مͬ�دهد نشان پایان�نامه این انتهای در عددی مثال�های

کسری مشتق متناهͬ، عناصر روش�های کسری، جزئͬ دیفرانسیل معادلات : کلیدی کلمات
ریمان-لیوویل.

١



مقدمه

پیچیده آن�ها تحلیلͬ جواب یافتن موارد از بسیاری در که هستیم رو به رو معادلاتͬ با مختلف علوم در همواره
تقریب مناسب عددی روش�های از استفاده با که مͬ�شود سعͬ موارد این در لذا است غیر�ممͺن حتͬ گاهͬ و

آوریم. دست به را واقعͬ جواب از ͬͺنزدی
شامل موارد اکثر در مدل�ها این نمود، شبیه�سازی ریاضͬ مدل�های توسط را مسائل مͬ�توان علوم از بسیاری در

هستند. انتͽرالͬ و دیفرانسیلͬ عملͽرهای
جواب یافتن مسائل از برخͬ در و دارد دنبال به را پیچیده فرایندی تحلیلͬ جواب یافتن مسائل، از بسیاری در
مسائل جواب زدن تقریب برای عددی روش�های نمودن فراهم دلیل همین به است غیرممͺن عملا تحلیلͬ
روش�های از ͬͺی متناهͬ عناصر روش�های میان این در است. ریاضͬ مدل�های از استفاده ملزومات از ͬͺی

مͬ�باشد. انتͽرالͬ معادلات و دیفرانسیلͬ معادلات جواب تقریب برای اساسͬ
الͺتروشیمͬ، الͺترومغناطیس، ، ١ انتشار فرایندهای در زیادی کاربردهای زمان کسری جزئͬ معادلاتدیفرانسیل

ببینید. [١٨] ، [٨] ، [۵] ، [۴] ، [٣]، [٢] مراجع در را آن مͬ�توانید که دارند ... و مواد علم
را پایداری شرایط آنالیز و کرد پیاده�سازی زمان و مͺان فضای دو روی را متناهͬ تفاضل روش [۶] در ٢ لͬ

نمود. بیان
و لاپلاس تبدیلات یا گرین توابع از استفاده با زمان کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات از تحلیلͬ جواب

گرفته�اند. قرار مطالعه مورد [٢۴] ، [٢٣] ، [٩] ، [٧] در فوریه
مطرح مͺان متغیر برای را طیفͬ روش و زمان متغیر برای را متناهͬ تفاضل روش ،[٢٧] در ۴ اکسو و ٣ لین

کردند.
نمودند. پیشنهاد کسری گرما انتشار معادله حل برای را متناهͬ تفاضل روش ،[٢٨] در ۶ وو و ۵ سان

جزئͬ دیفرانسیل معادله حل برای را متناهͬ عناصر روش که مͬ�باشد، [١٧] مرجع پایان�نامه این کار اساس
گرفته�ایم: نظر در زیر زمان کسری

١Diffusion processes
٢Liu
٣Lin
۴Xu
۵Sun
۶Wu

٢



٣ مطالب فهرست


R
٠D

α
t u(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x) t ∈ [٠, T ] x ∈ Ω,

u(٠, x) = ٠ x ∈ Ω,
u(t, x) = ٠ t ∈ [٠, T ] x ∈ ∂Ω.

چپ مشتق R
٠D

α
t و x متغیر به نسبت لاپلاس اپراتور ∆ =

∑٣
i=١

∂٢

∂x٢
i

، ٠ < α < ١ آن در که

مͬ�شود. تعریف زمان متغیر به نسبت ریمان-لیوویل



١ فصل

مهم قضایای و تعاریف

کسری دیفرانسیل حساب از مختصر تاریخچه�ای ١.١

عملͽرهای از اولیه تعاریف از که است ریاضͬ مطالعات از زمینه�ای کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب
و دیفرانسیل حساب مفهوم �است. آمده وجود به معمولͬ انتͽرال و دیفرانسیل حساب انتͽرال و مشتق

آن پرسید، n =
١
٢ برای d

ny

dxn
معنͬ درباره ١سوالͬ هوسپیتال ١۶٩۵ سال در نیست، جدید کسری انتͽرال

”x
√
dx : x با است ”d١/٢xمعادل که داد پاسخ ٢ لایبنیز مͬ�شود” چه باشد کسری n ”اگر که بود این سوال

در حال این با دارند، آشͺاری وهندسͬ ͬͺفیزی تعابیر صحیح مرتبه انتͽرال و مشتق که است واضح عموما
از انتͽرال�گیری و مشتق�گیری ایده ظهور چون نیست، چنین کسری مرتبه از مشتق�گیری و انتͽرال�گیری مورد
انتͽرال�گیری هندسͬ تعبیر نداشت. سال ٣٠٠ از بیش برای قبولͬ قابل ͬͺفیزی و هندسͬ تعبیر دلخواه مرتبه

است. دیوار» پس «سایه�های آن ͬͺفیزی تعبیر و است دیوار» روی «سایه�های کسری
روش ٣ راواشده شده�است. بررسͬ مولفان از بسیاری بوسیله کسری دیفرانسیل معادلات اخیر سال�های در
جواب یͺتایͬ و وجود ۴ مومانͬ کرد. استفاده کسری معادلات جواب تقریب برای را هم�محلͬ اسپلاین

آورد. بدست را انتͽرو-دیفرانسیل معادله
به مͬ�توان جمله آن از که دادند انجام کسری دیفرانسیل حساب مورد در آزمایشاتͬ زیادی ریاضیدانان

کرد. اشاره ٧ لاپلاس و ۶ اویلر و ۵ فوریه
کردند، استفاده بود مشتق یا انتͽرال مرتبه ͷی از مفهومͬ که شخصͬ روش�های و تعاریف از ریاضͬ�دانان این

١L’Hospital
٢Leibniz
٣Rawasheh
۴Momani
۵Fourier
۶Euler
٧Laplace

١



٢ مهم قضایای و تعاریف .١

دارد. وجود گرانوالد-لتنیͺوف و -لیوویل ریمان از مشهوری رایج تعاریف که
ͬͺدینامی سیستم�های از کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب از بͬ�شماری کاربردهای [٩] در ٨ پدلوبنͬ
ولتاژ، کلͬ کننده تقسیم ،ͬͺتریͺال مدار فرکانس در که به�طوری داد، قرار توجه مورد را کنترل تئوری در
مراتب از الͺترومغناطیس و عصبͬ سیستم�های ͬͺبیولوژی مدل سیال، شار اثر الͺتروشیمͬ، ͷوالاستیͺویس
در صفحه�ای ٧٠٠ کتاب از صفحه دو در که بود کسͬ اولین ٩ لاکرویس مͬ�شود. استفاده چندگانه کسری

که: داد نشان a ∈ R+ ، y = xa برای او .[١٩] کرد اشاره دلخواه مرتبه از مشتق به ١٨١٩

d١/٢y

dx١/٢ =
Γ(a+ ١)

Γ(a+ ١/٢)x
a−

١
٢

آورد. بدست f(x) برای انتͽرال نمایش ͷی ١٨٢٢ سال در فوریه ( d
dx

)١/٢x = ٢
√
x

π
ویژه به

f(x) =
١

٢π

∫
R
f(α)dα

∫
R
cosP (x− α)dP

آورد: بدست را مشتق مدل و
dν

dxν
f(x) =

١
٢π

∫
R
f(α)dα

∫
R
P νcos{P (x− α) +

νπ

٢ }dP

مͬ�شود. گرفته نظر در منفͬ، یا مثبت دلخواه، کمیت هر عنوان به ν که
یعنͬ کرد. حل را زمان، کوتاه�ترین خم مساله از انتͽرال معادله ١٨٢٣ سال در ١٠ آبل که مͬ�شود اظهار عموما

١
Γ(α)

∫ x

٠

g(u)

(x− u)١−α
du = f(x) ٠ < α < ١

جواب با
g(x) =

١
Γ(١ − α)

d

dx

∫ x

٠

f(u)

(x− u)α
du

جواب داد نشان صرفا بلͺه نͺرد حل انتͽرال و دیفرانسیل حساب با را مساله هرگز آبل داد، نشان ١١ لوتزن و
انتͽرال معادله آبل از الهام با ١٢ لیوویل جزف شود. نوشته کسری مشتق ͷی صورت به مͬ�تواند چͽونه

کرد. حل ١٨٣٢ سال در را مذکور
در او شد. انجام لیوویل بوسیله کسری مشتق ͷی از منطقͬ تعریف ͷی ارائه برای جدی تلاش اولین شاید
آنها بود. ١٨۵۵ سال در زمینه این در آنها آخرین کرد. منتشر مقاله ٩ ، ١٨٣٧ تا ١٨٣٢ بین های سال
١٣ پیͺوک جورج �چون: افرادی از بیشتری کارهای آمدند. وجود به الͺترومغناطیس روی بر لیوویل کار از
١٧ ویلیام�سنتز و (١٨۴۶) ١۶ کلاند ، (١٨۴٢) ١۵ دمورگان آگوستوس ، (١٨۴١) ١۴ گرگوری ، (١٨٣٣)

٨Podlubny
٩Lacroix
١٠Abel
١١J.Lutzen
١٢Louville
١٣George Peacok
١۴D.F.Gregory
١۵Augustusde Morgan



٣ کسری دیفرانسیل حساب از مختصر تاریخچه�ای .١.١

دارد. وجود (١٨۴٨)
آن و n ∈ N ، D =

d

dx
طوری�که به کرد شروع Dneax = aneax معروف نتیجه با ١٨٣٢ سال در لیوویل

بوسیله سپس a = ٢، ν =
١
٢ خاص حالت به ابتدا را

Dνeax = aνeax

f(x) =
∑∞

k=٠ cke
akx صورت به را f(x) برای سری�ها نمایش او داد. گسترش ν ∈R+ دلخواه مرتبه به

بوسیله و گرفت نظر در

Dνf(x) =
∞∑
k=٠

cka
ν
ke

akx

معلوم تابع برای او دوم روش بود. لیوویل اول شیوه این که حالͬ در کرد. تعریف را ν دلخواه مرتبه از مشتق
گرفت نتیجه xu = t جاگذاری با گرفت. نظر در را I =

∫∞
٠ ua−١e−xudu انتͽرال او رفت. کار به x−a

x−a =
I

Γ(a)
معادله طرف دو بر Dν اعمال با . Re a > ٠ برای I = x−a

∫∞
٠ ta−١e−tdt = x−aΓ(a)

آورد: بدست Dν(e−xu) = (−١)νuνe−xu از استفاده با و
Dνx−a = (−١)ν Γ(a+ ν)

Γ(a)
x−a−ν

کرد. استفاده پتانسیل نظریه از مقاله�اش بررسͬ در لیوویل
صورت به (عمومͬ) تͺمیلͬ جواب nام مرتبه از d

ny

dxn
معمولͬ دیفرانسیل معادله چون

α ∈ R+ ، dαy
dxα = ٠ کسری مرتبه معادله که کرد گمان لیوویل دارد، y = c٠ + c١x + ... + cn−١xn−١

تͺمیلͬ تابع عنوان به ψ(x)ͷی ریمان رابطه این در باشد. داشته متناسب متناظر تͺمیلͬ جواب ͷی باید نیز
کرد. اضافه

این در المللͬ بین کنفرانس اولین که وقتͬ ١٩٧۴ سال از متمرکز طور به کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب
نیوهافن دانشͽاه در و شد سازماندهͬ ١٨ �راس برترام بوسیله کنفرانس این یافت. گسترش شد، برگزار زمینه
۶٠٠ تاکنون ١٩٧۵ سال زمانͬ دوره در بودند. دان ریاضͬ ٩۴ آن کنندگان شرکت تعداد شد. برگزار ١٩

شده�است. منتشر کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب با رابطه در مقاله
١۶P.Kelland
١٧Willam Center
١٨BertramRoss
١٩NewHaven



۴ مهم قضایای و تعاریف .١

کسری وانتͽرال�گیری مشتق انواع ٢.١

گرانوالد�لتنیͺوف کسری مشتق ١.٢.١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت f(t)به تابع اول مرتبه مشتق مͬ�گیریم نظر در را f(t) ∈ C[a, b]تابع

f (١)(t) =
df

dt
= lim

h→٠
f(t)− f(t− h)

h
(١.١)

داریم: ببریم، کار به دوبار را بالا تعریف اگر

f (٢)(t) =
d٢f

dt٢
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ (٢.١)

مͬ�آوریم: بدست استقرا ͷکم به

f (n)(t) =
dnf

dtn
= lim

h→٠
١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh) (٣.١)

اینجا: در )که
n

r

)
=
n(n− ١)(n− ٢) · · · (n− r + ١)

r!
(۴.١)

است: دلخواه حقیقͬ یͷعدد p آن در استکه زیر عبارتعمومͬ از حالتخاصͬ (٣.١) در n مرتبه از مشتق

f
(p)
h (t) = aD

p
t f(t) =

١
hp

n∑
r=٠

(−١)r
(
p

r

)
f(t− rh) (۵.١)

را f(t) تابع بر شده اعمال خاص عملͽر که مͬ�کنیم مشخص aD
p
t f(t) نماد با را f

(p)
h (t) فوق رابطه در که

α مرتبه از مشتق حال هستند. aD
p
t f(t) عملͽر به مربوط پایین و بالا حدود ترتیب به a و t مشخص�مͬ�کند

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ٢٠ لتنیͺوف گرانوالد-

aD
α
t f(t) = lim

h→٠
١
hp

n∑
m=٠

(−١)m
(
α

m

)
f(t−mh) (۶.١)

اینجا: در )که
α

m

)
=
α(α− ١) · · · (α−m+ ١)

m!

مͬ�شود. نامیده گرانوالد-لتنیͺوف مشتق (۶.١) معادله مͬ�باشد α ⩽ n = t−a
h و

٢٠Grunwald-Letnikov



۵ کسری وانتͽرال�گیری مشتق انواع .٢.١

داشت: خواهیم چنین کنیم جایͽزین −α با را α ، (۶.١) رابطه در اگر

aD
−α
x f(t) = lim

h→٠
hp

n∑
m=٠

(−١)m
(
−α
m

)
f(t−mh) (٧.١)

آن در ]که
α
m

]
=
α(α+ ١) · · · (α+m− ١)

m!

(
−α
m

)
=

−α(−α− ١) · · · (−α−m+ ١)
m!

= (−١)m
[
α
m

]
α > ٠ (٨.١)

، (۶.١) حدود محاسبه با مͬ�شود. نامیده گرانوالد-لتنیͺوف کسری انتͽرال� (٧.١) رابطه مͬ�شود. تعریف
داریم: را زیر رابطه (٧.١)

aD
α
t f(t) =

m∑
k=٠

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k + ١) +
١

Γ(−α+m+ ١)

∫ t

a
(t− τ)m−αf (m+١)(τ)dτ (٩.١)

فاصله در (k = ١, ...,m + ١) برای fها (k)(a) بالا فرمول در مͬ�شود. تعریف دلخواه مرتبه از مشتق که
داریم: α = p کلͬ حالت در و مͬ�باشد m < α < m+ ١، m ∈ N همچنین شده�اند. فرض پیوسته [a, t]

aD
−p
t f(t) = lim

h→٠
hp

n∑
r=٠

(−١)r
(
−p
r

)
f(t− rh) =

١
Γ(p)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)(١−p)
dτ (١٠.١)

مͬ�شود. تعریف دلخواه مرتبه از انتͽرال بالا فرمول و

ریمان�لیوویل کسری حساب ٢.٢.١

f ∈ C[a, b] که f(t) تابع روی α > ٠ مرتبه از ٢١ ریمان-لیوویل چپکسری انتͽرال اپراتور تعریف١.٢.١.
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�باشد

R
aD

−α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)١−α
dτ α > ٠, t > a (١١.١)

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت ریمان-لیوویل کسری راست انتͽرال و

R
t D

−α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b

t

f(τ)

(t− τ)١−α
dτ α > ٠, t < b. (١٢.١)

از: عبارتند ریمان-لیوویل انتͽرال مهم خواص برخͬ
٢١Reimann-louville


