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چکیده

با خطی گسسته وضع بد مسائل حل براي مهم روشهاي از یکی تیخونوف منظم�سازي روش
می�شوند. حاصل پیوسته وضع بد� مسائل گسسته�سازي از معمولا مسائل این است. بزرگ ابعاد
است. نویز به آلوده آنها راست سمت بردار و بوده حالت بد بسیار مسائل، اینگونه ضرایب ماتریس
جواب، روي نویز اثر کردن کم براي بنابراین می�شود. مسئله جواب در نویز انتشار باعث امر این و
است پارامتري به وابسته منظم�سازي روشهاي کارایی می�کنند. استفاده منظم�سازي روشهاي از
بودن معنی�دار باعث پارامتر این مناسب تعیین می�شود. گفته منظم�سازي پارامتر اصطلاحاً، که

می�شود. مسئله جواب
روش توجه مورد روشهاي از یکی است. شده پیشنهاد پارامتر این تعیین براي مختلفی روشهاي
منظم�سازي پارامتر تعیین براي پایان�نامه این در که است، (discrepancy principle) تفاوت اصل
پارامتر کردن پیدا براي L−نوار روش بررسی به همچنین می�کنیم. استفاده آن از تیخونوف

پرداخت. خواهیم منظم�سازي
و شده آرنولدي تجزیه جایگزین لانچوز قطري�سازي دو فرآیند پایان�نامه این در همچنین
بردار- حاصلضرب محاسبه به نیاز آرنولدي تجزیه که است شده داده نشان عددي مثالهاي در
است. کمتر آن محاسباتی هزینه بنابراین و بوده لانچوز قطري�سازي دو به نسبت کمتري ماتریس
که روشها این از یکی می�کنند. استفاده مسائل اینگونه حل براي نیز تکراري روشهاي از طرفی، از
Range Restricted Generalized Minimal Residual روش می�پردازیم آن به پایان�نامه این در
پایه بر منظم�سازي روش با آرنولدي روشهاي مقایسه پایان�نامه این هدف است. (RRGMRES)

می�باشد محاسباتی هزینه و کارایی نظر از RRGMRES تکراري روش و لانچوز قطري�سازي دو
را نسبی خطاي و روشها این از حاصل جواب روي تیخونوف منظم�سازي پارامتر تاثیر همچنین و

می�کنیم. بررسی
کارایی نظر از تیخونوف منظم�سازي روش با را RRGMRES تکراري روش عددي مثالهاي در
روي همینطور و حاصل جواب روي را منظم�سازي پارامتر تاثیر و کرده مقایسه محاسباتی هزینه و
وجود دلیل به تیخونوف منظم�سازي روش که می�دهیم نشان و می�کنیم بررسی نسبی خطاي
عددي مثال دو با همچنین می�کند. عمل بهتر نسبی خطاي و کارایی نظر از روش این در پارامتر
نظر از بزرگ مسائل براي که می�دهیم نشان و داده قرار بررسی مورد را L−نوار روش کارایی

می�باشد. مناسب بسیار روش این محاسباتی هزینه



تفاوت، اصل آرنولدي، تجزیه ، منظم�سازي خطی، گسسته وضع بد مسائل کلیدي: کلمات
وارون. مسئله
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1 فصل
مقدمه

صورت به معادلاتی مهندسی و علوم از بسیاري در
Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn (1.1)

آن در که آوریم بدست دستگاه این جواب از مناسبی تقریب یک تا است لازم که می�آیند پدید
ممکن و بوده صفر حول آن تکین مقادیر از تعدادي که معنی بدین بوده بدحالت بسیار Aماتریس
طوري به می�باشند هم نزدیک بسیار صفر، به نزدیک تکین مقادیر این و برسند صفر به است
دیگر تکین مقادیر به نسبت اي ملاحظه قابل اختلاف تکین مقدار دو بین نمی�توان آسانی به که
مسائل گسسته�سازي از مسائل اینگونه است. نویز به آلوده راست سمت بردار همچنین کرد. پیدا
بدوضع مسائل را آنها و می�آیند بدست اول نوع فردهلم انتگرالی معادلات مانند پیوسته بدوضع

.[22] گویند خطی گسسته
بزرگ بسیار خطاي آمدن بوجود باعث راست سمت در نویز وجود با همراه ماتریس بدحالتی
خوبی تقریب نتوان معمول روشهاي با که می�شود باعث عامل همین و می�شود. مسئله جواب در
منظم�سازي از جواب در نویز عامل بر غلبه و مشکل این رفع براي کرد. پیدا دستگاه جواب از

می�کنند. استفاده
این کارایی .[22 ،14] است تیخونوف منظم�سازي روش ، منظم�سازي مهم روشهاي از یکی
اندازه به جواب حساسیت و می�گویند منظم�سازي پارامتر را آن که است پارامتري به وابسته روش

1



2 مقدمه .1 فصل

راست سمت بردار در کوچک تغییرات که معنی بدین می�دهد نشان را راست سمت بردار در نویز
فاصله واقعی جواب از تقریبی جواب بنابراین و می�شود مسئله جواب در بزرگی تغییرات باعث
تخمین به�درستی باید منظم�سازي پارامتر دلیل همین به و می�شود بزرگ خطا و گرفته زیادي

شود. زده
به که است تفاوت اصل روش می�پردازیم آن بررسی به که پارامتر این تخمین روشهاي از یکی
جواب�هاي بین تفاوت آسانی به و است وابسته راست سمت داده�هاي در موجود نویز (نرم) اندازه
نیازي نویز اندازه به که دارند وجود نیز دیگري روش�هاي می�کند. مقایسه را مختلف روشهاي
بزرگ مسئله که صورتی در و -خم L و متقابل اعتبار روش به می�توان روشها این بین از ندارند،
بررسی به ندارند نیازي نویز اندازه به که روشهایی بین در کرد. اشاره نیز نوار -L به می�توان باشد
پارامتر تخمین براي آن از استفاده دلیل و می�پردازیم -خم L روش با آن تفاوت و روشL-نوار
انجام لانچوز فرآیند از استفاده با روش این داد خواهیم نشان و می�کنیم بیان را منظم�سازي
قبول قابل و بهتر نتایج و محاسباتی هزینه�هاي کاهش براي بزرگ اندازه با مسائل براي و می�گیرد

بود. خواهد صرفه به بسیار -نوار L از استفاده
پیدا براي سه مرتبه همگراي و نیوتن مثل یابنده صفر روش�هاي از تفاوت اصل روش در
از آنها از استفاده مسائل این بودن بزرگ دلیل به اما می�کنند استفاده منظم�سازي پارامتر کردن
تیخونوف منظم�سازي روش�هاي در مشکل این حل ي برا نیست، صرفه به محاسباتی هزینه نظر
از یکی شود استفاده مسئله ابعاد کردن کوچک براي آرنولدي تجزیه از تا است شده پیشنهاد
عنوان به کمکی ماتریس به نیاز روش این در که است این تجزیه این از استفاده مهم دلایل

نداریم. پیش�حالت�ساز
مناسب پیشحالتهاي ساختن چگونگی گسسته بدوضع مسائل براي مهم مشکلات از یکی زیرا
سرعت تنها نه پیش�حالت�سازي، از استفاده نویز، وجود دلیل به گسسته بدوضع مسائل در است.

.[2] بود خواهد جواب در نویز انتشار باعث بلکه داد نخواهد افزایش را جواب به رسیدن
محاسبات تعداد و تقریبی جوابهاي کیفیت مقایسه حاضر پایان�نامه اهداف مهمترین از یکی
Range Re- جمله از تیخونوف منظم�سازي روش�هاي توسط نیاز مورد بردار-ماتریس حاصلضرب
این در است. RRGMRESتکراري روش و LBDT و stricted Arnoldi Tikhonov(RRAT)
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محاسباتی هزینه و نسبی خطاي حاصل، تقریبی جواب روي منظم�سازي پارامتر تاثیر پایان�نامه
شود زده تخمین مناسب بطور منظم�سازي پارامتر اگر می�شود داده نشان و شد خواهد بررسی
تیخونوف منظم�سازي روشهاي لحاظ این از و شده حاصل جواب در نویز پخش از جلوگیري باعث
دارد. بهتري عملکرد نسبی خطاي و تقریبی جواب نظر از RRGMRES تکراري روش به نسبت
منتشر سرعت به خطا آنها در زیرا باشند نمی مناسب بزرگ مسائل حل براي مستقیم روشهاي
اینگونه حل براي تکراري روشهاي از بنابراین می�شود مسئله جواب در خطا ایجاد باعث و می�شود

دارند. کمتري محاسباتی هزینه که می�کنند استفاده مسائل
مقایسه محاسباتی هزینه لحاظ از LBDT روش با را تیخونوف آرنولدي روش�هاي همچنین
روش به نسبت کمتري محاسباتی هزینه RRAT روش که می�دهند نشان نیز عددي نتایج و کرده

است. صرفه�تر به آن از استفاده محاسباتی نظر از و دارد LBDT

محاسبه�ي نیازمند تیخونوف آرنولدي روش که می�دهند نشان شده محاسبه عددي مثالهاي
Lanczos Bidiagonalization Tikhonov روش به نسبت کمتري بردار-ماتریس حاصلضرب

می�باشد. فراوانی اهمیت داراي موضوع این ماتریس بزرگ ابعاد دلیل به که است (LBDT)

مورد ضروري و اولیه مفاهیم دوم، فصل در است. زیر صورت به نامه پایان ساختار ادامه در
می�کنیم. بیان انتگرالی معادلات گسسته�سازي براي روش�هایی سوم، فصل در می�گیرد. قرار بحث
آرنولدي فرآیند از استفاده با تیخونوف منظم�سازي روشهاي و منظم�سازي مفهوم چهارم، فصل در
روش ارائه با منظم�سازي پارامتر تخمین همچنین و شد خواهد بررسی لانچوز فرآیند و تیخونوف
روشهاي مقایسه از حاصل عددي نتایج پنجم، فصل در می�شود. بررسی روشL-نوار و تفاوت اصل

شد. خواهد ارائه تصاویر از مات�زدایی همچنین و انتگرالی معادلات براي شده گفته



2 فصل
پایه مفاهیم

صورت به خطی بدوضع مسائل حل در شد، گفته که همانطور

Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn (1.2)
کوچک بسیار خطاهاي تا می�شود باعث راست سمت بردار در نویز با همراه ماتریس بدحالتی
به شوند. مسئله جواب در بزرگ بسیار خطاهاي آمدن بوجود باعث راست سمت بردار در موجود

به�صورت انتگرالی معادلات گسسته�سازي به می�توان مسائل اینگونه از نمونه�اي عنوان

∫ b

a

K(s, t)f(t)dt = g(s) (2.2)
تجهیزات نقش K و است سیستم در f ورودي از حاصل خروجی g آن، در که کرد اشاره
تصویر). پردازش مسائل در نورانی نقطه مقابل در دوربین نقش (مثلا می�کند بازي را آزمایشگاهی
مسائل مسائل، اینگونه به که است g خروجی روي از f ورودي آوردن بدست (2.2) مسئله هدف

.[22] می�گویند وارون
تنها یا و نباشد موجود تحلیلی به�صورت است ممکن (2.2) انتگرالی معادله کلی حالت در
،f آوردن به�دست براي کار مناسب�ترین بنابراین باشد. موجود نقطه متناهی تعداد در g(s) مقدار

4
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حاصل دستگاه باشد، نویز به آلوده معادله این راست سمت که هنگامی است. آن گسسته�سازي
بود. خواهد (1.2) صورت به سازي گسسته از

خطی گسسته بدوضع مسائل 1.2
مسئله جواب که d داده مجموعه با را F (x, d) = ۰ مسئله ابتدا مسئله، یک بدوضعی تعریف براي
می�کنیم. بررسی می�دهد، نشان را d و x بین رابطه که است تابعی F و است وابسته آن به x یعنی
d و F اگر باشند. تابع یا بردار حقیقی، اعداد است ممکن d و x متغیرهاي مسئله نوع بر منطبق
نامشخص d و مشخص x و F اگر و می�شود نامیده مستقیم مسئله یک باشد نامعین x و مشخص
�هادامارد توسط که خوش�وضع مسئله یک مفهوم .[31] می�شود نامیده وارون مسئله یک باشد
در اگر است خوش�وضع مسئله یک است، شده بیان صورت بدین شد ارائه بیستم قرن اوایل در

:[22] کند صدق زیر شرایط

باشد. جواب داراي مسئله .1

باشد. یکتا جواب داراي مسئله .2

باشد. وابسته d داده�هاي به پیوسته طور به x جواب .3

بدین سوم شرط و می�دهد نشان را F تابع بودن یک به یک و پوشا ترتیب به دوم و اول شرط
عبارتی به باشد، شده x جواب در کوچک تغییرات باعث d داده در کوچک اختلال که است معنی
،F (x+ δx, d+ δd) = ۰ طوریکه به شود x جواب در δx تغییرات باعث داده در δd تغییرات اگر

آنگاه
∀η > ۰,∃K(η, d) : ∥δd∥ < η =⇒ ∥δx∥ ≤ K(η, d)∥δd∥

نباشند. منطبق هم با است ممکن متغیرها این نوع دلیل به d و x براي شده استفاده نرمهاي
مسئله�اي بدوضع مسئله که نمود بیان می�توان ساده طور به خوشوضع، مسئله از تعریف این با

نکند. صدق شده گفته شرایط در یعنی نباشد وضع خوش که است
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حل براي قدم اولین هستند. بدوضع مسائل از نمونه یک اول نوع فردهلم انتگرالی معادلات
صورت به آنها گسسته فرم است. آنها گسسته�سازي معادلات، اینگونه

Ax = b, A ∈ Rn×n, (3.2)
b̄ آن در که ،b = b̄+ e یعنی است نویز به آلوده b راست سمت بردار و بدحالت A آن در که بوده
مسئله یک گسسته�سازي حاصل که دستگاهها اینگونه به است. نویز دهنده نشان e و خطا بدون

گویند[4]. خطی گسسته بدوضع مسائل هستند، بدوضع
به�دست جواب تحلیل در خوبی اطلاعات می�تواند Aماتریس براي (SVD) تکین مقادیر تجزیه

دهد.
صورت به A ماتریس SVD تجزیه

A = UΣV T , (4.2)
یعنی است، نامنفی نزولی قطري عناصر با قطري ماتریس یک Σ ∈ Rn×n آن در که است،

σ۱ ≥ σ۲ ≥ ... ≥ σn ≥ ۰

به ui و vi و هستند نرمال متعامد U = [u۱, ..., un] و V = [v۱, ..., vn] ماتریس�هاي همچنین
.[17] می�شود نامیده A چپ و راست تکین بردارهاي ترتیب

نقطه حول نیز آنها اکثر و بوده هم نزدیک A تکین مقادیر باشد، بزرگ کافی قدر به n وقتی
داده�ها در اغتشاشات به و بوده بدحالت حاصل ماتریس نتیجه در و کرد. خواهند تجمع صفر

بود. خواهد حساس
دستگاه براي را زیر مفروضات اینجا در

Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn (5.2)
داشت: خواهیم

مستقل تصادفی متغیر یک سفید نویز است. سفید نویز یک ،e نویز که است این بر فرض .1
σ۲ واریانس و صفر میانگین با گاوسی توزیع داراي نویز این مولفه�هاي از یک هر که است

است.


