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೯دایا...
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم،
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
پاکسعادت هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده
نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من،
. آموخت خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،



:ଘم৤قدৎ
৮دروماସభ୍م

مهر همه برایم وجودشان و بود رن; همه برایشان وجودم که آنان
بماند. سپید رویم تا گشت سپید موهایشان و برسم توانایی به تا رفت وتوانشان

ঙࢡ࡯ࡶ඼ෙय़ජباৣم

باشد. ͳم ام ͳزندگ آرامش مایه وجودش که



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
شهرام دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
پایان این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه زاده، نجف
را نامه پایان این مشاوره� زحمت که رحیمͬ اصغر دکتر آقای جناب از نمͬ�رسید. انجام به نامه

دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل
فرمودند، تقبل را نامه پایان این داوری و مطالعه زحمت که عبادیان علͬ دکتر آقای جناب از

دارم. را تشͺر کمال
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
پاس به عزیزم خواهران و برادران همسرم، از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش
من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه

بودند.

زارنجͬ زاده ولͬ الʓه روح
١٣٩٠ مرداد
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کرانهای رایت، یافته تعمیم هندسͬ فوق تابع همساز، ارز تک توابع کلیدواژه�ها:
شمول پیچشͬ،خاصیت ضرب نهائͬ، نقاط دگرشͺلͬ،

هندسͬ خواص و ارز ،تك همساز توابع ابتدا نامه پايان اين در چͺیده:
حاصل از استفاده با سپس كنيم مͬ مطالعه را توابع اين سری بسط و آنها
از جديدی زيركلاسͬ رايت يافته تعميم هندسͬ فوق تابع و پيچشͬ ضرب
اين خصوص در شود مͬ سعͬ كنيم. مͬ تعريف را همساز ارز تك توابع
هندسͬ خواص و شمول نتايج ضرايب، كران جمله از جالبی خواص كلاس
٢٠٠٧ سال مقاله اساس بر نامه پايان اين كارهای كنيم. مͯ اثبات را ديͽری
تعميم هندسͬ فوق تابع با ارتباط در همساز توابع از كلاسͬ زير عنوان تحت
ژورنال ��������� در G.Murugusundaramoorthy and R.K.Raina توسط كه رايت يافته
و آوری جمع شده، چاپ Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics

است. گرفته قرار تحليل و تجزيه مورد
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پیشͽفتار
مقاله اساس بر نامه پایان این

On A Subclass Of Harmonic Functions Associated

With Wrights Generalized Hypergeometric Functions .

. است شده نوشته فصل ۴ در
. است بخش ۴ شامل که ، است شده آورده بعدی فصول برای نیاز مورد مطالب اول فصل در
مͬ بیان را شوارتز لم و ماکزیمم مدول قضیه جمله از مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول بخش در
بیان به سپس کرده تعریف را محدب توابع و گون ستاره ، ارز تک توابع دوم بخش در . کنیم

. پردازیم مͬ زمینه این در مهمͬ قضایای
مͬ تعریف را باشد مͬ نامه پایان این در مهمͬ مفهوم که را همساز تابع ،مفهوم سوم بخش در
پیروی مفهوم چهارم بخش در . کنیم مͬ بیان را مفهوم این به مربوط قضایای سپس ؛ کنیم
. کنیم مͬ بیان را مفهوم این به مربوط ابتدایی قضایای سپس . کنیم مͬ تعریف را دیفرانسیلͬ
مهم خواص و کرده تعریف را پیچشͬ ضرب اول بخش .در باشد مͬ بخش ۶ شامل دوم فصل
آن مهم قضایای و خواص ، گاوس هندسͬ تابع مفهوم به دوم بخش در . کنیم مͬ بیان را آن
برآورد چهارم بخش در . کنیم مͬ بیان را ͬͺکم های لم و قضایا سوم بخش در . پردازیم مͬ
که را رایت هندسͬ فوق تابع پنچم بخش در . نموده مطرح را مختلف کلاسهای برای ضرایب

بیان را است نامه پایان اصلͬ موضوع
عملͽر این برای سوم فصل قضایای اکثر که wq

P ([α١], γ) خطͬ عملͽر بخشششم در . کنیم مͬ
. کنیم مͬ معرفͬ را است شده بیان

کلاسهای برای را کرانها ضرایب شرایط اول بخش در . باشد مͬ بخش ٣ شامل سوم فصل
نقاط و دگرشͺلͬ کرانهای دوم بخش در . کنیم مͬ اثبات و بیان wH̄([α١], γ) و wH([α١], γ)

نتایج سوم بخش در . کنیم مͬ مطرح wH̄([α١], γ)کلاس برای را بحث این قضایای و اکسترمم
. کنیم مͬ بررسͬ و بیان wH̄([α١], γ)کلاس برای را شمول
. باشد مͬ نامه کتاب و نامه واژه شامل نیز چهارم فصل



١ فصل

اولیه مفاهیم

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

. است بخش ۴ شامل که ، است شده آورده بعدی فصول برای نیاز مورد مطالب اول فصل در

مͬ بیان را شوارتز لم و ماکزیمم مدول قضیه جمله از مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول بخش در

بیان به سپس کرده تعریف را محدب توابع و گون ستاره ارز، تک توابع دوم بخش در . کنیم

پردازیم. مͬ زمینه این در مهمͬ قضایای

تعریف را باشد مͬ نامه پایان این در مهمͬ مفهوم که را همساز تابع مفهوم سوم، بخش در

پیروی مفهوم چهارم بخش در . کنیم مͬ بیان را مفهوم این به مربوط قضایای سپس کنیم؛ مͬ

. کنیم مͬ بیان را مفهوم این به مربوط ابتدایی قضایای سپس . کنیم مͬ تعریف را دیفرانسیلͬ

گوییم باشد. مختلط تابع ͷی f : Ω → C و باز مجموعه ͷی Ω فرضکنیم تعریف١.١.١.

هرگاه، است پذیر مشتق z٠ ∈ Ω نقطه در f

lim
z→z٠

f(z)− f(z٠)
z − z٠

f گوییم باشد، پذیر مشتق z٠ ∈ Ω نقطه در f هرگاه مͬ�دهیم. نشان f ′(z٠)با را آن و باشد موجود

١



. است تحلیل١ͬ Ω در

باشد، مختلط عدد ͷی a و r > ٠ اگر .٢.١.١ تعریف

D(a; r) = {z : |z − a| < r}

و است D(a; r) بست D̄(a; r).است r وشعاع aمرکز به مستدیرباز٢ قرص ͷی

D′(a; r) = {z : ٠ < |z − a| < r}

مͬ�باشد. r شعاع و aمرکز به قرصسفته

دهیم: مͬ نمایش زیر بصورت مختلط درصفحه را واحد قرص .٣.١.١ تبصره

∆ = {z : z ∈ C, |z| < ١}.

اجتماع E هرگاه است، ناهمبند X توپولوژيك فضای در E مجموعه گوييم تعریف١.١.۴.

فضاي در E مجموعه . Ā ∩ B = A ∩ B̄ = ⊘ كه، باشد B و A مانند ناتهͯ مجموعه دو

گوييم ناهمبند را E مجموعه ديͽر عبارت به نباشد. ناهمبند هرگاه است همبند X ͷتوپولوژی

، E ∩ A ̸= ⊘ ، E ∩ B ̸= ⊘ بطوريͺه، باشند موجود Bو A مانند غيرتهͯ باز مجموعه دو هرگاه

E ⊂ A ∩B

است. صفحه در باز مجموعه�ی ͷی یعنͬ ، Ω بعدحرف به حالا از .۵.١.١ تبصره

گوييم. ناحيه يك را C در ناتهͯ همبند و باز مجموعه هر .۶.١.١ تعریف

دهيم. مͯ نمايش H(Ω)با را Ω در تحليلͯ توابع تمام رده .٧.١.١ تذکر
١Analytic
٢Open circular disc

٢



بر مار خمهای بین زاویه اندازه که پیوسته�ای نگاشت ٣ همدیس) (نگاشت .٨.١.١ تعریف

حافظ z٠ در f(z) اگر گوییم. z٠ نقطه در زاویه حافظ نماید، حفظ را z٠ مفروض نقطه ͷی

f(z) گوییم نماید، حفظ نیز را z٠ نقطه بر مار خمهای بین زوایای جهت بعلاوه و باشد زاویه

. است همدیس z٠ درنقطه

که z٠ ∈ G نقطه�ی هر در f آنگاه باشد، تحلیلͬ تابعͬ f : G → C گاه هر .٩.١.١ قضیه

است. همدیس باشد، f ′(z٠) ̸= ٠

� [٧] به شود رجوع برهان.

یعنͬ آن مشتق زیرا است همدیس z٠ ̸= نقطه٠ هر در f(z) = z٢ نگاشت .١٠.١.١ مثال

صفر f ′ که z = ٠ نقطه در f(z) = z٢ اما است. صفر مخالف z٠ fدر ′(z) = ٢z

واقع، در زیرا نیست همدیس شود، مͬ

argf(z) = argz٢ = ٢argz

کند. مͬ برابر دو را مختصات مبدا راس به زاویه هر نگاشت این

دهیم: مͬ قرار و داده نمایش H(∆) با را ∆ بر تحلیلͬ توابع مجموعه�ی .١١.١.١ تبصره

An = {f ∈ H(∆) : f(z) = z +
∞∑

k=n+١
akz

k}.

همچنین،

A١ = A = {f ∈ H(∆) : f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠} = {f ∈ H(∆) : f(z) = z +

∞∑
k=٢

akz
k}

٣Conformal mapping

٣



باشد. مͬ ∆ واحد قرص بر نرمالیزه تحلیلͬ توابع مجموعه�ی دهنده نشان

هرگاه است نمایش قابل توانͬ سری بوسیله Ω در f شده�ی تعریف تابع .١٢.١.١ تعریف

z ∈ D(a, r) هر ازای به که شود ∞∑نظیر
n=٠ cn(z−a)n مانند ,D(aیͷسری r) ⊂ Ωقرص هر برای

باشد. f(z) به همͽرا

با f ′ و f ∈ H(Ω) آنگاه باشد، نمایش قابل Ω در توانͬ سری بوسیله f هرگاه .١٣.١.١ تذکر

f(z) =
∑∞

n=٠ cn(z−a)n اگر z ∈ D(a, r) هر ازای به واقع در نمایشاست. قابل Ω در توانͬ سری

داریم: ها z این ازای به آنگاه

f ′(z) =

∞∑
n=٠

(n+ ١)cn(z − a)n.

و f ∈ H(Ω) بوده، ناحیه ͷی Ω کنیم فرض ماکزیمم۴) مدول (قضیه .١۴.١.١ قضیه

صورت، این در D(a, r) ⊂ Ω

|f(a)| ≤Max
∣∣f(a+ reiθ)

∣∣ , −π < θ ≤ π .

نقطه هیچ در |f | نتیجه در باشد. ثابت Ωدر f اگر فقط و اگر است برقرار فوق عبارت در تساوی

باشد. ثابت تابع f اینکه مͽر ندارد، موضعͬ ماکزیمم Ω از

� . به[٧] شود رجوع برهان.

به و f(٠) = ٠ ، f ∈ H(∆) کنیم فرض شوارتز) (لم .١۵.١.١ لم
۴Maximum Modulus Theorem

۴



صورت این در . |f(z)| < ١ ، z ∈ ∆ هر ازای

|f(z)| ≤ |z| (z ∈ ∆) , (٢)

و

∣∣f ′(٠)∣∣ ≤ ١ . (٣)

ثابت λ آن در که f(z) = λz ه آنگا باشد، قرار بر z ∈ ∆ ͷی ازای به یا(٣) (٢) نامساوی گاه هر

∆ بتوی ∆ از تحلیلͬ نگاشت ͷی f که است این فرض هندسͬ، تعبیر به .|λ| = و١ است

نقطه هر یا است دوران ͷی f که است این نتیجه از بخشͬ دارد، مͬ نگه ثابت را مبدا که است

سازد. مͬ نزدیͺتر مبدا به بود. که هرچه از را z ∈ ∆− {٠}

� [٧] به شود رجوع برهان.

است. معروف شوارتز۵ تابع به کند، صدق شوارتز لم در که تابعͬ .١۶.١.١ تذکر

و باشد ͷی به ͷی Fدر∆ ، F ∈ H(∆− {٠}) ۶)هرگاه مساحت قضیه�ی ) .١٧.١.١ قضیه

F (z) =
١
z
+

∞∑
n=٠

anz
n , (z ∈ ∆) ,

آن�گاه،
∞∑

n=١
n|an|٢ ≤ ١ .

� [٧] به شود رجوع برهان.
۵ Schwarz function
۶Area Theorem

۵



محدب و ارز،ستاره�گون تک توابع ٢.١

∆که در z٢ و z١ هر برای هرگاه گوییم ارز٧ تک ∆ روی را f(z) تابع .١.٢.١ تعریف

ارز تك f مختلط تابع اينكه دادن نشان اوقات .گاهͬ f(z١) ̸= f(z٢) باشیم، z١داشته ̸= z٢

اگر كه كرد پيدا چنان Mرا مقدار ماكزيمم ٨ كيدریاشف ١٩٧٣ سال در باشد. مͬ مشͺل است

باشد، برقرار زير نامساوی

| f ′′(z)
f ′(z)

|≤M

ی ريشه M =M٠ = ٣/٠۵... اگر داد نشان همچنين وی . است ارز تك تابع يك f

باشد، زير ی معادله

[M(M − ٣(٢] ١٢ − ٣(٣−M)٢ = ١٢

و

| f ′′(z)
f ′(z)

|≤M٠ = ٣/٠۵...

است. ارز تك ∆ در f آنگاه

| f ′′(z)
f ′(z) |=| λ | شرط در f(z) = eλz تابع مثال بعنوان باشد، π از بيشتر نمیتواند M مقدار ماكزيمم

| λ |≤ π اگر تنها و اگر است ارز تك تابع اين كند، مͬ صدق

اين در ،f ∈ H(Ω) و باشد ناحیه ͷی Ω كنيم فرض باز)٩ نگاشت (قضيه .٢.٢.١ قضیه

نقطه. ͷی یا است ناحیه ͷی یا f(Ω) صورت

٧ Univalent
٨Kudryashov
٩Open maping Thorem

۶



� [٧] برهان.

ͬͽهمسایͷی در هرگاه ییم، گو ارز تک z٠موضعا ∈ Ωنقطه در را f(z) تابع تعریف٣.٢.١.

باشد. ارز z٠تک

∆ در تابع این یم. گیر مͬ نظر در را k(z) = z
(١−z)٢

= z + ٢z٢ + .... تابع .۴.٢.١ مثال

کوبه١٠ تابع به و دارد تحلیلͬ توابع نظریه در خاصͬ اهمیت تابع این است. ارز تک و تحلیلͬ

است. معروف

ارز تک اما باشد، ارز تک موضعاً است ممͺن دامنه ͷی روی تحلیلͬ تابع ͷی .۵.٢.١ تذکر

نباشد.

موضعاً U = {z : ١ < |z| < ٢ , ٠ < arg z < ٣π
٢ } دامنه�ی در f(z) = z٢ تابع .۶.٢.١ مثال

نیست. ارز تک اما ارزاست، تک

تبدیل نامساوی آن تابع، ͷی حداقل ازای به اگر ١١است دقیق نامساوی ͷی تعریف٧.٢.١.

شود. مساوی به

ͷدیس در fکه ارز تک و تحلیلͬ توابع تمام مجموعه .٨.٢.١ تعریف

مͬ�کنند صدق f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ نرمالیزه شرایط در و تعریفشده ∆ = {z : z ∈ C |z| < ١}

است، زیر فرم به تیلور بسط دارای f ∈ S هر که دید توان مͬ دهیم. مͬ Sنمایش با را

f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n , |z| < ١ .

١٠ Koebe function
١١Sharp

٧



نمایش fقابل تحلیلͬ تابع هر مختلط، صحفه در Ω باز مجموعه هر ازای به .٩.٢.١ قضیه

است. Ω روی توانͬ سری ͷی صورت به

� [٧] به شود رجوع برهان.

g مانند تحلیلͬ تابع ͷی باشد داشته وجود و ١
f ∈ H(Ω) ، f ∈ H(Ω) اگر .١٠.٢.١ قضیه

. f = φه٢ͺبطوری دارد، وجود φ ∈ H(Ω) آنگاه . f = egهͺبطوری

� [٧] به شود رجوع برهان.

: S كلاس به مربوط خواص .١١.٢.١ تذکر

. g ∈ S آنگاه ، g(z) = ᾱf(αz) و f ∈ S ،|α| = ١ اگر ( الف

.g٢(z) = f(z٢) داريم z ∈ ∆ هر برای آنگاه ، g ∈ S باشد داشته وجود و f ∈ S اگر ( ب

پس است f ∈ S چون است. يك به يك پسgنيز است يك به يك تابع يك f )چون الف برهان.

داريم. g تابع تعريف به توجه با لذا است. f(z) = z +
∑∞

n=٢ bnz
n صورت به نمايشͬ fداراي

g(z) = ᾱf(αz) = ᾱ(αz +
∞∑

n=٢
an(αz)

n)

= |α|٢ z +
∞∑

n=٢
anα

nᾱzn

= z +

∞∑
n=٢

bnz
n .

. g ∈ S .پس g(٠) = g′(٠)− ١ = ٠ يعنͬ كند. مͬ صدق نرماليزه شرايط gدر تابع همچنين

نمایشͬ دارای پس ،f ∈ S چون كنيم. تعريفمͬ φ(z) = f(z)
z شͺل به را φ تابع اثبات برای ( ب

. φ(z) = ١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ پس f(z)است. = z +

∑∞
n=٢ anz

n بفرم

نتيجه در ندارد. ∆ در صفری φهيچ و φ ∈ H(Ω) ، φ(٠) = يعن١ͬ داريم. كه شرايطͬ طبق

٨



بطوريͺه دارد، وجود h ∈ H(Ω) (١٠.٢.١) قضيه طبق لذا . ١
φ ∈ H(Ω)

. h(٠) = پس١ h(٠)٢ = φ(٠) = ١ .چون φ(z) = h٢(z) = f(z)
z

بررسͬ را قضيه شرط و كنيم. مͬ تعريف g(z) = zh(z٢)صورت به را موردنظر g تابع حال

. كنيم مͬ

g٢(z) = z٢h٢(z٢) = z٢φ(z٢) = z٢
f(z٢)

z٢
.

بررسͬ را نرماليزه شرايط ابتدا . g ∈ S دهيم نشان است كافͬ حال . g٢(z) = f(z٢) پس

كنيم. مͬ

g(٠) = ٠ , h(٠) = ٠ , g′(z) = h٢(z) + ٢z٢h′(z٢) .

پس.

g′(٠) = h(٠) + ٠ = h(٠) = ١ ⇒ g′(٠) = ١

شد. خواهد تمام قضيه اثبات است. يك به يك g تابع دهيم نشان اگر

. z = w دهيم مͬ نشان g(z) = g(w) و باشند. z, w ∈ ∆ كنيم فرض

g(z) = g(w) ⇒ g٢(z) = g٢(w) ⇒ f(z٢) = f(w٢)

پس است. يك به يك f چون

z٢ = w٢ → z = ±w

بررسͬ z = −w حالت در را g بودن ͷی به ͷی حال است. ͷی به ͷی g باشد z = w اگر

کنیم. مͬ

g(z) = zh٢(z) = g(w) ⇒ zh(z٢) = −wh(w٢) = −g(w)

⇒ g(z) + g(w) = ٠ ⇒ ٢g(z) = ٠ ⇒ g(z) = ٠ ⇒ g(w) = ٠

٩



است. صفر نقطه gهمان تابع صفر تنها واحد دایره در g(z).اما = g(w) = ٠ پس

� است. ͷی به ͷی g .پس z = w = ٠ لذا

S خانواده تبدیلات، آن تحت که پردازیم مͬ اولیه تبدیلات معرفͬ به حال .١٢.٢.١ تذکر

شوند: مͬ حفظ

g ∈ S .آنگاه g(z) = f(z) = z + a٢z٢ + a٣z
٣ + و.... f ∈ S اگر ١٢ تزویج: الف)

g ∈ S .آنگاه g(z) = e−iθf(eiθz) و f ∈ S اگر ١٣ دوران: ( ب

g ∈ S ٠.آنگاه < r < ١ که ، g(z) = r−١f(rz) و f ∈ Sاگر ١۴ ج)انبساط:

و f ∈ S گر ا ١۵ :ͬͺدیس ریختͬ خود د)

g(z) =
f( z+α

١+αz )− f(α)

(١− |α|٢)f ′(α)
, |α| < ١ .

g ∈ S آنگاه

g ∈ S .آنگاه g(z) =
√
f(z٢)و f ∈ S اگر ١۶ دوم: ریشه ه�)تبدیل

.آنگاه f(z) ̸= γو f ∈ S اگر شده: حذف مقدار تبدیل و)

دارد. تعلق S به g(z) = γf(z)
γ−f(z)

.| a٢ |≤ ٢ ، fآنگاه ∈ S اگر ١٧ ( باخ بابير (قضیه .١٣.٢.١ قضیه

� [٧] به شود رجوع برهان.

p تابعͬ اگر پذیرد. مͬ بار p را مقداری هر که است تابعͬ ارز، −p تابع .١۴.٢.١ تعریف
١٢ Conjugation
١٣ Rotation
١۴ Dilation
١۵ Disk Automorphism
١۶ Squar-root transformation
١٧Bieberbach Theorem

١٠



دارد. z = a در p مرتبه از صفر ͷی f(z)− b آنگاه ،f(a) = b و باشد ارز

دیͽر عبارت به دهیم. مͬ p∑نمایش با را ∆ واحد قرص بر ارز −p توابع عه مجمو

∑
p

= {f ∈ H(∆) : f(z) = zp +

∞∑
k=p+١

akz
k} .

خطͬ پاره هر هرگاه ییم، گو ١٨ گون ستاره z٠ به نسبت را Ω ⊂ C دامنه .١۵.٢.١ تعریف

گیرد. قرار Ω داخل در دقیقا کند، مͬ وصل z٠ به را Ω نقاط که

مجموعه به را واحد ͷدیس که است همدیسͬ نگاشت گون، ستاره تابع .١۶.٢.١ تعریف

مبدا به نسبت را f ∈ H(∆) ارز تک تابع واقع در کند. مͬ متناظر مبدا به نسبت گونͬ ستاره

ستارگون توابع تمام مجموعه شد. با گون ستاره مبدا به نسبت f(∆) هرگاه نامیم، مͬ گون ستاره

دهیم. مͬ نمایش S∗ با را A١ در مبدا به نسبت

است. ن گو ستاره تابع ͷیk(z) = z
(١−z)٢

کوبه تابع .١٧.٢.١ مثال

در که است W ،صفحه�ی k(z) تابع تحت |z| < ١ نگاشت که مͬ�شود ملاحظه اثبات، برای

ناحیه�ای نگاشت این تحت واحد تصویرقرص بنابراین است. شده ∞−بریده تا −١
۴ پرتو امتداد

است. ���������������������������������������������������ستاره������������������������������������������������������������������گون

نظر در زیر صورت به است تحلیلͬ توابع کلاس که را P زیرکلاس .١٨.٢.١ تذکر

گیریم. مͬ

P = {φ ∈ H(Ω) : φ(٠) = ١, Reφ > ٠, z ∈ Ω}

بفرم توابع از كلاسͬ دهنده نشان A(p, k) كنيم فرض .١٩.٢.١ تعریف

f(z) = zp +

∞∑
n=k

anz
n , (p < k ; p, k ∈ N = ١,٢, ...)

١٨ Starlike

١١



تعريف همچنين .U(r) = {z : z ∈ C, | z |< r} جائيͺه هستند، تحليلͬ ∆ واحد دايره در كه باشند

كنيم مͬ

A = A(١) , A(p) = A(p, p+ ١) .

گوئيم، U(r) در α مرتبه از گون ستاره كلاسA(p)را به متعلق f تابع يك تعریف٢٠.٢.١.

اگر تنها و اگر

Re
zf ′(z)

f(z)
> α , (z ∈ U(r) ; ٠ < r ≤ ١ , ٠ ≤ α < p) .

باشیم داشته و ∆باشد در تحلیلͬ تابعͬ fکنیم فرض .٢١.٢.١ قضیه

f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠

اگر تنها و اگر f ∈ S∗ صورت این در

zf ′(z)

f(z)
∈ P .

�����������������ستاره�������������������������������������گون ناحیه ͷی به را |z| < ρ < ١ ͷدیس هر f مͬ�کنیم ادعا .f ∈ S∗ کنیم فرض برهان.

(٠ < ρ < ١). دارد قرار g برد در g(z) = f(ρz) یعنͬ نگارد. مͬ

داشت: خواهیم Uρ = {z : |z| < ρ} فرض با

f(Uρ) = {f(ρz) : |z| < ١} .

دلخواه و ثابت t هر ازای به کنیم ثابت باید است. �����������������ستاره�������������������������������������گون مبدا به نسبت f(Uρ) مͬ�������������������������������������دهیم نشان

که ω نقطه هر نیز و دارد، قرار g و ٠ بین واصل خط پاره روی tg(z) نقطه z هر و (٠ < t < ١)

است. ω = tg(z) با برابر (٠ < t < ١) هر ی ازا به دارد قرار g و ٠ بین

مͬ�������������������������������������دهیم، نمایش ω(z) با را z به وابسته z١ .f(z١) = f(z٢) بطوریͺه z١ ∈ ∆ و f ∈ S∗ چون لذا

١٢



صورت، این در

|ω(z)| ≤ |z| .

پس است. تحلیلͬ و ͷی به ͷی f بنابراین ، f ∈ S∗ چون است. تحلیلͬ ω(z) مͬ�کنیم ثابت

و بوده تحلیلͬ ω(z) = f−١(tf(z))

tg(z) = tf(ρz) = f(ω(ρz)) = g(ω١(z)) ,

منحنͬ به را |z| < ρ < ١ دایره f که مͬ�������������������������������������کند ثابت امر این ،|ω١(z)| ≤ |z|و ω١(z) =
ωf(z)

ρ آن در که

تابعͬ argf(ρeiθ) که است معنͬ بدان این مͬ�������������������������������������نگارد. مͬ�������������������������������������کند احاطه را ����������������������������������ستاره�������������������������������������گون ناحیه ͷی که Cρ

را Uρ مرز ������������������������������������بایست مͬ شعاعͬ بردار صورت، این غیر در زیرا است. θ به نسبت صعودی اکیدا

شرط با S∗ در تابع ͷی پس کند قطع نقطه دو در حداقل

∂

∂θ
{argf(ρeiθ)} > ٠

داریم، ،logz = |z|+ iargz بفرم لͽاریتم تعریف به بنا و مͬ�������������������������������������گردد مشخص

.argf(ρeiθ) = Imlogf(ρeiθ) .

داشت: خواهیم لذا

٠ ≤ argf(ρeiθ) = Imlogf(ρeiθ) .

بنابراین،

٠ < ∂

∂θ
{Imlogf(ρeiθ)} = Im{ ∂

∂θ
logf(ρeiθ)}

= Im{iρe
iθf ′(ρeiθ)

f(ρeiθ)
}

= Re{z f
′(z)

f(z)
} .

١٣


