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  :چكيده
. هاي ريشه آفين تعميم يافته هستند، در واقع گروههاي وايل سيستم)EAWG يا باختصار( گروههاي وايل  آفين تعميم يافته   

وههاي در تئوري لي، گر. كنندهاي رياضي ايفا ميها، نقش مهمي در بسياري از زمينهگروههاي وايل توليد شده بوسيله انعكاس
  .ها هستندوايل جبرهاي لي با تجزيه فضاهاي ريشه، گروههاي توليد شده توسط انعكاس

 باشد كه داراي فرم نيممي Vبا بعد متناهياز فضاي برداري  Rيك سيستم ريشه متناهي در واقع زيرمجموعه متناهي و ناتهي 
)و دو خطيمعين مثبت  ,: باشدداراي خواص زير مي بطوريكهاست  ××,( 0R R R- = Î و R،V  را توليد كند و در آن
  . گسسته باشد

Raريشه      Î  1ه ناميم هرگامي ناپذيربخشرا
2

Ra Ï .ناپذيربخش هاي در صورتيكه يك سيستم ريشه تنها شامل ريشه 
   .ناميممي باشد آن سيستم ريشه را كاهشي

Raعنصر      Î را ايزوتروپيك ناميم هرگاه( ), 0a a -پوچي سيستم. يك ناميمدر غير اينصورت آن ريشه را غير ايزوتروپ. =

  .باشديافته سايتو بنابه تعريف برابر با بعد راديكال فرم تعريف شده ميهاي ريشه آفين تعميم 
در واقع اين . ه گروههاي وايل سيستم هاي ريشه آفين تعميم يافته از نوع كاهشي بحث خواهيم كردردر اين پاياننامه دربا   

مستقيم گروه بصورت حاصلضرب نيم EAWGدهيم كه ان مينش .باشندفين تعميم يافته ميهاي جبرهاي لي آها همان ريشهريشه
  .وايل متناهي و زيرگروه نرمال شبه هايزنبرگ آن نوشته مي شود

هاي ريشه آفين هاي ريشه آفين تعميم يافته پاياست يك ويژگي مهم سيستمسيستمكه تحت  شاخص مفهومبا استفاده از     
  .براي كلاسي از آنها برقرار است اين خاصيت را بيان خواهيم كرد كه) وابسته به گروه وايل آنها(تعميم يافته 

)مجموعه متناهييك زير، Xاز نوعRبنام   سيستم ريشه آفين تعميم يافتهبراي هر كه  دهيمهمچنين نشان مي     )XÕ از
)هاي غيرايزوتروپيك از اثرطوري كه مجموعه ريشهآن موجود است ب ايزوتروپيكهاي غيرريشه )XÕ زيرگروه روي( )XW Õ   از
  .آيندبدست مي Wگروه

  .صفر متمركز خواهيم كرد انديساز   EARSههاي وايل در نهايت در فصل آخر مطالعه خود را روي گرو  
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  مقدمه

هاي ، در واقع گروههاي وايل سيستم)EAWG1يا باختصار (آفين تعميم يافته  گروههاي وايل

ها، گروههاي وايل توليد شده بوسيله انعكاس. هستند )EARS 2يا باختصار( ريشه آفين تعميم يافته

رهاي لي با در تئوري لي، گروههاي وايل جب. كنندهاي رياضي ايفا مينقش مهمي در بسياري از زمينه

  . ها هستندتجزيه فضاهاي ريشه، گروههاي توليد شده توسط انعكاس

ها باشند كه وابسته به نوع جبر لي يا سيستم ريشهگروههاي وايل مختلف شامل اشكال مختلف مي

در سالهاي اخير نوع جالبي از گروههاي وايل  آفين تعميم يافته علاقه محققين را به . خواهند بود

هايزنبرگ ناميده  است كه زيرگروه شبه  3رده است و آن بخاطر يك زيرگروه نرمال ذاتيخود جذب ك

مطالعه چنين گروههايي هم بخاطر كاربرد آنها و هم از . شود و ساختار داخلي خيلي مهمي داردمي

  .نقطه نظر نظريه گروهها جالب است

Rيك سيستم ريشه متناهي در واقع زيرمجموعه متناهي و ناتهي از فضاي برداري با بعد  

) باشد كه داراي فرم نيم معين مثبت و دو خطيمي Vمتناهي : باشداست و داراي خواص زير مي ××,(

0 RÎ ،R R- R،Vو  =   .را توليد كند و در آن گسسته باشد 

  

Raتنها مضارب ممكن يك ريشه . شودريشه ناميده ميRعناصر  Î  كه بتواند ريشه باشد عبارتند

,10: از , , 2
2

a a a± ± ±  

                                                 
١

 Extended Affine Weyl Groups 
٢

 Extended Affine Root Systems 
٣

 Intrinsic 



 
 

 
 
 
 
 

Raريشه  Î 1ناميم هرگاه مي 4ناپذيررا بخش
2

Ra Ï . در صورتيكه يك سيستم ريشه تنها

  . ناميممي 5ناپذير باشد آن سيستم ريشه را كاهشيهاي بخششامل ريشه

 Rمفهوم سيستم هاي ريشه آفين تعميم يافته را معرفي كرد كه در آن  6، سايتو1985در سال 

تمهاي ريشه مفروض سسي. معرفي كرد EARSسايتو اصولي را براي هم چنين . باشدگسسته مي Vدر

ريشه و  هاياو درباره انواع اين سيستم. سايتو فقط شامل سيستمهاي ريشه غير ايزوتروپيك بودند

  .بندي نمودرا كلاس 2از درجه پوچي  EARSگروههاي وايل آنها مطالعه نمود و 

Raعنصر  Î ناميم هرگاه  7را ايزوتروپيك( ), 0a a در غير اينصورت آن ريشه را غير . =

يافته سايتو بنابه تعريف برابر با بعد راديكال هاي ريشه آفين تعميم پوچي سيستم. ايزوتروپيك ناميم

  .باشديف شده ميفرم تعر

. باشنديافته سايتو ميهاي ريشه آفين تعميم هايي از سيستمهاي ريشه آفين و متناهي نمونهسيستم

}در واقع زماني كه فرم، معين مثبت باشد  }0R È سيستم ريشه متناهي است .  

ين، يك سيستم ريشه آفين هاي ريشه آفهاي غير ايزوتروپيك يك سيستمهم چنين مجموعه ريشه

- باشد اصول سيستم 1باشد و زماني كه درجه پوچي مي 1يافته سايتو از نوع كاهشي با پوچي تعميم 

  .شونديافته سايتو و مك دونالد برهم منطبق ميهاي ريشه آفين تعميم 

يك سيستم با يك سري اصول براي كلاس جديدي از  9و تورساني 8، هوك كراون1990در سال 

  . آنها اين جبرها را جبرهاي لي ساده كشي ناميدند. برهاي لي روي ميدان اعداد مختلط معرفي كردندج

                                                 
٤

 Indivisible 
٥

 Reduced 
٦

 Saito 
٧

 Isotropic  
٨

 Hoegh Krohn  
٩

 Torresani 



 
 

 
 
 
 
 

با استفاده از نمادهاي مشابه سيستم هاي ريشه آفين  ، اعظم و همكاران10، آليسون1997در سال 

   .[3]هاي ريشه معرفي كردندتعميم يافته، اصول معيني را براي يك سري از سيستم

شامل  كار آنها تمام. بحث نمودند 12ايچنبرهدرباره گروههاي وايل  11مودي و شاي 1992درسال 

درست شده  1 با رتبه بيشتر از Simply Lacedكه از يك سيستم ريشه از نوع بود  EAWG تمام

  .[17]رد بحث و بررسي قرار دادندرا به طور جداگانه مو 1Aآنها همچنين حالت  .ندبود

يافته را با استفاده از مفهوم مولفان توصيف كاملي از يك سيستم ريشه آفين تعميم  ،[3]در مقاله 

از فضاي برداري متناهي  Eها ارائه دادند كه در آن، يك لاتيس در واقع زيرمجموعه ناتهي لاتيسنيم

0است بطوريكه  Vالبعد  EÎ ،2E E E+ Í  وE ،V را توليد كرده و در آن گسسته است.  

 يافته سايتو، يك سيستمريشه آفين تعميم  يزوتروپيك يك سيستمادر واقع مجموعه ريشه هاي غير

  .باشديافته كاهشي ميريشه آفين تعميم 

ته از نوع كاهشي بحث هاي ريشه آفين تعميم يافه گروههاي وايل سيستمرنامه دربادر اين پايان

- عميم يافته ميريشه جبرهاي لي آفين تهاي سيستمريشه همان هاي سيستم نكه در آ خواهيم كرد

  .باشند

مستقيم گروه وايل متناهي و زيرگروه بصورت حاصلضرب نيم EAWG هر دهيم كهان مينش

  .شودنرمال شبه هايزنبرگ آن نوشته مي

وابسته به گروه ( هاي ريشه آفين تعميم يافتهيك ويژگي مهم سيستم ، 13انديس مفهوما استفاده از ب

  .براي كلاسي از آنها برقرار استرا بيان خواهيم كرد كه ) وايل آنها

                                                 
١٠

 Allison 
١١

 Moody & Shi 
١٢

 Troidal 
١٣

 Index 



 
 

 
 
 
 
 

ار تها و ساخلاتيستنظيم شده است كه در فصل اول تعاريف پايه و نيم فصل 5امه در ناين پايان

EARS ارائه شده است.  

دوگان سيستم  مفهوم. كنيمطي مي EAWGساختار  هاي بعدي را براي مطالعهدر فصل دوم گام

  .كرد مريشه آفين متناهي را نيز معرفي خواهي

دهيم كه گروه وايل آفين تعميم را بيان خواهيم كرد و نشان مي EAWG در فصل سوم ساختار

 Wاز  Hدر زيرگروه مشخصه ) گروه وايل متناهي( &Wمستقيمحاصلضرب نيم تورصب Wيافته 

  .شودنوشته مي

به . گرددهاي پايه براي سيستمهاي ريشه آفين متناهي بيان ميمشخصه زدر فصل چهار يكي ا

) مجموعه متناهييك زير،  Xاز نوع  Rبنام   EARSبراي هر دهيم كه عبارتي ديگر نشان مي )XÕ 

 ير ايزوتروپيك از اثرهاي غايزوتروپيك موجود است به طوري كه مجموعه ريشههاي غيراز ريشه

( )XÕ روي( )XW WÕ   .آيندبدست مي £

  .د شدخواهبحث  صفر انديسهاي از  EARSگروههاي وايل   دربارهدر نهايت در فصل آخر 
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           مفاهيم مقدماتي وتعاريف: فصل اول  

  مفاهيم پايه -1-1

 V يك فرم دو خطي روي. باشد F يك فضاي برداري روي ميدان Vفرض كنيم :1-1 تعريف

:تابعي چون  × →V V Ff  هر جفت مرتب از بردارهاي  بهاست كه,a b Î V يك اسكالر( , )f a b 

  :كنددر شرايط زير صدق ميكه دهد تخصيص مي Fدر 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )f c cf fa a b a b a b+ = +  

.1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )f c cf fa b b a b a b+ = +  

متقارن است  fگوييم. باشد Vيك فرم دو خطي روي فضاي برداري  fفرض كنيم: 2-1 تعريف

):داشته باشيم ،Vدر bو aازاي همه بردارهايه هرگاه ب , ) ( , )f fa b b a=.  

 ـ  1ناتبهگون Vروي فضاي برداري  fفرم دو خطي  :3-1 تعريف ازاي هـر  ه ناميده مي شود هرگـاه ب

):داشته باشيم بطوريكهوجود داشته باشد  Vدر ييV ،bدر aبردار غير صفر , ) 0f a b ¹.  

معين مثبت است  fگوييم. باشد Vيك فرم دو خطي روي فضاي برداري fكنيم فرض: 4-1 تعريف

0ازاي هر ه هر گاه ب Va¹ Î داشته باشيم( , ) 0f a a ازاي هر ه ن مثبت است هرگاه بمعييمن fو <

0 a¹ Î V  داشته باشيم( , ) 0f a a ³.  

يك فضاي برداري حقيقي نابديهي و با بعد متناهي همراه با فرم دو خطي  Vفرض كنيد :5-1 تعريف

)معين مثبت و متقارن نيم VRفرض كنيد . باشد ××,( Íقرار دهيد ،:  

( ){ } ( ){ }a a a a a a´ = Î ¹ = Î =0: , 0 , : , 0R R R R  

âآنگاه  0R R R´=  كه در آنâ به معني اجتماع مجزا است.  
                                                 

١
 Nondegenerate  
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بعد متناهي همراه با فرم دو خطي يك فضاي برداري حقيقي نابديهي و با  Vفرض كنيد :6-1 تعريف

)معين مثبت و متقارن نيم -در اين صورت راديكال فرم دوخطي را به صورت زير تعريـف مـي  . باشد ××,(

  :كنيم

( ) ( ){ }V V, : , 0rad a a b b×× = Î = " Î  

از فضاي برداري حقيقي بـا   Rيك سيستم ريشه متناهي در واقع يك زيرمجموعه ناتهي: 7-1 تعريف

)حاوي فرم دوخطي معين مثبت  Vبعد متناهي ),⋅   :كندباشد كه در اصول زير صدق ميمي ⋅

1-0 RÎ .2-R ،V  براي هر انعكاس -3. كندرا توليد( )Ras a ´Î   داشـته باشـيم:( )R Ras = .

,براي هر  -4 Ra b Î   0كهa ): داشته باشيم ¹ )
( )

Z2 ,
,

b a
a a

Î.  

  

Tمجموعه زير XÍ ري حقيقي يا مختلط از فضاي برداX گسسته است هرگاه توپولوژي آن  Xدر  

Tروي }1به عبارتي ديگر  براي هر دنباله مانند . باشدسته گس  }i ia ¥
Tاز عناصـر   = Îaنقطـه  كـه بـه     T 

  :همگرا باشد داشته باشيم

1 : nN n N a a$ ³ " ³ =  

گسسته است اگر و تنها اگر در زير فضاي حقيقي توليد شده توسط آن يعني  Xدر  Tگوييم بوضوح مي

T ته باشدگسس.  
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  سيستم ريشه آفين تعميم يافته -1-2 

Rمجموعه VÍ  1(را يك سيستم ريشه آفين تعميم يافتهEARS (درV  ناميم هرگاهR  در اصول زير

  :صدق كند

 )R1 (0 RÎ.  

 )R2 (R R- =.  

 )R3 (R،V را توليد كند.  

 )R4 ( اگرRa ´Î 2آنگاه Ra Ï.  

 )R5(R درV باشد 2گسسته.  

 )R6 ( اگرRa ´Î  وRb Î  آنگاه اعداد صحيحZ 0,d u ³Î  موجود باشند كه  

{ } { } ( )
( )

Z ,: ( ) 0 , 2
,

n n R d i i d u d u a bb a b a
a a

+ Î Ç = - - £ £ + - =  

 )R7 (×R   ــذير باشــد ــل ناپ ــي (تحوي ــه صــورت   R×يعن ــوان ب 1را نت 2R R R´ = È  ــه نوشــت ك

( )1 2, 0R R =.(  

 )R8(  0براي هرRd Î يكRa ´Î  موجود باشد كهRa d+ Î.  

Rو Rدو سيستم ريشه: 8-1تعريف  را ايزومورف ناميم هرگاه يك نگاشت خطي دوسويي  ¢

V V:j ¾ )موجود باشد بطوريكه  ®¾ )R Rj   :و داشته باشيم =¢

( ) ( )( ) ( ), : , ,x y x y x ye j j e$ Î " Î =¡ V  

                                                 
١

 Extended Affine Root  Systems 
٢

 discrete 
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)دهيم قرار مي )0 : ,rad= ××V  0و: /=V V V .شـت  كنـيم كـه نگا  فرض ميV V: ¾ ¾ ¾® 

  . نگاشت كانوني باشد

)تعمـيم داد كـه    Vتوان فرم دو خطي متقارن فـوق را روي هم چنين مي ) ( ), ,a b a b= .   بنـابراين فـرم

( ),⋅   .معين مثبت است Vروي ⋅

}دهيم مي قرار }:R Ra a= Î.  

,3]بنابر قضيه  II.2.8] ،R در) شامل صفر(ناپذيريك سيستم ريشه متناهي تحويلV باشدمي.  

)چون فرم  ),⋅   :معين مثبت است بنابراين داريم Vروي ⋅

( ){ }V V V0 0 0: , 0 R Ra a a= Î = Þ = Ç  

}مجموعه زير: 9-1تعريف }1, ..., .a aÕ = l
  : ناميم هرگاه Rبراي ديرا يك سيستم بنيا Rاز  &

1. Õ&  يك پايه برايV به عنوان فضاي برداري باشد. 

Rbهر ريشه  .2 Î   را بتوان به صورت تركيب خطـي
1 i ii
kb a

=
= å l  علامـت از عناصـر   هـمÕ& 

   .ها همگي مثبت يا همگي منفي هستندikبطوريكه  نوشت

 كاهشيو غير 1هاي ريشه از نوع كاهشيسيستم -1-3

Xفرض كنيـد   l   هـاي ريشـه   سيسـتم  يكـي از انـواع( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 , 4l l l lA l B l C l D l³ ³ ³ ³  

( )6 7 8 4 2, , , , , 1E E E F G BC l ³l در اين صورت. باشدR      را سيسـتم ريشـه كاهشـي از نـوعX l   نـاميم

)يكي از انواع  Rهرگاه ) ( ) ( ) ( ) 6 7 8 4 21 , 2 , 3 , 4 , , , , ,l l l lA l B l C l D l E E E F G³ ³ ³ باشـد و اگـر    ³

R  از نوع( )1BC ³l l ناميمباشد آن را غير كاهشي مي.  

                                                 
١

 Reduced 
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j,فرض كنيد i Ra a Î  0وja   :كنيمدر اين صورت تعريف مي. باشد ¹

.( )
( )
2 ,

,
,
i j

i j
j j

a a
a a

a a
=  

}فرض كنيد كه }1,..., .a a l   مـاتريس  . هـا باشـد  مجموعه مرتبـي از ريشـه( ),i ja a
´l l

را مـاتريس   

  .شوند، اعداد صحيح كارتان ناميده ميهاي اين ماتريسمؤلفه. ناميممي Rكارتان سيستم ريشه

را سيسـتم ريشـه متنـاهي از نـوع      lبا رتبه  Rيك سيستم ريشه متناهي از نوع كاهشي مانند : 1 نكته

X l  ناميم هرگاه ماتريس كارتان آن با ماتريس كارتانX l ارز باشددر شكل صفحه بعد هم.  

  

Xهاي ريشه متناهي  كاهشي از نوع در شكل صفحه بعد ماتريس كارتان سيستم l كنيدرا مشاهده مي:  
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 هاي ريشهسيستمانواعماتريس كارتان



  

 

           مفاهيم مقدماتي وتعاريف: فصل اول  

 lمسـاوي بـا    Vرا همـان بعـد    Rو رتبـه   vمساوي بـا   0Vرا همان بعد Rپوچي :10-1 تعريف

Rهاي ايزوتروپيك و عناصر ريشه 0Rعناصر. كنيمتعريف مي -هاي غير ايزوتروپيـك ناميـده مـي   ريشه ´

  . در نظر مي گيريم Rرا همان نوع  Rنوع . كاهشي باشد Rكاهشي است اگر  R .شوند

  

  NSLو  SLوع هاي ريشه از نسيستم -1-4

نـاميم  ) SLيـا باختصـار   ( Simply Lacedيك سيستم ريشه متناهي از نوع كاهشـي را  : 11-1تعريف 

)هايهرگاه يكي از نوع ) 6 7 8, 4 , , ,l lA D l E E E³     باشـد در غيـر اينصـورت آن راNonsimply Laced 

  .ناميممي  )NSLباختصار (

\طول ريشه : 2 نكته {0}Ra Î  را برابر با( )1/ 2,a a  تعريف كرده و با نمادa دهيمنشان مي.  

\عناصري از  :12-1تعريف  {0}R       و عناصـري از   1كه كمتـرين طـول دارنـد را ريشـه هـاي كوتـاه

\ {0}R  هـايي كـه نـه    ريشـه . ناميممي 2هاي بلندهاي كوتاه باشد را ريشهيشهركه طولشان دو برابر طول

  .شوندناميده مي 3هاي فوق بلندبلند و نه كوتاه باشند ريشه

  :بنابراين با استفاده از تعريف فوق خواهيم داشت

lg\ {0} sh exR R R R= È È  

                                                 
١

 Short roots 
٢

 Long roots 
٣

 Extra roots 
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بلند و كوتاه را خـواهيم داشـت    هايهاي ريشه كاهشي، تنها ريشهكنيم كه در سيستمتوجه مي :3نكته 

  .هاي از نوع فوق بلند نيز خواهيم داشتهاي ريشه از نوع غير كاهشي، ريشهدر حاليكه در سيستم

  :كنيدها را مشاهده ميدر زير نمودارهاي دينكين انواع سيستمهاي ريشه

  
( )BC 2 :³l l                                                      . . .   

  
                        

1 2 2 1- -l l l                

 نمودار دينكين انواع سيستم ريشه -2- 1نمودار 


