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د مقدمه

مقدمه
شده�اند. بندي تقسیم فصل 4 به مطالب نامه پایان این در

شده�اند ارائه برهان بدون قضایا اکثر البته پرداخته�ایم. مقدماتی مفاهیم و قضایا برخی بیان به اول فصل در

نماید. مراجعه شده، ذکر مراجع به می�تواند مفاهیم این بیشتر مطالعه براي خواننده که

چپ ضربگر یک ،G روي شرایطی چه تحت می�دهیم نشان دوم بخش در است. بخش چهار شامل دوم فصل

دارد. وجود L∞(G)∗ روي ناصفر چپ پیوسته کامل طور به عنصر یک نیز و ناصفر فشرده

می�کنیم. مشخص را L∞(G)∗ و L(G) فضاي دو چپ پیوسته کامل طور به عناصر بین ارتباط بخشسوم در

بررسی مورد L∞(G)∗ از چپ پیوسته کامل طور به عناصر به مربوط ویژگی�هاي برخی بخش این در واقع در

گرفته�اند. قرار

از A جبر زیر ازاي به را L∞(G)∗ روي فشرده چپ ضربگرهاي تمام مجموعه��ي فصل، این چهارم بخش در

Mcl(L
∞(G)∗) در بسته ایده��آل سپسدو و Mcl(A)نمایشداده نماد با یکشرط گرفتن نظر در با L∞(G)∗

می�شود. نوشته ایده�آل دو این مستقیم مجموع صورت Mcl(Lبه
∞(G)∗) که می�کنیم ثابت و می�کنیم معرفی

قرار Ma(S) روي β(S) موضعی محدب توپولوژي یک دوم بخش در است. بخش 2 شامل سوم فصل

می�کنیم تعریف را (Ma(S), β(S))
∗ دوگان فضاي روي القایی توپولوژي و قوي توپولوژي سپس می�دهیم.

این نتایج مهم�ترین از یکی به�عنوان معادل�اند. (Ma(S), β(S))
∗ روي توپولوژي دو این می�دهیم نشان و

−∥·∥∞ به مجهز L∞(S,Ma(S)) با قوي توپولوژي همراه (Ma(S), β(S)) دوگان که می�کنیم ثابت بخش

است. یکسان توپولوژي

باناخ جبرهاي برخی روي فشرده راست ضربگرهاي بررسی به فصل این در است. بخش دو شامل چهارم فصل

اشاره 2 آکمن و 1 ساکایی فعالیت�هاي به مورد این در می�پردازیم. موضعی فشرده نیم�گروه�هاي به مربوط
1Sakai
2Akemann



ه� مقدمه

فشرده راست ضربگر تنها صفر آن�گاه باشد، نافشرده و موضعی فشرده G گروه اگر کرد؛ ثابت ساکایی کنیم.

راست ضربگر هر آن�صورت در باشد، فشرده G اگر داد، نشان آکمن همچنین و است L(G) گروهی جبر روي

برخی فصل، این براي نیاز مورد اولیه مفاهیم بیان ضمن چهارم فصل اول بخش در است. فشرده L(G) روي

بیان اهمیت حائز نتایج از یکی نمونه به�عنوان است، شده Ma(S)ارائه و L∞(S,Ma(S)) با مرتبط نتایج از

با L∞(S,Ma(S))
∗ و M(S) ،Ma(S) فضاهاي ضربگر هاي جبر بودن یکریخت اثبات بخش، این در شده

مطالعه و بررسی مورد را L∞(S,Ma(S))
∗ روي فشرده راست ضربگرهاي هم آخر بخش در M(S)می�باشد.

L∞(S,Ma(S))
∗ روي فشرده راست ضربگرهاي که است این بخش این مهم نتایج جمله از که می�دهیم قرار

هستند. نیز فشرده عملگرهاي



1 فصل

مقدماتی مفاهیم

مقدمه 1.1
در شده ارائه مطالب بهتر درك به که می�پردازیم مقدماتی قضایاي و مفاهیم برخی بیان به فصل این در

بیشتر مطالعه براي و است شده نظر صرف فصل این در قضایا اکثر اثبات از کرد. خواهند کمک بعدي فصول

نمایید. مراجعه شده، ذکر مراجع به می�توانید مطالب این

تعریف، به بنا و داده نمایش co(A) نماد با را A محدب پوسته .A ⊆ X و برداري فضاي یک X کنید فرض

اگر تنها و اگر x ∈ co(A) دیگر عبارت به است. A اعضاي از محدب ترکیبات همه مجموعه A پوسته

به .x =
∑n

i= αiai و ∑n
i= αi = که باشند موجود α, . . . , αn ∈ C نامنفی اسکالر�هاي و a, . . . , an ∈ A

است. محدب نیز X برداري فضاي از محدب زیرمجموعه�هاي از تعداد هر اشتراك که می�شود دیده آسانی

است. A محدب پوسته برابر است، A شامل که X از محدب زیر�مجموعه�هاي همه اشتراك واقع در

معکوس داراي و پیوسته دوسوئی، تابعی f : X −→ Y و توپولوژیک فضاي دو Y و X اگر .1.1.1 تعریف

گوئیم. همیومورف را Y و X و همیومورفیسم یک را f باشد، پیوسته

طولپا یکریختی را f باشد. پوشا و خطی f : X −→ Y و باناخ فضاي دو Y و X کنید فرض .2.1.1 تعریف
1



2 مقدماتی مفاهیم .1 فصل

.∥f(x)∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر براي هرگاه گوئیم

براي A به�توي A×A از ضرب نگاشت اگر باشد. C میدان روي برداري فضاي A کنید فرض .3.1.1 تعریف

کند، صدق زیر خواص در ،α ∈ C و a, b, c ∈ A هر

a(b+ c) = a.b+ a.c, (a+ b)c = a.c+ b.c, a(b.c) = (a.b)c,

α(ab) = (αa)b = a(αb)

،x, y ∈ A براي هرگاه گوئیم نرمدار جبر آنرا باشد، موجود A جبر روي نرمی اگر است. جبر یک A آن�گاه

گوئیم. باناخ جبر یک را A باشد، کامل شده یاد نرم اگر .∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥

همانی مشابه که هستند توري عوضشامل در و ندارند همانی که دارند وجود باناخی جبرهاي کنید توجه

می�پردازیم. آن تعریف به اینجا در است. معروف تقریبی واحد به تور این می�کند. عمل

به است (eα) ⊆ A تور ،A براي چپ تقریبی واحد یک باشد، نرمدار جبر A اگر می�دانید که طور همان

موجود k مثبت و ثابت عدد هرگاه است کراندار A در (eα) تور .eαa −→ a ،a ∈ A هر براي طوري�که

.∥eα∥ ≤ k ،α ∈ D هر براي که باشد

.aeα −→ a ،a ∈ A هر براي که است (eα) ⊆ A کراندار تور ،A در کراندار راست تقریبی واحد مشابه طور به

گوییم. تقریبی واحد یک را چپ و راست تقریبی واحد

( راست ) چپ باناخ A-مدول یک X و باناخ جبر یک A کنید فرض .( کوهن1 تجزیه (قضیه 4.1.1 قضیه

باشد.

XA)؛ = X · A) AX = A ·X آن�گاه باشد، کراندار ( راست ) چپ تقریبی واحد داراي A اگر آ)

.A · A = A آن�گاه باشد، کراندار ( راست ) چپ تقریبی واحد داراي A اگر ب)
1Cohen factorization theorem
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شود. مراجعه [4] مرجع از 11.10 قضیه به برهان.

مقدار مختلط توابع همه مجموعه� ،C(X) نیز و فشرده هاسدورف فضاي یک X کنید فرض .5.1.1 مثال

با x ∈ X هر براي را f + g, kf, fg ∈ C(X) ،k ∈ C و f, g ∈ C(X) براي باشد. X روي پیوسته

می�کنیم: تعریف زیر ضابطه�هاي

f)؛ + g)(x) = f(x) + g(x) (i)

(x)(kf)؛ = kf(x) (ii)

.(fg)(x) = f(x)g(x) (iii)

ضابطه با را ∥.∥∞ : C(X) −→ R اکنون است. جابجایی یکدار جبر یک C(X) اعمال این با

∥f∥∞ := sup{|f(x)|; x ∈ X}

(C(X), ∥.∥∞) آن�صورت در .∥fg∥∞ ≤ ∥f∥∞∥g∥∞ ،f, g ∈ C(X) هر براي بنابراین می�کنیم. تعریف

است. باناخ جبر یک

باشد موجود K فشرده مجموعه زیر ،ϵ > هر براي هرگاه می�شود صفر بینهایت در f ∈ Cb(X) گوییم

C(X) نماد با را می�شوند صفر بینهایت در که پیوسته توابع همه مجموعه .|f(x)| < ϵ ،x /∈ K اگر که

باشد، فشرده {x ∈ X ; |f(x)| ≥ ϵ} ،ϵ > هر براي اگر تنها و اگر f ∈ C(X) واقع در می�دهیم. نمایش

است. Cb(X) از بسته مجموعه�ي زیر C(X) که می�شود دیده به�سادگی

این باز مجموعه�هاي زیر توسط تولیدشده جبر σ اعضاي باشد، توپولوژیک فضاي یک X اگر که کنید توجه

مجموعه�اي {a} =
∩∞

n=

(
a−

n
, a+

n

) ،R اقلیدسی فضاي در لذا گوییم. بورل مجموعه�هاي زیر را فضا

σ و S = {[a, b); a, b ∈ R} می�دهیم قرار است. بورل نیز [a, b) =
{
a
}∪(

a, b
) بنابراین است. بورل

طرف از است. بورل مجموعه�اي σ(S) در عنصر هر می�دهیم. نمایش σ(S) با را S توسط شده تولید حلقه
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σ(S) این�که نتیجه .(a, b) =
[
a, b

)
\
{
a
}
∈ σ(S) بنابراین و {a} =

∩∞
n=

[
a, a +

n

)
∈ σ(S) دیگر

است. R اقلیدسی فضاي بورل مجموعه�هاي زیر همان

و x, y ∈ X هر براي که باشد تابعی ρ : X −→ R و برداري فضاي یک X کنید فرض .6.1.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در α ∈ C

ρ(αx)؛ = |α|ρ(x) الف)

.ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y) ب)

.x = که گرفت نتیجه بتوان ρ(x) = از هرگاه است نرم یک ρ گوئیم. نرم شبه یک را ρ

طور به می�دهیم. نمایش X∗ = B(X,C) نماد با را X بر کراندار خطی تابعک�هاي همه باناخ فضاي

.X∗∗ = (X∗)∗ می�کنیم تعریف مشابه

قسمتی خارج فضاي باشد. X بسته زیرفضاي یک Y و باناخ فضاي یک X کنید فرض

X

Y
=

{
x+ Y ; x ∈ X

}

است: زیر صورت به شده تعریف قسمتی خارج نرم با باناخ فضاي یک

∥x+ Y ∥ = inf
{
∥x+ y∥ : y ∈ Y

}
(x ∈ X).

ضابطه با را T ∗ : Y ∗ −→ X∗ .T ∈ B(X, Y ) و باناخ فضاي دو Y و X کنید فرض .7.1.1 تعریف

می�گوییم. T الحاق را T ∗ می�کنیم. تعریف ⟨T ∗(y∗), x⟩ = ⟨y∗, T (x)⟩

.∥T∥ = ∥T ∗∥ و T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) که داد نشان می�توان سادگی به

کنیم. تعریف را ضعیف توپولوژي اکنون
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نسبت x∗ ∈ X∗ هر که X روي توپولوژي ضعیف�ترین باشد. باناخ فضاي یک X کنید فرض .8.1.1 تعریف

می�نامیم. X روي ضعیف توپولوژي را است پیوسته آن به

به ⟨f, aα⟩ ،f ∈ X∗ هر براي اگر تنها و اگر می�کند میل ضعیف توپولوژي در a به X در (aα) تور

کند. میل ⟨f, a⟩

است. موسوم ستاره ضعیف توپولوژي به که دهیم قرار X∗ روي توپولوژي یک داریم قصد اکنون

ضابطه با را x̂ : X∗ → C نگاشت ،x ∈ X هر براي باشد. X دوگان X∗ و باناخ فضاي یک X کنیم فرض

می�دهیم قرار می�کنیم. تعریف x̂(Λ) = Λ(x)

(X∗)′ = {x̂; x ∈ X}

را X∗ نقاط (X∗)′ لذا .x̂(Λ) ̸= x̂(Λ) پس .Λ(x) ̸= Λ(x) که است موجود x ∈ X پس ،Λ ̸= Λ اگر

می�کند. جدا

توپولوژي را باشند پیوسته (X∗)′ برداري فضاي عناصر همه ∗Xکه روي توپولوژي کوچکترین .9.1.1 تعریف

ضعیف توپولوژي نمایش براي نیز σ(X∗, X) نماد از که است متداول می�گوییم. X∗ روي ستاره ضعیف

می�شود. استفاده ستاره

عناصر براي را A∗∗ دوم دوگان روي آرنز ضرب اولین باشد. باناخ جبر یک A کنید فرض .10.1.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به m,n ∈ A∗∗ و g ∈ A∗ ،µ, ν ∈ A

⟨gµ, ν⟩ := ⟨g, µν⟩ ⟨ng, µ⟩ := ⟨n, gµ⟩ ⟨m · n, g⟩ := ⟨m,ng⟩

است. باناخ جبر یک فوق ضرب با A∗∗
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موجود I : C(G)+ −→ R آن��گاه باشد. موضعی فشرده�ي و هاسدورف گروه G کنید فرض .11.1.1 قضیه

به�طوري�که است

.I(f) ̸= ،f ̸= اگر همچنین .I(f) ≥ آن�گاه ،f ∈ C(G)+ اگر ( (الف

.I(f + g) = I(f) + I(g) ،f, g ∈ C(G)+ هر براي ( (ب

.I(αf) = αI(f) ،f ∈ C(G)+ و α ≥ هر براي (� (ج

.af(b) = f(ab) آن در که I(af) = I(f) ،a ∈ G و f ∈ C(G)+ هر براي ( (د

گوییم. چپ پایاي را I حالت این در

.I = cJ که هست موجود c > یک کند، صدق فوق شرایط در که باشد تابعی J اگر به�علاوه

به منسوب متناظر اندازه است. معروف چپ هار انتگرال قضیه به فوق قضیه گوییم. چپ هار انتگرال را I

می�گوییم. G گروه روي چپ هار اندازه و داده نمایش λ با را قبل قضیه در I تابعک

می�دهیم قرار ،x ∈ G هر براي .f ̸= و C(G)+ روي چپ هار انتگرال I کنیم فرض .12.1.1 قضیه

گوییم. مدولار تابع ∆ به است. همریختی یک و پیوسته تابعی ∆ آن�صورت در .∆(x) =
I(fx−)

I(f)

شود. مراجعه [13] مرجع از 15.11 قضیه به برهان.

پیچشی ضرب و ∥µ∥ = |µ|(G) نرم با را G روي مقدار مختلط منظم بورل اندازه�هاي همه جبر ،M(G)

ضابطه�ي با µ ∗ ν

⟨f, µ ∗ ν⟩ :=
∫
G
(
∫
G
f(xy)dµ(x))dν(y) (f ∈ C(G))

است. δeG همانی با یکدار باناخ جبر یک M(G) بنابراین می�کنیم. تعریف

گوئیم مطلق پیوسته�ي هار، اندازه�ي به نسبت را µ اندازه�ي باشد. G روي هار اندازه�ي λ کنید فرض حال

به�طور که اندازه�هایی از مرکب M(G) از زیرفضایی .|µ|(F ) = ،λ(F ) = که فشرده F هر براي هرگاه

می�دهیم. نمایش Ma(G) نماد با را پیوسته�اند λ به نسبت مطلق
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f : X −→ R پذیر اندازه تابع باشد، X زیر�مجموعه�هاي از S جبر −σ روي اندازه�اي µ اگر .13.1.1 تعریف

نمایش L(X) نماد با را پذیر انتگرال توابع همه مجموعه .∫ |f |dµ < ∞ هرگاه گوییم پذیر انتگرال را

می�دهیم.

یک آن�صورت در .µ ∈Ma(G) کنیم اختیار باشد. موضعی فشرده�ي و هاسدورف گروهی G کنید فرض

،φ ∈ C(G) هر براي که است موجود fµ ∈ L(G)

∫
φfµdλ(x) =

∫
φ(x)dµ(x).

می�دهد نشان این طولپاست. یکریختی یک µ −→ fµ و dµ = fµdλ می�نویسیم و ∥fµ∥ = ∥µ∥ همچنین

به�صورت f, g ∈ L(G) براي L(G) روي پیچشی ضرب است. یکریخت طولپا به�طور L(G) با Ma(G) که

(f ∗ g)(s) =
∫
G
f(t)g(t−s)dλ(t)

تقریبی واحد داراي L(G) باناخ جبر است. موجود s ∈ G همه براي تقریبأ فوق انتگرال اینجا در که بوده

باشد. گسسته G اگر تنها و اگر است یکدار L(G) می�باشد. به کراندار

|f |p fکه : X → [−∞,+∞] پذیر اندازه توابع همه خانواده�ي . < p < +∞ کنید فرض .14.1.1 تعریف

می�دهیم. نمایش Lp(X) نماد با را باشد پذیر انتگرال

بوده موجود α مانند عددي هرگاه گوییم کراندار اساساََ را f : X −→ R پذیر اندازه تابع .15.1.1 تعریف

را X روي کراندار اساساً توابع همه مجموعه�ي باشد. مساوي یا کمتر α ثابت عدد از جا همه تقریبأ |f | که

می�دهیم. نمایش L∞(X) نماد با

،φ ∈ L(G) و f ∈ L∞(G) براي بنابراین می�دهیم. نمایش ⟨⟩ نماد با را باناخ فضاهاي بین دوگان

⟨
f, φ

⟩
=

∫
f(x)φ(x)dx.
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شرط است واضح گوییم.������ فضا پوچ زیر�مجموعه�هاي را صفر اندازه با پذیر اندازه زیر�مجموعه�هاي کنید توجه

{x ∈ X; |f(x)| > α} آن براي که است α مانند عددي وجود ،f ∈ L∞(X) آن�که براي کافی و لازم

می�کنیم تعریف f ∈ L∞(X) براي دهیم. قرار نرم یک L∞(X) روي داریم قصد باشد. پوچ موضعاً

∥∥f∥∥∞ = inf
{
α; است پوچ ;x}موضعاً |f(x)| > α

}}
.

مجموعه�ي C(X)∗ و موضعی فشرده�ي و هاسدورف فضاي یک X اگر ریس2) نمایش (�قضیه .16.1.1 قضیه

Λ : C(X) → C اگر واقع در .C(X)∗ = M(X) آن�گاه باشد، C(X) روي پیوسته خطی تابعک�هاي

.Λ(f) = ∫
f(x)dµ(x) که است موجود µ کراندار و منظم بورل، اندازه آن�گاه باشد، پیوسته خطی تابعک

تابعکی فوق شده��ي تعریف نگاشت آن�صورت در باشد، کراندار و منظم بورل، اندازه�اي µ اگر که کنید توجه

.∥Λ∥ = ∥µ∥ و بوده C(X) روي پیوسته و خطی

با X∗∗ در X آن�صورت در باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض گلداشتاین3) (قضیه .17.1.1 قضیه

است. چگال ستاره ضعیف توپولوژي

شود. مراجعه [5] مرجع از A.3.29 قضیه به برهان.

پس این از .∥e∥ = می�کنیم فرض باشد، ( e ضربی همانی داراي به�عبارتی ) یکدار جبر یک A اگر

می�دهیم. نمایش 1 با را باناخ جبر یک همانی عنصر

کراندار T خطی عملگر که می�شود نتیجه سادگی به .∥T∥ < ∞ هرگاه گوئیم کراندار را T خطی عملگر

باشد. پیوسته T اگر تنها و اگر است

2Riesz’s representation theorem
3Goldstine’s theorem
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X روي کراندار خطی عملگرهاي تمام مجموعه ،B(X) و باناخ فضاي یک X کنید فرض .18.1.1 مثال

می�کنیم تعریف T ∈ B(X) براي می�گیریم. نظر در B(X) روي ضرب عمل به�عنوان را توابع ترکیب باشد.

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ }.

B(X) می�باشد. باناخ جبر یک نرم این با B(X) و است B(X) روي نرم یک شده تعریف تابع که است واضح

جابجایی B(X) ،dimX ≥ اگر آورید خاطر به است. یکدار لذا بوده، X روي e = I همانی عملگر داراي

نیست.

واحد گوي U کنید فرض باشد. خطی تبدیل یک T : X −→ Y و نرمدار فضاي دو Y و X کنید فرض

باشد. فشرده T (U) هرگاه گوئیم فشرده را T باشد. X در

φ : A −→ B ( (جمعی نگاشتخطی آن�صورت در باشند، (حلقه) جبر Bدو Aو فرضکنید تعریف19.1.1.

،x, y ∈ A هر براي هرگاه گوئیم همریختی یک را

φ(xy) = φ(x)φ(y).

A روي برگشت یک ∗ : A −→ A ; a 7−→ a∗ نگاشت باشد. باناخ جبر یک A کنید فرض .20.1.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه است،

∗(∗a)؛ = a ،a ∈ A هر براي (i)

+αa)؛ βb)∗ = ᾱa∗ + β̄b∗ ،α, β ∈ C و a, b ∈ A هر براي (ii)

.(ab)∗ = b∗a∗ ،a, b ∈ A هر براي (iii)

می�شود. نامیده برگشت با باناخ جبر یک (A, ∗)

صدق ∥x∗x∥ = ∥x∥ یعنی C∗ معادله در x ∈ A هر براي که را A برگشت با باناخ جبر .21.1.1 تعریف

گوئیم. جبر −C∗ یک کند،



10 مقدماتی مفاهیم .1 فصل

∗ : C(X) −→ C(X) نگاشت ،f ∈ C(X) و x ∈ X هر براي و 5.1.1 مثال در کنید فرض .22.1.1 مثال

C∗ معادله�ي در که بوده C(X) روي برگشت یک ∗ آن�صورت در کنیم. تعریف f ∗(x) = f(x) ضابطه با را

است. جبر −C∗ یک C(X) بنابراین می�کند. صدق

این معمولاً می�نامیم. نیم�گروه یک شرکت�پذیر دوتایی عمل با همراه را S ناتهی مجموعه .23.1.1 تعریف

نمایش e با را آن همانی عنصر باشد، یکدار S نیم�گروه که حالتی در می�نامند. نیم�گروه ضرب را عمل

می�دهیم.

�



2 فصل

باناخ جبرهاي روي فشرده چپ ضربگرهاي
موضعی فشرده گروه�هاي به مربوط

ثابت فصل این دوم بخش در می�باشد. L∞(G)∗ روي فشرده چپ ضربگرهاي مطالعه فصل این در ما هدف

سوم بخش در است. معادل L∞(G)∗ روي ناصفر فشرده چپ ضربگر یک وجود با G فشردگی کرد خواهیم

چهارم بخش در و داده قرار مطالعه مورد را L∞(G)∗ در چپ پیوسته�ي کامل طور به عناصر رده�هاي برخی

کرد. خواهیم بررسی را L∞(G)∗ راست پوچساز و L∞(G)∗ روي فشرده چپ ضربگرهاي بین رابطه�ي

مقدمه 1.2

∥ · ∥∞ اساسی سوپریمم نرم با لبگ فضاي را L∞(G) ،G موضعی فشرده گروه براي که کنیم می یادآوري

در که g ∈ L∞(G) همه شامل که گیریم می نظر در L∞(G) از زیرفضایی را L∞(G) گیریم. می نظر در

داشته وجود G از K فشرده مجموعه زیر ،ϵ > هر براي یعنی، می�گیریم؛ نظر در می�شوند، صفر بی�نهایت

به�طوري�که باشد

∥gχG\K∥∞ < ϵ,
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