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ଘمقدৎ
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ণپاسࢂචاری

................ از مͬ�کنم سپاسͽزاری



چͺیده

یک از زیرگروه�هایمشتقحاصل�ضرب�هایی

دوری یکزیرگروه آبلیو زیرگروه

وسیله�ی: به
فرد بیوک�زاده مریم

آبلͬ�اند، زیرگروه�های A,B آن در که باشد متناهͬ گروهͬ G = AB اگر مͬ�دهیم نشان پایان�نامه، این در

است. آبلͬ G′ یعنͬ مشتق زیرگروه ایتو قضیه�ی به بنا آن�گاه

نشان داد. قرار بررسͬ مورد را بیشتری خواص مͬ�توان باشند، دوری B یا A زیرگروه�های که حالتͬ در هم�چنین

است. یͺریخت B از زیرگروهͬ با حالت این در G′/(G′ ∩A) مثال به�عنوان مͬ�دهیم،

پوچ�توان گروه فراتینͬ، زیرگروه ایتو، قضیه�ی مشتق، زیرگروه کلیدی: واژه�های

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

و اختصاری نشانه�های فهرست

۴ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ١

١۴ ایتو قضیه�ی ٢

٢٠ خاص٢-گروه�ها حالت ٣

٣۴ سه�تایی تجزیه ۴

٣٩ یͺریختͬ�ها ۵

۵٢ اساسͬ قضایای ۶

۶٢ مراجع

۶۴ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

ه�



اختصاری فهرستنشانه�های

g ∈ G عنصر مركزساز :CG(g)

G در H مركزساز :CG(H)

G متناهͬ آبلͬ گروه رتبه :r(G)

G در H هسته :CoreG(H)

G گروه مركز :Z(G)

G مشتق زيرگروه :G′

G فراتینͬ زیرگروه :Φ(G)

G گروه اعضای تعداد :|G|

G گروه Hدر زیرگروه شاخص :|G : H|

G گروه از y, x عضو دو جابه�جاگر :[x, y]

y توسط x عضو مزدوج :xy

G گروه خودریختͬ�های گروه :Aut(G)

و



پیشگفتار

B و A آبلͬ زیرگروه�های از AB حاصل�ضرب صورت به را گروه�ها از ویژگͬ�هایی مقاله�ها، از تعدادی

توسط ١٩۵۵ سال در مقاله ͷی این�ها، معتبرترین شاید شدند. چاپ ١٩۵٠ سال در که مͬ�کنند بیان

که G = AB اگر دیͽر، عبارت به است. ٢ دوآبلͬ گروهͬ چنین کرد ثابت وی که باشد [١٢] ١ ایتو

است. آبلͬ لزوماً G′ مشتق زیرگروه آن�گاه باشند، آبلͬ زیرگروه�های B و A

شد. بررسͬ ۶ کوهن و ۵ هوپرت ، ۴ داگلاس ، ٣ ردی توسط باشند، دوری دو هر B و A �که حالتͬ

زیرگروه آن�گاه باشند، متناهͬ دوری B و نامتناهͬ دوری A که G = AB اگر کرد، ثابت [١٣] ردی

خاص، حالت در بنابراین و مͬ�شود تولید دیͽر عضو ͷی حداکثر و B از عضو ͷی توسط G′ مشتق

است. دوری G′ آن�گاه G′ ∩B = ١ اگر

وی کرد. اثبات باشند، نامتناهͬ دوری دو هر B و A �که حالتͬ برای مشابه نتیجه ͷی هم�چنین ردی

نابدیهͬ عضو ͷی توسط شده نرمال که است نابدیهͬ زیرگروه ͷی شامل B یا A از ͬͺی که داد نشان

مͬ�باشد. دیͽری از

و باشند نامتناهͬ دوری B و A که G = AB اگر داد، نشان [٢] کوهن

G′ ∩ A = G′ ∩B = A ∩B = ١

١N. Ito
٢Metabelian
٣L. Redei
۴J. Douglas
۵B. Huppert
۶P. M. Cohn
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است. دوری G′ آن�گاه

�است. نشده بررسͬ باشند، متناهͬ دوری دو هر B و A �که حالتͬ جرئیات

مͬ�دانیم ایتو قضیه�ی با که G′ جای به آبلͬ�اند، B و A و متناهͬ G = AB که زمانͬ کنید فرض

گروه مͬ�دهیم نشان بͽیریم. نظر در G از K دلخواه آبلͬ نرمال زیرگروه ͷی کلͬ طور به است، آبلͬ

مͬ�شود. کنترل B از ساختاری وسیله�ی به گونه�ای K/(Kبه ∩ A)

را |B| هم این و مͬ�کند عاد را |G : A| این و |K/(K ∩ A)| = |KA : A| که مͬ�دانیم مثال برای

است. کنترل K/(Kتحت ∩ A) مرتبه�ی حداقل، بنابراین و مͬ�کند عاد

حالت این در دهیم. قرار بررسͬ مورد را بیشتری خواص مͬ�توانیم باشد، نرمال G در A اگر

K/(K ∩ A) ∼= AK/A ⊆ AB/A ∼= B/(A ∩B)

است. یͺریخت B از زیرگروهͬ K/(Kبا ∩ A) که گرفت نتیجه مͬ�توان است، آبلͬ B که این از و

است. K/(Kدوری ∩ A) آن�گاه باشد، دوری B اگر خاص، حالت در

کرد. خواهیم اثبات را زیر موارد پایان�نامه این در کلͬ طور به

نرمال زیرگروه ͷیK اگر باشند. دوری B و آبلͬ A که متناهͬ G = AB کنید فرض . الف قضیه

K/(K∩A)دوری آن�گاه ′Gاست، در Kمشمول سیلوی ٢-زیرگروه که خاصیتͬ با Gباشد، از آبلͬ

است.

نرمال زیرگروه ͷی K اگر باشند. آبلͬ B و دوری A که متناهͬ G = AB کنید فرض ب. قضیه

با K/(K ∩ A) آن�گاه است، G′ در مشمول K سیلوی ٢-زیرگروه که خاصیتͬ با باشد، G از آبلͬ

است. یͺریخت B از زیرگروهͬ

متناهͬ B کافیست و نیست لازم باشد، متناهͬ G که این فرض این�ها، مانند نتایجͬ اثبات برای

N = CoreG(A) Gکه = G/N بنابراین و |G : A| <∞ آن�گاه باشد، متناهͬ B اگر زیرا باشد.

داریم ددکیند لم به بنا حالت این در است. متناهͬ گروه ͷی

NK ∩ A = N(K ∩ A)

.K/(K ∩ A) ∼= K/(K ∩ A) که دید مͬ�توان و

نظر در را G متناهͬ گروه کافیست K/(K ∩ A) درباره�ی اطلاعات آوردن دست به برای بنابراین

B از زیرگروه�هایی با B از زیرگروه�هایی است، آبلͬ و متناهͬ B و G = A B چون بͽیریم.

یͺریخت�اند.

آن�گاه باشند، Bدوری یا A اگر است. Bمتناهͬ و Bآبلͬ و A Gکه = AB فرضکنید ج. نتیجه

است. یͺریخت B از زیرگروهͬ با G′/(G′ ∩ A)

٢



صورت این در Bمتناهͬ�اند، Aو از ͬͺی حداقل و Bدوری Aو Gکه = AB فرضکنید د. نتیجه

کافیست. G′ تولید برای عضو دو

زیرگروهͬ K/(Kبا ∩A)نیست نیازی هرچند آن�گاه اند، دوری B نه و A نه که فرضشود اگر

مͬ�شود. Bکنترل از ساختاری وسیله�ی K/(Kبه ∩A) از ساختاری حال این با باشد. Bیͺریخت از

کم�ترین ،X متناهͬ آبلͬ گروه ͷی رتبه که آورید خاطر به راستا، این در قضایایی دادن شرح برای

مͬ�دهیم. نشان r(X) با را آن و کافیست X تولید برای که است اعضایی تعداد

در است. G از آبلͬ نرمال زیرگروه K و آبلͬ�اند B و A که متناهͬ G = AB کنید فرض و. قضیه

مͬ�باشد. G گروه از مستقل که f تابع ͷی برای r(K/(K ∩ A)) ≤ f(r(B))صورت این

صورت به بیان قابل G -گروه p ͷی صورت این در باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض هـ. قضیه

B از زیرگروهͬ هیچ با G′/(G′ ∩ A) که طوری به آبلͬ�اند زیرگروه�های B و A که دارد وجود AB

بزرگ دلخواه مقدار ͷی با r(B) از بزرگ�تر مͬ�تواند r(G′/(G′ ∩ A)) واقع، در نیست. یͺریخت

باشد.

است. شده تدوین فصل شش در پایان�نامه این

مͬ�پردازیم تعاریفͬ و قضایا بیان به شده، مطرح مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم عنوان با که اول فصل در

است. نیاز مورد بعدی فصول در که

ایتو قضیه�ی انضمام به آبلͬ و نرمال زیرگروه�های و جابه�جاگرها درباره پایه�ای حقایق به دوم فصل در

مͬ�پردازیم.

مͬ�کنیم. بررسͬ را است ٢-گروه ͷی G′ که خاصͬ حالت�های سوم فصل در

فرم به تجزیه قابل سه�گانه گروه�های درباره�ی را پایه�ای حقایق چهارم، فصل در

UV = UK = V K

مͬ�دهیم. نشان بدیهͬ�اند، �دو �به دو اشتراک�های با ,K,Vزیرگروه�هایی U که

خواهیم اثبات را ( (هـ (و)، (ب)، (الف)، قضیه�های پایان�نامه این ششم و پنجم فصل در نهایت، در و

کرد.

٣



١ فصل

تعاریفمقدماتی و مفاهیم

مͬ�کنیم. بیان را است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

خودریختͬ�های از ناتهͬ Aیͷمجموعه�ی و آن از Hزیرگروهͬ و Gیͷگروه فرضکنید تعریف١.١.

باشیم داشته α ∈ A, h ∈ H هر برای اگر است، G از -پایا A زیرگروه ͷی H گوییم باشد. G

. α(h) ∈ H

زیرگروه را H صورت این در باشد. آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنید فرض .٢.١ تعریف

. α(H) ≤ H باشیم داشته G از α خودریختͬ�های تمام ازای به هرگاه نامیم، G ١ مشخصه

داریم G از α خودریختͬ�های تمام ازای به آن�گاه باشد، G از مشخصه�ای زیرگروه H اگر .٣.١ لم

. α(H) = H

G از خودریختͬ ͷی نیز β که است واضح باشد. α وارون β و α ∈ Aut(G) کنید فرض اثبات.

H ≤ α(H) نتیجه در و αβ(H) ≤ α(H) باشیم داشته باید بنابراین . β(H) ≤ H داریم و بوده

. α(H) = H بنابراین ، α(H) ≤ H داریم فرض طبق طرفͬ از

G مشخصه�ی زیرگروه�های G′ و Z(G) صورت این در است، گروه ͷی G کنید فرض .۴.١ قضیه

مͬ�باشند.

و α ∈ Aut(G) کنید فرض است. G مشخصه�ی زیرگروه Z(G) مͬ�دهیم نشان ابتدا اثبات.

α چون گاه آن ، h ∈ G اگر . z ∈ Z(G) که g = α(z)نوشت مͬ�توان بنابراین . g ∈ α(Z(G))

ͷی α که این به توجه با حال . α(k) = h که طوری به دارد وجود k ∈ G عضو است، ͷبه�ی�ͷی

١Characteristic subgroup

۴



نوشت مͬ�توان است، G از خودریختͬ

gh = α(z)α(k) = α(zk) = α(kz) = α(k)α(z) = hg

Z(G) یعنͬ α(Z(G)) ≤ Z(G)پس . g ∈ Z(G) لذا و مͬ�شود جابه�جا G اعضای تمام با gپس

است. G مشخصه�ی زیرگروه ͷی

x اعضای ازای به آن�گاه α ∈ Aut(G) اگر است. G مشخصه�ی زیرگروه ͷی G′ مͬ�دهیم نشان حال

نوشت مͬ�توان G گروه در y و

α([x, y]) = α(x−١y−١xy)

= α(x−١)α(y−١)α(x)α(y)

= (α(x))−١(α(y))−١α(x)α(y)

= [α(x), α(y)] ∈ G′

G مشخصه�ی زیرگروه G′ یعنͬ α(G′) ≤ G′ لذا مͬ�شود، تولید ها [x, y] تمام وسیله�ی به G′ چون

است.

است. نرمال زیرگروهͬ G مشخصه�ی زیرگروه هر .۵.١ قضیه

تعریف ، k ∈ K ، αg = g−١kg صورت به که G از αg خودریختͬ g ∈ G هر ازای به اثبات.

نتیجه در و g−١Hg = H پس αg(H) = H داریم (٣.١) لم به بنا مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�شود

.H EG

آن�گاه Kباشد، مشخصه�ی زیرگروه H اگر . H ≤ K EG و گروه ͷی G کنید فرض .۶.١ قضیه

. H EG

αg = g−١kgصورت به که αg لذا ،KEG چون Gاست. از دلخواهͬ عضو g فرضکنید اثبات.

پس است، K مشخصه�ی زیرگروه H چون است. K از خودریختͬ ͷی مͬ�شود تعریف ، k ∈ K ،

. H EG نتیجه در و g−١Hg = H بنابراین . αg(H) = H داریم (٣.١) لم به بنا

⟨
∪

i∈I Hi⟩ زیرگروه آن�گاه Gباشد، گروه زیرگروه�های از خانواده�ای {Hi|i ∈ I} هرگاه تعریف٧.١.

یا {Hi|i ∈ I} گروه�های وسیله�ی به شده تولید زیرگروه
∪

i∈I Hi مجموعه�ی وسیله�ی به شده تولید

مͬ�شود. نامیده ها Hi الحاق

۵



G نرمال زیرگروه�های تمام الحاق باشد، آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنید فرض .٨.١ تعریف

داریم H زیرگروه برای واقع در مͬ�نامیم. G در H هسته را H در مشمول

CoreG(H) =
∩
g∈G

g−١Hg.

تعریف زیر صورت به را G نمای صورت این در باشد، متناهͬ گروه ͷیG فرضکنید .٩.١ تعریف

مͬ�کنیم

min{n | ∀g ∈ G ; gn = ١}.

است p مانند ثابتͬ اول عدد از (≥ ٠) توانͬ مرتبه�اش عنصر هر آن در که گروه ͷی .١٠.١ تعریف

H گوییم باشد، گروه −p ͷی H و G گروه از زیرگروهͬ H اگر مͬ�شود. نامیده گروه −p ͷی

زیرا است، G زیرگروه −p ͷی ⟨e⟩ ، p اول عدد هر ازای به به�خصوص است. G زیرگروه −p ͷی

.|⟨e⟩| = ١ = p٠

باشد. p از توانͬ |G| اگر فقط و اگر است گروه −pͷی G متناهͬ گروه .١١.١ نتیجه

شود. رجوع [٨] از ٩٣ صفحه�ی به اثبات.

که |G| = pαm اگر باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١٢.١ تعریف

نامیده G گروه سیلوی p−زیرگروه است، pα مرتبه دارای که G از زیرگروه ͷی آن�گاه ، (p,m) = ١

است. G ماکسیمال زیرگروه −pͷی زیرگروه این واقع در مͬ�شود.

مشمول p−زیرگروه هر و باشند بدیهͬ است ممͺن گرچه دارند، وجود همواره سیلو p−زیرگروه�های

است. سیلو زیرگروه −pͷی

آن�گاه N E G اگر باشد، G متناهͬ گروه از سیلو زیرگروه −p ͷی P کنیم فرض .١٣.١ قضیه

است. G/N سیلوی زیرگروه −pͷی (PN)/N

کنید. مراجعه [١۴] از ۴٠ صفحه�ی به اثبات.

مͬ�شود، نامیده G از ٢ هال زیرگروه ͷی H باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١ تعریف

باشد. اول |G : H| به نسبت H مرتبه�ی اگر

در ٣ متمم ͷی را G Hاز زیرگروه Kباشد. ≤ G و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۵.١ تعریف

.H ∩K = ١ و G = HK هرگاه گوییم، G

٢Hall subgroup
٣Complement

۶



هرگاه مͬ�شود، نامیده G گروه از هال متمم −pͷی G گروه از H زیرگروه .١۶.١ تعریف

باشد. G گروه از هال Hزیرگروه (١)

.G = HP و P ∩H = ١ که طوری به باشد داشته Gوجود از P چون سیلویی p−زیرگروه (٢)

که طوری به باشند G Hزیرگروه�های Kو و گروه ͷی G کنید فرض .١٧.١ تعریف

H EG (١)

K ∩H = ١ (٢)

G = KH (٣)

نمایش G = K nH نماد با و Kمͬ�نامیم Hتوسط مستقیم نیم حاصل�ضرب را Gصورت این در

مͬ�دهیم.

هم�چنین است. همریختͬ ͷی φ : K → Aut(H) و گروه دو K و H کنید فرض .١٨.١ گزاره

زیر قانون آن در که است (k, h) ∈ K ×H مرتب زوج�های تمام مجموعه�ی K nφ H کنید فرض

است شده تعریف

(k١, h١)(k٢, h٢) = (k١k٢, φk٢(h١)h٢)

مͬ�شود. نامیده خارجͬ مستقیم نیم حاصل�ضرب و مͬ�دهد گروه ͷی KnφHتشͺیل صورت این در

شود. رجوع [١۴] از ٢٧ صفحه�ی به اثبات.

H∗ ∼= H زیرگروه�های دارای (١٨.١) گزاره�ی در شده تعریف G = K nφ H گروه .١٩.١ گزاره

که طوری به ∗Kاست ∼= K و

H∗ EG,H∗ ∩K∗ = ١, G = H∗K∗

∗Kاست. توسط H∗ مستقیم نیم حاصل�ضرب G یعنͬ

شود. رجوع [١۴] از ٢٨ صفحه�ی به اثبات.

باشند. G دلخواه گروه ͷی از Kزیرگروه�هایی و H کنید فرض .٢٠.١ قضیه

آن�گاه باشند، Kمتناهͬ و H اگر بنابراین .|HK||H ∩K| = |H||K| (١)

|H : H ∩K| = |HK|/|K|.

٧



متناهͬ |G : K| و |G : H| اگر است، برقرار تساوی .|G : H ∩K| ≤ |G : H||G : K| (٢)

باشند. اول هم به نسبت و

کنید. مراجعه [١۴] از ١۴ صفحه�ی به اثبات.

این Xدر ⊆ H که باشند گروه ͷی از Hزیرگروه�هایی و Y Xو کنید فرض ۴ (ددکیند) .٢١.١ لم

صورت

H ∩ (XY ) = X(H ∩ Y ).

کنید. مراجعه [١۴] از ١۵ صفحه�ی به اثبات.

Xآن�گاه ⊆ H ⊆ XY و باشند گروه ͷی از Hزیرگروه�هایی و Y و X اگر .٢٢.١ نتیجه

H = X(H ∩ Y ).

داریم ددکیند لم به بنا اثبات.

H ∩ (XY ) = X(H ∩ Y )

پس H ⊆ XY چون طرفͬ از

H = X(H ∩ Y )

فرض و کند Gعمل آبلͬ گروه ͷی روی خودریختͬ�ها طریق از A فرضکنید ۵ (فیتینگ) .٢٣.١ لم

صورت این در . (|G|, |A|) = ١ و متناهͬ G و A کنید

G = CG(A)× [G,A].

کنید. مراجعه [١١] از ١۴١ صفحه�ی به اثبات.

G متناهͬ گروه ͷی مقدماتͬ آبلͬ -گروه p ͷی آن�گاه باشد، اول عدد ͷی p اگر .٢۴.١ تعریف

با یͺریخت

Zp ⊕ Zp ⊕ ...⊕ Zp

است.

۴Dedekind
۵Fitting

٨



۶ عام خطͬ گروه آن�گاه باشد. K میدان روی -بعدی n برداری فضای ͷی V اگر .٢۵.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده V روی وارون�پذیر خطͬ تبدیلات تمام گروه GL(V )

وارون�پذیر n × n ماتریس�های تمام مجموعه�ی آن�گاه باشد، میدان ͷی K اگر .٢۶.١ تعریف

گروه نیز را آن و مͬ�شود داده نشان GL(n,K) با و است گروه ͷی K در درایه�های با (غیرتکین)

نامند. عام خطͬ

داشت خواهیم واقع در

GL(n,K) ∼= GL(V ).

مͬ�دهیم. نمایش GL(n, p) رابا GL(n,K) آن�گاه Kباشد، = Zp اگر باشید داشته توجه

برداری فضای ͷی Gصورت این در باشد. مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷی G کنید فرض .٢٧.١ گزاره

است. Zp میدان روی

شود. رجوع [١۵] از ١۴٣ صفحه�ی به اثبات.

تبدیلات از یͷگروه عنوان به V Gروی آن�گاه باشد، مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷی V اگر .٢٨.١ نتیجه

مͬ�کند. عمل خطͬ

کنید. مراجعه [١۶] از ١٠۶ صفحه�ی به اثبات.

گروه�هایی متناهͬ مستقیم مجموع با) (یͺریخت Gمساوی متناهͬ تولید با آبلͬ گروه هر .٢٩.١ قضیه

است. اول عدد ͷی از توانͬ مرتبه�ی از یا نامتناهͬ ͷی هر که است دوری

کنید. مراجعه [٨] از ١١٨ صفحه�ی به اثبات.

در است. ٢ مرتبه�ی دارای که باشد آن از نرمالͬ زیرگروه H و گروه ͷی G کنید فرض .٣٠.١ گزاره

است. مرکزی G در H صورت این

.h−١ = h و H = {١, h}پس است، ٢ مرتبه�ی دارای H زیرگروه چون اثبات.

اگر .g−١hg ∈ H داریم g ∈ G هر برای پس ، H E G چون مͬ�گیریم. نظر در h ∈ H حال

نتیجه مͬ�توان لذا و h = پس١ ، hg = g آن�گاه g−١hg = ١ اگر و hg = gh آن�گاه g−١hg = h

است. مرکزی G در H که گرفت

۶General linear group

٩



توسط x مزدوج و y و x جابه�جاگر باشند. G گروه دلخواه عناصر y و x کنید فرض .٣١.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به ترتیب به را y

[x, y] = x−١y−١xy

xy = y−١xy

تعریف زیر صورت به استقرایی طور به چپ از شده مرتب n وزن از ساده جابه�جاگر ͷی کلͬ حالت در

مͬ�شود

[x١, x٢, ..., xn] = [[x١, x٢, ..., xn−١], xn] n > ٢

مͬ�باشد. ͷی وزن از جاگر جابه xi که

جابه�جاگر زیرگروه باشند، G گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه دو X٢ و X١ کنید فرض .٣٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را X٢ و X١

[X١, X٢] = ⟨[x١, x٢]|x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢⟩

گوییم. G گروه مشتق زیرگروه آن به که است G گروه جابه�جاگر زیرگروه G′ = [G,G] ویژه به

زیرگروه باشند، G گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه�های (n > ٢) که Xn, ..., X٢, X١ هرگاه به�علاوه

مͬ�شود تعریف زیر صورت به استقرایی طور به Xn, ..., X٢, X١ جابه�جاگر

[X١, X٢, ..., Xn] = [[X١, X٢, ..., Xn−١], Xn]

نمایش [X١,nX٢] نماد با را باشد شده تکرار مرتبه n ، X٢ که [X١, X٢, X٢, ..., X٢] جابه�جاگر

مͬ�دهیم.

این در باشند. G گروه از دلخواهͬ عناصر t و z و y و x و گروه ͷی G کنید فرض .٣٣.١ قضیه

صورت

(١) [x, y] = [y, x]−١ , xy = x[x, y].

(٢) [x, y−١] = [y, x]y
−١

, [x−١, y] = [y, x]x
−١
.

(٣) [x, y]z = [xz, yz] , ([x, y]z)t = [x, y]zt.

(۴) [xy, z] = [x, z]y[y, z] , [x, yz] = [x, z][x, y]z.

(۵) [x, y−١, z]y[y, z−١, x]z[z, x−١, y]x = ١ , [y, x, zy][z, y, xz][x, z, yx] = ١.

مͬ�نامند. ٨ ویت هال- اتحادهای را قسمت(۵) اتحادهای و ٧ هال اتحادهای را قسمت(۴) اتحادهای
٧ Hall identities
٨ Hall-Witt identities

١٠



شود. مراجعه [١۴] از ۵ فصل به اثبات.

صورت این در باشند، G دلخواه گروه از زیرگروه�هایی L Kو و H کنید فرض .٣۴.١ قضیه

. [H,K] = [K,H] (١)

. [H,G] E H Hآن�گاه E G اگر (٢)

. [H,K] E G آن�گاه ،H,K E G اگر (٣)

. [H,G] ≤ K �اگر وتنها H/Kاگر ≤ Z(G/K) آن�گاه ،K ≤ H Kو E G اگر (۴)

آن�گاه ،H,K,L E G اگر (۵)

[HK,L] = [H,L][K,L] , [H,KL] = [H,K][H,L].

K١آن�گاه ⊆ K و H١ ⊆ H که طوری به باشند، G از K١زیرگروه�هایی و H١ اگر (۶)

[H١, K١] ⊆ [H,K].

شود. Kجابه�جا با عنصروار H اگر تنها و اگر [H,K] = ١ (٧)

مͬ�شود. نتیجه (٣٣.١) قضیه�ی و (٣٢.١) تعریف از سادگͬ به اثبات.

. G = G/N مͬ�دهیم قرار باشد. G دلخواه گروه از نرمال زیرگروهͬ N کنید فرض .٣۵.١ قضیه

داریم G Kاز و H زیرگروه�های برای صورت این در

[H,K] = [H,K]N/N.

شود. مراجعه [١٧] از ٣ صفحه�ی به اثبات.

هرگاه مͬ�باشد. ′G/Gآبلͬ و Gاست از نرمالͬ ′Gزیرگروه آن�گاه باشد، Gگروه هرگاه .٣۶.١ قضیه

باشد. G′ شامل N اگر فقط و اگر است آبلͬ G/N آن�گاه باشد. G از نرمالͬ زیرگروه N

شود. رجوع [٨] از ١٠٢ صفحه�ی به اثبات.

١١


