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مقدمه

تصاعدهای وجود [١] ١ واردن زمان، آن در که برمͬ�گردد ١٩٢٧ سال به زمردی، قضیه�ی شروع نقطه�ی

نمود. ثابت صحیح اعداد از زیرمجموعه هر در را حسابͬ

رن�آمیزی متناهͬ رن�های تعداد با را صحیح اعداد مجموعه�ی اگر واردن). (قضیه�ی ١.٠.٠ قضیه

است. همرنموجود صحیح اعداد از k−جمله�ای حسابͬ تصاعد ،k صحیح عدد هر برای آن�گاه کنیم،

زیرمجموعه هر بالایͬ، چͽالͬ بودن مثبت شرط دادن قرار با که داد نشان ١٩۵٣ سال در [٢] ٢ روس اما

است. ٣-جمله�ای حسابͬ تصاعدهای شامل مثبت، بالایͬ چͽالͬ با صحیح اعداد از

را ۴-جمله�ای حسابͬ تصاعدهای وجود فرض، همان با ١٩۶٩ سال در [٣] ٣ زمردی آن از پس

مͬ�توان مذکور، شرط همان با که داد نشان [۴] زمردی مجددا ،١٩٧۵ سال در سرانجام نمود. بیان

داشت. بزرگ به�دلخواه طول با حسابͬ تصاعدهای

تصاعدهای شامل مثبت، بالایͬ چͽالͬ با صحیح اعداد از زیرمجموعه هر زمردی). ٢.٠.٠(قضیه�ی قضیه

است. بزرگ به�دلخواه طول با حسابͬ

مختلف شاخه�های در متعددی اثبات�های موضوع، بالای اهمیت دلیل به زمردی قضیه�ی بیان از پس

مͬ�کنیم. اشاره مورد چند به نمونه به�طور که شد ارائه آن برای ریاضͬ

١ van der Waerden

٢ Roth

٣ Endre Szemerédi

١



ترکیبیات مقدماتͬ نظریه�ی از استفاده با [۴] زمردی اثبات (١

ͷارگودی نظریه�ی ͷکم به [۵] ١ فرستنبرگ اثبات (٢

فوریه آنالیز در [۶] ٢ گاورز اثبات (٣
...

مͬ�شود. بررسͬ است، شده ارائه فرستنبرگ توسط که زمردی قضیه�ی اثبات پژوهش این در

اثبات ایده�ی ١.٠

است. معادل فرستنبرگ قضیه�ی با زمردی قضیه�ی مͬ�دهیم نشان ابتدا

مجموعه�ی هر برای ،(X,B, µ, T ) مانند حافظ�اندازه یͷسیستم در فرستنبرگ). ١.١.٠(قضیه�ی قضیه

داریم k ≥ ١ و n صحیح اعداد برای و مثبت اندازه�ی با E مانند اندازه�پذیر

µ
(
E
∩

T nE
∩

. . .
∩

T (k−١)nE
)
> ٠.

برای هرگاه است SZ حافظ�اندازه�، سیستم ͷی درواقع کرد، خواهیم تعریف را SZ سیستم آن از بعد

باشیم داشته k ≥ ١ و n صحیح اعداد برای و f ∈ L٢(X) اندازه�پذیر تابع

lim inf
N→∞

N−١∑
n=٠

∫
X

f.T nf · · ·T (k−١)nf dµ > ٠.

١ Furstenberg

٢ Gowers

٢



داریم مثبت اندازه�ی با E اندازه�پذیر مجموعه�ی برای معادل به�طور یا

lim inf
N→∞

N−١∑
n=٠

µ
(
E
∩

T nf
∩
· · ·
∩

T (k−١)nE
)
> ٠.

است. SZ حافظ�اندازه سیستم هر که است حͺم این معادل فرستنبرگ قضیه�ی که مͬ�کنیم ثابت سپس

است. SZ حافظ�اندازه، سیستم هر که کنیم ثابت کافͬ�است زمردی قضیه�ی اثبات برای درواقع

مͬ�کنیم. مطرح را ضعیف-آمیخته سیستم�های تعریف ابتدا آن، از بعد

مجموعه�ی دو هر برای هرگاه مͬ�شود، نامیده ضعیف-آمیخته (X,B, µ, T ) حافظ�اندازه�ی سیستم

باشد برقرار زیر رابطه�ی A,B ∈ B

D − lim
n→∞

µ(T nA ∩B) = µ(A).µ(B).

هر مͬ�کنیم ثابت قضیه�ای طͬ این�صورت در که باشد ضعیف-آمیخته حافظ�اندازه، سیستم ͷی اگر

دارای سیستم این مͬ�دهیم نشان نباشد، ضعیف-آمیخته اگر و است SZ ضعیف-آمیخته، سیستم

هستند. SZ فشرده، سیستم�های که مͬ�دهیم نشان و است فشرده عاملͬ

تضمین آن فشرده�ی عامل برای را SZ ویژگͬ نمͬ�توان فشرده، سیستم ͷی بودن SZ از آنجایͬ�که از� اما

کنیم. مطرح را سیستم ͷی توسیع مفهوم ناچاریم کرد،

Xعاملͬ ′ = (X,B′, µ, T ) آن�گاه باشد، B σ−جبر زیر B′ اگر که کنیم ثابت �است این بر قصد ادامه در

SZ نیز X ′ آن�گاه باشد، SZ ،X سیستم هرگاه این�صورت در است. X = (X,B, µ, T ) سیستم از

(X,B, µ, T ) → (X,B′, µ, T ) به�صورت ضعیف-آمیخته یا فشرده توسیعͬ �که آن شرط به است،

باشد. موجود

٣



مͬ�شود. محدود زیر قضیه�ی اثبات به اصلͬ قضیه�ی اثبات بنابراین،

در بͽیرید، درنظر شمول رابطه�ی با را B σ−جبر روی عامل�ها همه�ی مجموعه�ی .٢.١.٠ قضیه

این�صورت

است. ماکسیمال عضو شامل است، SZ آن�ها در T نͽاشت که عامل�هایͬ همه�ی مجموعه�ی (i

باشد. ماکسیمال عضو ،(i)قسمت در شده ذکر مجموعه�ی در نمͬ�تواند سره عامل هیچ (ii

(i)قسمت در که Xباشد سیستم برای ماکسیمالͬ عامل Y که فرضکنیم مطلب، شدن روشن�تر برای

که قضیه�ای دو بر بنا .X ̸= Y پسفرضکنیم است. تمام اثبات Xکه = Y اگر شد. ذکر بالا، قضیه�ی

فشرده یا ضعیف-آمیخته توسیعͬ نمͬ�تواند X سیستم که مͬ�گیریم نتیجه مͬ�کنیم، بیان سوم فصل در

نیست ضعیف-آمیخته که باشد Y از سره توسیعͬ ،X سیستم که مͬ�کنیم فرض اکنون باشد. Y برای

Y برای فشرده توسیع ͷی که است موجود ،X∗ مانند واسطه�ای سره�ی زیرتوسیع که مͬ�دهیم نشان و

بالاست. قضیه�ی (ii) حͺم همان این .X = Y پس تناقضاست. در شده بیان قضیه�ی با این و است

است. SZ حافظ�اندازه، سیستم هر بنابراین

۴



اول فصل

ͷارگودی نظریه�ی بر مقدمه�ای

اولیه قضایای و تعاریف ١.١

ارگودیͷمطالعه�یسیستم�های نظریه�ی درواقع مͬ�شود.� ارگودیͷبیان نظریه�ی از مقدماتͬ بخش، این در

است موضوعͬ مͬ�شود، انجام مͺرر به�طور خاص انتقالͬ �که وقتͬ سیستم تغییرات است. حافظ�اندازه

شود، تͺرار زیاد دفعات تعداد به انتقال ͷی �که هنͽامͬ مثال به�عنوان مͬ�شود. بررسͬ فصل این در که

مͬ�شود؟ ͷنزدی حرکتش آغازین نقطه�ی به سیستم آیا

پوشش آن�را مطالب تمامͬ بتوانیم کوتاه پروژه�ی این در که است آن از عمیق�تر بسیار ،ͷارگودی نظریه�ی

مͬ�توان ͷارگودی نظریه�ی با بیشتر آشنایͬ برای که است موجود متعددی کتاب�های زمینه این در دهیم.

ببینید. را [٨] و [٧] مراجع مثال به�عنوان کرد، مراجعه آن�ها به

زمردی قضیه�ی بتوان که است پیش�نیازهایͬ کردن فراهم ،ͷارگودی قضایای و تعاریف بیان از ما هدف

کرد. بررسͬ را

۵



ͬͺدینامی های سیستم ١.١.١

ͷی T : X → X و مجموعه� ͷی X آن، در که است (X,T ) مانند زوجͬ ͬͺدینامی سیستم ͷی

که این�است بر فرض همواره اینجا در مͬ�شود. داده ارجاع انتقال، نͽاشت به معمولا که است نͽاشت

به�صورت T n : X → X مͺرر نͽاشت ،n نامنفͬ صحیح هر�عدد برای است.� وارونپذیر ،T نͽاشت

T nx = T (T (. . . (T (x))))︸ ︷︷ ︸
بار n

مͬ�شود. تعریف

وارون به�عنوان را T−١ نͽاشت مͬ�توان پس شده، گرفته نظر در وارونپذیر T نͽاشت �که آنجایͬ از

عدد برای که نمود بیان ،n صحیح اعداد همه�ی برای را T n مͺرر نͽاشت نیز و کرد معرفͬ T نͽاشت

شود. معرفͬ T n = (T−١)−n به�صورت n منفͬ صحیح

است. شده بیان ͬͺدینامی سیستم�های از مثال چند زیر در .١.١.١ مثال

از جایͽشت ͷی T : X → X نͽاشت و متناهͬ مجموعه�ی ͷی X اگر متناهͬ). (سیستم الف)

است. ͬͺدینامی سیستم ͷی (X,T پس( باشد. X مجموعه�ی

g مانند G گروه عضو هر برای آن�گاه کند، اثر X مجموعه�ی روی G گروه اگر گروه). (عمل ب)

.Tgx = gx که مͬ�شود تعریف (X,Tg) مانند ͬͺدینامی سیستم ͷی

تعریفشود، T (x) = axبه�صورت T نͽاشت و a ∈ G و گروه ͷیG اگر چرخشͬ). گروه ) ج)

است. ͬͺدینامی سیستم ͷی (G, T ) زوج آن�گاه

اندیس با دنباله�های همه مجموعه�ی ΩZ و باشد مجموعه ͷی Ω اگر برنولͬ). (سیستم�های د)

تحت یعنͬ باشد راست به انتقال اپراتور نیز T نͽاشت و شود فرض Ω-مقدار و صحیح

ͬͺدینامی سیستم ͷی (ΩZ, T ) زوج آن�گاه �شود، منتقل xn−١ جمله�ی به xn جمله�ی T نͽاشت

۶



است.

همه�ی گردایه�ی ٢Z اگر قبل، قسمت مثال خاص حالت به�عنوان دودویͬ). برنولͬ (سیستم�های ه)

مجموعه�ی Zمانند از زیرمجموعه هر که باشد انتقال نͽاشت T و مجموعه�هایZفرضشود زیر

ͷی (٢Z, T ) زوج پس A + ١ = {a + ١, a ∈ A} که دهد انتقال A + ١ مجموعه�ی به را A

است. ͬͺدینامی سیستم

است.� شده گرفته نظر در مͬ�کند، عمل X مجموعه�ی نقاط روی که نͽاشت ͷی به�عنوان T n تاکنون

کرد تعریف مͬ�توان E ⊆ X مجموعه�ی بر آن تأثیر و نماد این از استفاده با اما

T nE := {T nx : x ∈ E}

T nf(x) := f(T−nx) به�صورت T nf نͽاشت آن�گاه باشد، X مجموعه�ی روی تابع ͷی f اگر و

T nµ نͽاشت مͬ�شود، تعریف X مجموعه�ی روی µ اندازه�ی� که بعد بخش�های در و مͬ�شود تعریف

برقرار زیر تساوی�های علامت، قراردادهای طبق مͬ�گردد. بیان T nµ(E) := µ(T−nE) به�صورت

است

T n١E = ١TnE و T nδx = δTnx·

زیر به�صورت که است اندازه تابع ͷی ،δx تابع و E ⊂ X مجموعه�ی مشخصه�ی تابع ١E تابع که

مͬ�شود تعریف

δx(E) =


١ x ∈ E

٠ x /∈ E

نمͬ�توان آن�ها درباره�ی زیادی مطلب شود، اضافه ͬͺدینامی سیستم�های به ساختاری اینͺه بدون اینجا تا

فضای بنابراین است X مجموعه�ی روی جایͽشت ͷی وارونپذیری، درصورت T نͽاشت اما گفت.
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که وقتͬ یا و است متناهͬ سیستم ͷی X � که حالتͬ در هم کرد، �تجزیه مدارهایͬ به مͬ�توان را X �

بر ساختارهایͬ جالب�تر نتایج به دست�یابͬ منظور به شود. تعریف نامتناهͬ سیستم ͷی به�صورت

مͬ�شود، معرفͬ شده سازمان�بندی� ͬͺدینامی سیستم دونوع اینجا در مͬ�شود. وارد Xͬͺدینامی سیستم

است. گرفته قرار مدنظر بیشتر آن دوم نوع پژوهش این در که

سیستم ͷی ،(X,T ) مانند ͬͺدینامی سیستم .(ͷتوپولوژی ͬͺدینامی (سیستم الف) .٢.١.١ تعریف

ͷی T : X → X نͽاشت و فشرده ͷمتری فضای X هرگاه است ͷتوپولوژی ͬͺدینامی

پیوسته وارون دارای و پیوسته و پوشا و ͷبه�ی�ͷی نͽاشتͬ ،T که معنͬ (به�این �باشد. همانریختͬ

باشد.)

ͬͺدینامی سیستم ͷی ،(X,B, µ, T ) به�فرم ͬͺدینامی سیستم اندازه). حافظ ͬͺدینامی (سیستم ب)

ͷی X که باشد، احتمال فضای ͷی (X,B, µ) فضای هرگاه مͬ�شود نامیده اندازه حافظ

این در است. احتمال اندازه�ی ͷی µ و پذیر اندازه مجموعه�های σ-جبر ،B و فشرده فضای

و اندازه�پذیر T−١ و T نͽاشت�های یعنͬ است، احتمال فضای یͺریختͬ ͷی T نͽاشت سیستم

هستند. حافظ�اندازه

،n ∈ Z عدد و E ⊂ B مجموعه��ی هر برای� که �است این معنͬ به T نͽاشت بودن حافظ�اندازه

این�گونه مطالعه�ی به ͷارگودی نظریه�ی واقع، در باشد. برقرار µ(T nE) = µ(E) رابطه�ی

مͬ�پردازد. سیستم�ها

سیستم فقط اختصار به معمولا که حافظ�اندازه، سیستم�های با جداگانه به�طور زمردی قضیه�ی اثبات در

توابع، در تساوی رابطه�ی دارد. سیستم�ها این در نقشمهمͬ اندازه، تابع داریم. سروکار مͬ�شوند، نامیده

منظور مͬ�شود ثابتصحبت توابع درباره�ی وقتͬ�که مثال، به�عنوان است. مساوی همه�جا تقریبا معنͬ به

است. �ثابت همه�جا تقریبا توابع

را اندازه�پذیر مجموعه�های است. شده بیان حافظ�اندازه سیستم�های از مثال چند اینجا در .٣.١.١ مثال

ͷدینامی سیستم ͷی زیر مثال�های از ͷهری همچنین کرد. انتخاب بورل مجموعه�های σ-جبر مͬ�توان
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است. نیز ͷتوپولوژی

شمارشͬ اندازه�ی . همراه به� گسسته توپولوژی با X متناهͬ مجموعه�ی اگر متناهͬ). (سیستم الف)

(X,B, µ, T ) آن�گاه، Xباشد مجموعه�ی روی جایͽشت ͷی T نͽاشت و شود گرفته درنظر ،µ

است. حافظ�اندازه سیستم ͷی

اندازه�ی اینͺه برای اما است، شمارشͬ اندازه�ی µ تابع درواقع قبل، مثال در .۴.١.١ ملاحظه

تعریف µ(Ai) :=

∣∣∣∣Ai

X

به�صورت∣∣∣∣ را µ(Ai) ،Ai ⊂ X دلخواه مجموعه�ی برای باشد، احتمال

به�راحتͬ حافظ�اندازه سیستم دیͽر مشخصات بررسͬ .µ(X) = ١ که است واضح مͬ�کنیم.

است. امͺان�پذیر

مͬ�شود، داده نمایش R
Z
با که باشد، واحد Xدایره�ی مجموعه�ی اگر دایره�ای). چرخش (سیستم ب)

که Tx = x+ a (mod١) تعریف با T : X → X نͽاشت و لب �استاندارد اندازه�ی با همراه

مͬ�دهند. حافظ�اندازه سیستم تشͺیل است، ثابتͬ عدد a ∈ [٠, ١)

داریم (ب)، مثال در .۵.١.١ ملاحظه

بر بنا که T (x) = x + a (mod ١) ⇐⇒ T (x) =


x+ a ٠ ≤ x+ a ≤ ١

x+ a− ١ x+ a > ١

است. پیوسته و پوشا و ͷبه�ی�ͷی نͽاشتͬ T بالا، تعریف

دلخواه قوسͬ Ai اینجا در که است، احتمال اندازه�ی ͷی ،µ(Ai) =
|Ai|
٢π باتعریف µ اندازه�ی

ثابتمͬ�ماند. طولشهمواره دایره Aiدر قوس چرخاندن با که آنجایͬ� از است. واحد دایره�ی روی

T−پایاست. ،µ اندازه�ی پس

که Tx = ax نͽاشت و µ هار اندازه�ی با G متری�ͷپذیر و فشرده گروه کرونͺر). (سیستم ج)

مͬ�دهند. حافظ�اندازه� سیستم ͷی تشͺیل ͷی ،X = G و a ∈ G

فشرده موضعا گروه ͷی G اگر که مͬ�شود تعریف صورت به�این هار اندازه�ی .۶.١.١ ملاحظه

،U ⊆ X مانند ناتهͬ باز مجموعه�ی هر برای که است موجود λ بورل مثبت اندازه�ی آن�گاه باشد،
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به�علاوه و λ(U) > ٠

λ(gB) = λ(B) ∀B , ∀g ∈ G·

T−پایا نیز راست از ،λ که دید مͬ�توان صورت همین به T−پایاست. چپ از λ اندازه�ی یعنͬ

T−پایاست. ،λ درنتیجه است.

بودن متناهͬ فرض با (د)، قسمت (١.١.١) مثال برنولͬ سیستم اگر برنولͬ). (سیستم�های د)

بنا ،X = ΩZ مجموعه�ی روی حاصلضربͬ اندازه�ی تعریف با شود گرفته نظر در Ω مجموعه�ی

برای d(x, y) = ١
|m|+ ١ تعریف با همچنین است. فشرده X فضای تیخونوف١ قضیه�ی بر

قدرمطلقͬ مقدار کوچ�ͷترین اندیس m که ،X فضای روی ͬͺمتری به�عنوان x ̸= y ∈ ΩZ

،B آن در که است حافظ�اندازه سیستم ͷی (X,B, µ, T ) سیستم آن�گاه ، xm ̸= ym که باشد

است. بورل σ-جبر

مجموعه�ی به اندازه�یمنحصربفردیاستکه اندازه�یحاصلضربͬ تعریف، بر بنا .٧.١.١ ملاحظه

ترتیب همین به .( i = ١, ٢ Ai ⊂ Xi) مͬ�دهد نسبت را µ(A١ × A٢) عدد ،A١ × A٢

مجموعه�ی به ،i = ١, ٢, . . . , n که Ai ⊂ Xi مجموعه�های برای حاصلضربͬ اندازه�ی

مͬ�دهد. نسبت را µ(A١ × A٢ × · · · × An) منحصربفرد عدد A١ × A٢ × · · · × An

A١×A٢× · · ·×An×Xn+١×Xn+٢× . . . نامتناهͬ حاصلضرب به حاصلضربͬ اندازه�ی

i > n ،Ai مجموعه�های به درواقع مͬ�دهد. نسبت را µ(A١ × A٢ × · · · × An) یͺتای عدد

.(µ(Xi) = ١ (که مͬ�شود منسوب µ(Xi) عدد

حاصلضربͬ، توپولوژی با فشرده، فضای تعداد حاصلضربهر که مͬ�کند بیان تیخونوف قضیه�ی

است. فشرده

١ Tychonoff
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بازگشت مقدماتͬ قضیه�های ٢.١.١

مͬ�کند تضمین نتایج این مͬ�شود. مطرح ،ͷدینامی سیستم�های در بازگشت نتایج برخͬ �بخش این در

به ͷنزدی نقطه�ای در زمانͬ، گذشت از بعد اینͺه تا مͬ�یابد انتقال همواره ͬͺدینامی سیستم ͷی که

مͬ�شود. آغاز ͷتوپولوژی ͷدینامی سیستم�های با بحث بͽیرد. قرار شروعش نقطه�ی

بازگشتͬ نقطه�ی x ∈ X نقطه�ی ،(X,T ) مانند ͷتوپولوژی ͬͺدینامی سیستم ͷی در .٨.١.١ تعریف

.T njx→ x که باشد موجود nj →∞ مانند دنباله�ای هرگاه مͬ�شود نامیده

دارای ،(X,T ) مانند ͷتوپولوژی ͷدینامی سیستم هر بیرهوف١). بازگشت (قضیه�ی .٩.١.١ قضیه

است. بازگشتͬ نقطه�ی

واضح (R, x→ x+ ١) سیستم در مثلا زیرا است، مهم بسیار X فضای فشردگͬ شرط که شود توجه

ندارد. وجود بازگشتͬ خصوصیت که است

است. نیاز مینیمال سیستم مفهوم به بیرهوف قضیه�ی اثبات برای

سیستمͬ آن، زیرسیستم ͷی باشد، ͷتوپولوژی ͬͺدینامی سیستم ͷی (X,T ) اگر .١٠.١.١ تعریف

بدین ،Y مجموعه�ی بودن (T-پایا باشد X T-پایای بسته�ی زیرمجموعه�ی ،Y که است (Y, T ) مانند

مͬ�شود. محدود Y مجموعه�ی به ،T نͽاشت عمل این�حالت در و (TY = Y که است معنͬ

آن، زیر�سیستم�های تنها نیز و X ̸= ∅ هرگاه است مینیمال ،ͷتوپولوژی ͷدینامی سیستم ͷی همچنین

باشند. ∅ و X

مͬ�دهیم. قرار توجه مورد Xرا = (
R
Z
, x→ x+α) دایره�ای چرخش سیستم دیͽر بار .١١.١.١ مثال

ͷی بنابراین و است R
Z

فضای از گسسته زیرمجموعه�ای نقطه،� ͷی مدار پس باشد گویا عددی α اگر

و است Xچͽال مجموعه�ی در همواره نقطه، هر مدار باشد گن عددی α اگر اما Xاست. زیرسیستم

عددی α که حالتͬ در که کرد بررسͬ مͬ�توان به�راحتͬ است. Xمینیمال سیستم این�حالت، در بنابراین

١ Birkhof
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است. چͽال X فضای در نقطه هر انتقال�های مجموعه�ی باشد، گن

باشد ناتهͬ ،X سیستم فرضکنید قبل، مثال Xدر سیستم بودن مینیمال توضیح در .١٢.١.١ ملاحظه

باشد. Xچͽال فضای در α عدد بودن صورتگن در عدد هر انتقال�های مجموعه�ی فرضکنید نیز و

است. بسته و T−پایا ،Y پس باشد X از دلخواهͬ زیرسیستم Y ̸= ∅ اگر اکنون

داریم y٠ ∈ Y دلخواه نقطه�ی برای

Ty٠ ∈ Y , T (Ty٠) ∈ Y , . . . , T ny٠ ∈ Y ·

پس .Y = X داریم ،Y فضا�ی بودن بسته بر بنا و Y = X یعنͬ است، چͽال X فضا�ی در Y پس

است. مینیمال ،X سیستم

مجموعه�ی یعنͬ ،x نقطه�ی مدار بستار x ∈ X عضو هر و (X,T ) سیستم هر برای .١٣.١.١ مثال

است. X زیرسیستم ͷی همواره ،{T nx ; n ∈ Z}

مͬ�رسد. اثبات به زیر لم در که است زورن لم از نتیجه�ای مینیمال زیرسیستم�های وجود

است. مینیمال زیرسیستم ͷی شامل ،(X,T ) مانند ͷتوپولوژی ͬͺدینامی سیستم هر .١۴.١.١ لم

باشد، جزئي ترتیب با همراه T-پایا و ناتهͬ زیرسیستم�های از گردایه�ای {Yα} مجموعه�ی اگر اثبات.

که به�طوری بͽیرید درنظر شمول رابطه�ی با را S مرتب جزئا مجموعه�ی

S = {Yα ̸= ∅ ; Xباشد سیستم زیر ͷی Yα}·

است. Y ′ =
∩

β∈B
Yβ پایین کران دارای (S,⊆) جزئامرتب مجموعه�ی در {Yβ}β∈B

زنجیر هر پس

از خانواده�ای {Yβ}β∈B
پس ،Yβ ⊂ X داریم β هر برای �که آنجایͬ از زیرا Y ′ ̸= ∅ اولا درواقع

.Y ′ =
∩

β∈B
Yβ ̸= ∅ درنتیجه است متناهͬ اشتراک خاصیت دارای که است فشرده مجموعه�های

١٢


