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 چکیده

 

را هراکس   ∗∗𝑍𝑡 𝐴∗∗ ٍ 𝑍 𝐴.  زارای ّوبًی تقریبی کراًسار ببشس𝐴فرض کٌیس جبر ببًبخ 

هفَْم آرًس هٌظن از ػولْبی هسٍل چپ  زر ایٌجب،. زر ًظر هی گیرین ∗∗𝐴تَپَلَشیکی چپ ٍراست

  زارای ّوبًی تقریبی𝐴 ًشبى هی زّین کِ، اگر. یب راست را رٍی جبرّبی ببًبخ زر ًظر هی گیرین

  𝐴آرًس هٌظن است اگر ٍتٌْب اگر ، ∗𝐴رٍی 𝐴 (چپ)ببشس آًگبُ، ػول هسٍل راست(چپ)راست 

 .اًؼکبسی ببشس 

 ایسُ ال راست 𝐴، ٍقتی کِ(بِ ػبهلْب) ∗∗𝐴یب ∗𝐴 ّوچٌیي، هفَْم آرًس هٌظن را بب استفبزُ از تجسیِ

 زر ًْبیت، ًشبى هی زّین کِ،.  است، هَرز بررسی قرار هی زّین∗∗𝐴یبچپ 

𝐴∗𝐴تسبٍی      (١ = 𝐴𝐴∗ برای برقراری تسبٍی 𝑍𝑡 𝐴∗∗ = Z A∗∗   کبفی ًیست. 

𝐴 𝑍(𝐴∗∗) ای هَجَز است کِ 𝐴جبر ببًبخ   (٢ ⊆ 𝐴  ٍلی ، 𝑍𝑡 𝐴∗∗ 𝐴 ⊈ 𝐴 .  

.   قَیبً ًبهٌظن است اهب بب تَپَلَشی ضؼیف کبهل زًببلِ ای ًیست 𝐴 ای هَجَز است کِ 𝐴جبر  ( ٣

= ∗∗𝑍𝑡 𝐴 ٍتسبٍی  (٤ Z A∗∗  𝐴∗𝐴 = 𝐴∗برای برقراری تسبٍی 𝐴∗ 𝐴𝐴∗  . کبفی ًیست =

 . هغرح شسُ اًس[١٧]کِ ایٌْب جَابْبی چْبر پرسشی است کِ زر هقبلِ اٍلگر ٍلائَ 

  43A10,46H25  :2000رزُ بٌسی هَضَػی ریبضی 

 ضرة آرًس، هراکس تَپَلَشیکی، قَیبً آرًس ًبهٌظن، اػوبل هسٍلی . واشه هبی کلیدی
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 پیشگفتار

 

ایي هفَْم تَسظ . یکی از هفبّین بسیبر اسبسی، زر زٍگبى زٍم جبرّبی ببًبخ، هفَْم آرًس هٌظن است

 ایي پبیبى ًبهِ براسبس هقبلات . ارائِ شس١٩٥١آرًس زر سبل 

(i) F. Ghahramani, J. P. Mc Clure and M. Meng, On asymmetry of 

topological centers of  the second dual of Banach algebras, Proc. Amer. 

Math. Soc. 126(1998),1765-1768.  

(ii) M. Eshaghi Gordji and M. Filali, Arens regularity of module action, 

Studia Math. 181 (2007), 237-254 .  

 

(iii) A. T. -M. Lau and A. Ulger, Topological centers of certain dual  

algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 384 (1996),1191-1212. 

 

  تسٍیي شسُ است کِ، هقبلات (i)ٍ(ii) بغَر کبهل هَرز تجسیِ ٍ تحلیل قرار گرفتِ اًس ٍاز هقبلِ 

 (iii) استفبزُ شسُ است٥ ٤ًٍیس، زر برشْبی ، . 

، بِ ارائِ برذی تؼبریف ٍ قضبیبی هقسهبتی هَرز ًیبزهی پرزازین، کِ زر برش ّبی (١)زر برش 

 .بؼسی از آًْب استفبزُ ذَاّین کرز 

، ابتسا هراحل هرتلف تَسیغ یک ًگبشت زٍ ذغی از فضبّبی ببًبخ بِ زٍگبى زٍم (٢)زر برش 

سپس، بِ کوک ضرة آرًس، هراکس . آى را بیبى ًوَزُ ٍزهیٌِ را برای تؼریف ضرة آرًس هْیب هی کٌین

 . تَپَلَشیک را تؼریف هی کٌین 

ببشس آًگبُ ػول  (چپ) زارای ّوبًی تقریبی کراًسار راست𝐴، ثببت هی کٌین کِ اگر (٣)زر برش 

 ّویٌغَر،.  اًؼکبسی ببشس 𝐴 آرًس هٌظن است اگر ٍ تٌْب اگر ∗𝐴 رٍی 𝐴 (چپ)  هسٍل راست

 ، زیلس ٍ رٍزریگس [٢٤]، اٍلگرزر [١]زر  اریکبى ایي برش شبهل ًتبیج اثببت شسُ ای است کِ تَسظ 

 .  بیبى شسُ است [٦]ٍ ٍلاسکَ زر 
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کراًسارببشس بِ  (چپ)راست کِ زارای یک ّوبًی تقریبی𝐴، ثببت هی شَز کِ اگر (٤)زر برش     

 آرًس 𝐴آرًس هٌظن گرزز آًگبُ  ((١−٢k)𝐴یب ) (٢k)𝐴رٍی  Aاز  (راست)عَری کِ ػول هسٍل چپ 

 .هٌظن است 

ببشس آًگبُ ػول  (راست) زارای ّوبًی تقریبی راست کراًسار ٍ قَیبً ًبهٌظن چپ Aّویٌغَر، اگر 

𝑘برای ّر  ((١−٢k)𝐴یب) (٢k)𝐴رٍی   𝐴از  (راست)  هسٍل چپ  ≥  .  قَیبً آرًس ًبهٌظن است ١

 ایسُ ال چپی 𝐴  ػبهل ٍ ∗𝐴 آرًس هٌظن است زر صَرتی کِ 𝐴، ثببت هی کٌین کِ (٥)زر برش  

 .  ببشس ∗∗𝐴زر 

 .  ببشس ًتیجِ ای هشببِ بسست هی آیس ∗∗𝐴 ایسُ ال راستی زر𝐴 تجسیِ شَز ٍ ∗∗𝐴حبل اگر 

 𝐴 از یک ّوبًی تقریبی کراًسارزر ∗∗𝐴ضؼیف ستبرُ زر -ّوچٌیي، بِ ارتببط ًقغِ ّبی حسی 

 .  بِ ػبهلْب هی پرزازین ∗𝐴ٍتجسیِ 

پبسد زازُ شسُ، بررسی هی کٌین ٍ [١٤]، زٍببرُ هثبلْبیی را، کِ تَسظ قْرهبًی زر (٦ )زر برش

از جبرّبی ببًبخ ارائِ هی زّین کِ قَیبً ًبهٌظن آرًس چپ ّستٌس ٍلی قَیبً ًبهٌظن   رزُ ای١.6زر قضیِ

.  ارائِ شسُ است [٧]ایي رزُ شبهل آذریي هثبلی است کِ تَسظ زیلس ٍ لائَ زر . آرًس راست ًیستٌس

 . پبسد زازُ شسُ است [١٩]ًئَفبًگ، زر  ًَع زیگر از ایي هثبلْب، تَسظ

 هب را قبزر هی سبزز کِ  هثبلی از جبرّبی ببًبخ کِ ًِ ارًس هٌظن است ٍ ًِ قَیبً آرًس ١.6قضیِ 

 ارائِ شسُ [٢١]یک هثبل سبزُ تر از ایي ًَع جبرّب تَسظ ذبًن سقفی زر  .ًبهٌظن چپ، ارائِ زّین

 .است 

 ،[١٢]، هراکس تَپَلَشیکی جبرّبی ببًبخ هثلثی را ارائِ هی زّین بِ عَری کِ زر (٧)زر برش 

 از ایي هراکس. زر ایي جبرّب را هَرز  بررسی قرار زازًسُ اًس فبرست ٍ هبرکس آرًس هٌظن را 

 . تَپَلَشیکی برای ًشبى زازى احکبم زیر استفبزُ هی کٌین 

i)  تسبٍی 𝐴∗𝐴 = 𝐴𝐴∗برای برقراری تسبٍی 𝑍𝑡 𝐴∗∗ = 𝑍 𝐴∗∗  کبفی ًیست  . 
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ii)  تسبٍی  ٍ 𝑍𝑡 𝐴∗∗ = 𝑍 𝐴∗∗  𝐴∗𝐴 = 𝐴∗ برای برقراری تسبٍی  𝐴∗ 𝐴𝐴∗ = 

 .کبفی ًیست 

(iii جبر    𝐴 ِای  هَجَز است ک A ضؼیف یک فضبی – قَیبً ًبهٌظن است اهب بب تَپَلَشی

 . کبهل زًببلِ ای ًیست 
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 فصل اول

 تعبریف وقضبیبی هقدهبتی

 

 

 

 تور 1.١

 
.  هؼطفی قسُ اًس2 ٍ اؾویز1هَض سَؾٍ ١٩٢٢سَض سَؾیؼی اؾز اظ هفَْم زًجبلِ، ایي هفَْم زض ؾبل 

اظ آًدبیی وِ اظ زًجبلِ ثطای ثطضؾی هفبّین آًبلیع اؾشفبزُ هی وٌین، اظ سَضًیع هی سَاى زضّط فًبی 

 . سَدَلَغیه زلرَاُ اؾشفبزُ وطز

 
ضا یه هدوَػِ خعئبً هطست گَیین ّطگبُ زاضای ذَال ≥ ثب ضاثُِ 𝛤هدوَػِ . ١.1.1.  تعزیف

  خْز زاض ًبهیسُ هی قَز زض (≥,𝛤 )حبل هدوَػِ خعئبً هطست. اًؼىبؾی، دبزسمبضًی ٍ سطایبیی ثبقس

𝛼و نَضسی وِ ثِ اظای ّط  𝛽اظ  𝛤  ػًَی هبًٌس γ اظ 𝛤ِهَخَز ثبقس ثِ ََضی و   𝛽 ≤ 𝛾ٍ  

𝛼 ≤ 𝛾   .

 
 گَیین ّطگبُ، ثِ اظای ّط 𝛤  ضا ّوذبیبى زض𝛤 اظهدوَػِ 𝐾 هبًٌس  ظیط هدوَػِ ای. ٢.1.1  تعزیف 

γ اظ 𝛤 ػًَی اظ  𝐾هبًٌس  𝛼 ِهَخَز ثبقس و  𝛾 ≤ 𝛼 . 

 
  اؾز، وِ ث𝑋ِ ثشَی 𝐼 اظ هدوَػِ خْز زاضی هبًٌس xسبثؼی هبًٌس ، 𝑋یه سَض، زض.٣.1.1  تعزیف 

                                            
1 Moor 
2 Smith 
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𝛼اظای   ∈ I هؼوَلا ،𝑥(𝛼) ضا ثب 𝑥𝛼 ذَز سَض.   ًوبیف هی زّین x ضا ثب ًوبز  𝑥𝛼 𝛼∈𝐼 ًوبیف 

 . هی زّین

، 𝑈، هبًٌس 𝑥 ّوگطاؾز زض نَضسی وِ ثِ اظای ّط ّوؿبیگی 𝑥 ث𝑋ِ  زض𝑥𝛼 𝛼∈𝐼 گَیین سَض 

𝛼 هَخَز ثبقس وِ ثِ اظای ّط 𝛽 هبًٌس 𝐼 ػًَی اظ ∈ Iِو   𝛼 > 𝛽،𝑥𝛼 ∈ 𝑈.  

 
.  زٍ فًبی سَدَلَغی ثبقٌس 𝑋ٍ  𝑌ٍ  فطو وٌیس وِ.٤.1.1  قضیه  𝑓: 𝑋 → 𝑌،زضایي نَضر  𝑓 

 ثبقس، سَض  𝑥 ّوگطا ث𝑋ِ وِ زض 𝑥𝛼 𝛼∈𝐼 دیَؾشِ اؾز اگط ٍسٌْب اگط ثِ اظای ّط سَضی هبًٌس 

 𝑓(𝑥𝛼) 𝛼∈𝐼 ِث 𝑓(𝑥) زض 𝑌 ّوگطا قَز . 

. ّوگطا ثبقس𝑥 ثِ 𝑋  زض𝑥𝛼 𝛼∈𝐼  دیَؾشِ ثبقس ٍسَض  𝑥  زضًمُِ 𝑓 اثشسا فطو وٌیسسبثغ .   اثبات

 𝑓(𝑥)یه ّوؿبیگی اظ 𝑉فطو وٌیس،.  ّوگطاؾز𝑌زض 𝑓(𝑥) ثِ 𝑓(𝑥𝛼) 𝛼∈𝐼 ًكبى هی زّین سَض

  هَخَز اؾز ثِ ََضی وِ 𝑋 زض 𝑥 اظ 𝑈دیَؾشِ اؾز دؽ ّوؿبیگی هبًٌس  𝑓چَى . ثبقس𝑌زض

𝑈 ⊆ 𝑓−١(𝑉) .  اظ َطفی چَى سَض 𝑥𝛼 𝛼∈𝐼ِّوگطا ث 𝑥ٍ اؾز 𝑥 ∈ 𝑈 ،ثٌبثطایي ،𝛽ای هَخَز  

𝛼 ، اؾز وِ ثِ اظای ّط > 𝛽  .𝑥𝛼 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑓−١(𝑉) اظ ایٌدب ًشیدِ هی قَزوِ ثِ اظای  ّط 

𝛼 > 𝛽 ،زاضین𝑓(𝑥𝛼) ∈ 𝑉 .زض ًشیدِ، سَض 𝑓(𝑥𝛼) 𝛼∈𝐼 ِث 𝑓(𝑥) ّوگطا هی قَز . 

  ثبقس آًگبُ،𝑋 ظیط هدوَػِ زلرَاّی اظ𝐴  سٌْب وبفیؿز ثبثز وٌین وِ، اگط𝑓 ثطای دیَؾشگی. ثبلؼىؽ

 . 𝑓(𝐴 ) ⊆ 𝑓(𝐴)       ( ِ٧]ثطای اَلاػبر ثیكشط ضخَع وٌیس ث. ١؛١٨ ]) 

𝑥ثٌبثطایي،  ∈ 𝐴  . ثٌبثطایي سَضی چَى 𝑥𝛼 𝛼∈𝐼 زض 𝐴 ِهَخَز اؾز وِ ّوگطا ث𝑥 ثطای ) اؾز

 𝑓(𝑥) ثِ 𝑓(𝑥𝛼) 𝛼∈𝐼 ثٌب ثط فطو سَض  . ( هطاخؼِ وٌیس١٨٧نفحِ [١٨]اَلاػبر ثیكشط ثِ هطخغ

. 𝛼 ، اظ َطفی ثِ اظای ّط. ّوگطاؾز 𝑓(𝑥𝛼) ∈ 𝑓(𝐴)ثٌبثطایي  𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴)      . 

.لصا،  𝑓(𝐴 ) ⊆ 𝑓(𝐴)       ■ 

 

𝑥. ٥.1.1  تعزیف ∈ 𝑋 ضا ًمُِ حسی سَض  𝑥𝛼 𝛼∈𝐼  گَیین  ّطگبُ، ثِ اظای ّطّوؿبیگی𝑈اظ 𝑥 ،  

𝛤هدوَػِ  =  𝛼: 𝑥𝛼 ∈ 𝑈  زض ، 𝐼ثِ ػجبضسی ثِ اظای ّط .  ّوذبیبى ثبقٌس𝛽 ∈ 𝐼ػًَی اظ ،  𝛤 
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. هَخَز ثبقس ثِ ََضی وِ،  𝛼  هبًٌس 𝛽 ≤ 𝛼 

 

  فضای انداسه  1.٢

 
ضا 𝛺 .  گطزایِ ًبسْی اظ ظیطهدوَػِ ّبی آى ثبقس𝛺 یه هدوَػِ ٍ 𝑋فطو وٌیس  .١.٢.١  تعزیف

 خجطاظ هدوَػِ ّب ًبهین، اگط زضزٍ ذبنیز ظیط نسق وٌس – 𝜍یه 

. ، آًگبُ 𝐴𝜖𝛺اگط   (١) 𝐴𝑐𝜖𝛺  

𝐴𝑛𝜖 𝛺 ، 𝑛 وِ n اگط ثِ اظای ّط  (٢) = ١, ۲, 𝐴 ، آًگبُ  … =  𝐴𝑛
∞
𝑛=زض ١  Ω ثبقس . 

,𝑋)خجط ثبقس آًگبُ -ς یه Ω اگط .٢.2.1  تعزیف  𝛺) ٍ یه فًبی اًساظُ دصیط ًبهیسُ هی قَز 

.  ، ضا هدوَػِ ّبی اًساظُ دصیط هی ًبهین Ωاػًبی

 
𝛺  ًگبقز هدوَػِ ای .٣.2.1تعزیف  → [0, ∞]:𝜇ِضایه اًساظُ هی ًبهین زضنَضسی و  

( ١  ) 𝜇 ∅ = 𝜊.  

,𝑖،وِفطو وٌیس ثِ اظای ّط  (٢) 𝑗 ∈ I . 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = 𝑖  اؾز، ∅ ≠ j،زضایي نَضر  

. 𝜇   𝐴𝑛
∞
𝑛=١  =  𝜇 𝐴𝑛 

∞
𝑛=1   

 

,𝑋) .٤.2.1تعزیف   𝛺, 𝜇) ضا یه فًبی اًساظُ گَئین   . 

 𝛸 خجط قبهل سوبم هدوَػِ ّبی ثبظزض – 𝜍 یه فًبی سَدَلَغیه ثبقس، اػًبی وَچىشطیي  𝑋اگط 

خجط سوبم هدوَػِ ّبی ثَضل، زضفًبی  - 𝜍 سؼطیف قسُ ثط 𝜇اًساظُ .  هدوَػِ ثَضل ًبهیسُ هی قَز

 . ًبم زاضز 𝛸 ، اًساظُ ثَضل ضٍی 𝛸ّبؾسٍضف ٍ هَيؼب فكطزُ 

 
  ضا یه اًساظُ ضازٍى ًبهین زض نَضسی وμِ . ٥.2.1تعزیف   
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> μ 𝐾، زاقشِ ثبقین 𝐾ثِ اظای ّط هدوَػِ فكطزُ چَى   (١) ∞.  

= μ 𝐴، زاقشِ ثبقین𝐴ثِ اظای ّط هدوَػِ ثبظ چَى   (٢) 𝑠𝑢𝑝  μ K : K ⊆ A,   . Kفكطزُ

= μ 𝐴 هدوَػِ ای ثَضل ثبقسآًگبُ، 𝐴 اگط  (٣) 𝑖𝑛𝑓  μ 𝑉 : A ⊆ V,   ، Vثبظ

 G ضا اًساظُ ّبض ًبهیسُ هی قَززض نَضسی وِ، ئجِ اظای ّطػًَ اظ گطٍُ هَيؼب فكطزμُاًساظُ ضازٍى 

𝐸 ٍهدوَػِ ثَضل 𝑥، هبًٌس  ⊆ 𝐺 ،زاقشِ ثبقین ،. μ 𝑥𝐸 =  μ 𝐸𝑥 =  μ 𝐸  

هب هی سَاًین اًساظُ ای ضا ثِ گًَِ .  یه هدوَػِ اًساظُ دصیط ًیؿز𝛸سَخِ وٌیس وِ ّط ظیط هدوَػِ 

 . اًساظُ دصیط ًجبقٌس 𝛸ای سؼطیف وٌین وِ ثؼًی اظ ظیط هدوَػِ ّبی 

 
𝛸فطو وٌیس وِ .٦.2.1 .  مثال =  𝑎, 𝑏, 𝑐 ٍ  𝛺 =  𝜙, 𝑋,  𝑎 ,  𝑏, 𝑐   .زضایي نَضر 𝛺 

𝛺 حبل فطو وٌیس وِ.  اؾزΧ  خجطثط ضٍی– 𝜍یه  → [0, ∞]:𝜇ثِ نَضر شیل سؼطیف هی قَز . 

𝜇 𝜙 = =  𝜇  𝑎   و  0 𝜇  𝑏, 𝑐  = ١  ،    𝜇 𝑋 = ٢ 

 ثِ نَضر شیل سؼطیف هی 𝜇هی زاًین وِ اًساظُ ذبضخی.  اؾز𝛺یه اًساظُ ثط 𝜇زض ایي نَضر 

𝐴ثبفطو. قَز ⊆ 𝑋، 

μ
∗
 𝐴 = 𝑖𝑛𝑓  𝜇 𝐴𝑛 ∶  𝐴𝑛 ⊆  𝛺, 𝐴 ⊆  𝐴𝑛  

μ ثذَقبًین آًگبُ، 𝛺  ضا ًشَاًین ثب اػًبی𝐴ٍاگط هدوَػِ
∗
 𝐴 = 𝑖𝑛𝑓𝜙 = +∞.  

μ
∗
  𝑏  = μ

∗
  𝑐  = μ  و  ١

∗
  𝑎, 𝑏  = μ

∗
  𝑎, 𝑐  = ٢  . 

,𝑎  اهب هدوَػِ ّبی 𝑏 ٍ 𝑎, 𝑐 ًُؿجز ثِ اًساظμ
∗

  خوؼی– 𝜍ظیطا، ذبنیز .  ، اًساظُ دصیط ًیؿشٌس

μ
∗

 . ثطلطاض ًیؿز 

٢ = μ
∗
 𝑋 = μ

∗
  𝑎, 𝑏 ∪  𝑐  ≠ μ

∗
  𝑎, 𝑏  + μ

∗
  𝑐  = ٢ + ١ 

𝑋هثبل زیگط، هثبل هؼطٍف ٍیٌبلی اؾز وِ ثبثز هی وٌس وِ اگط = [0,  𝑋 ، ظیط هدوَػِ ای اظ[١

. هَخَزاؾز وِ ثب اًساظُ لجگ، اًساظُ دصیطًیؿز 

 

:𝑓  یه فًبی ثطزاضی سَدَلَغیه 𝑌ٍیه فًبی اًساظُ ٍ  𝛸فطو وٌیس . ٧.2.1  تعزیف  𝑋 → 𝑌  
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𝑌 ، 𝑓 زض𝑣زض ایي نَضر، اگط ثِ اظای ّط هدوَػِ ثبظ . ، یه ًگبقز ثبقس
−١
 𝑣  ُهدوَػِ اًساظ   

 .    اًساظُ دصیط اؾز  𝑓دصیط ثبقس آًگبُ 

 A سبثغ هكرهِ ثطχ𝐴ثِ ػٌَاى هثبل، فطو وٌیس وِ اگط. هی سَاى سبثؼی اضائِ زاز وِ اًساظُ دصیط ًجبقس

 ثبقس؛ یؼٌی،

χ𝐴 =  
١

0
        𝑥 ∈ 𝐴

       𝑥 ∉ A
 

Y فطو وٌیس وِ = [0, ∞]ٍ : 𝛺 →  0, ∞  𝜇سؼطیف قس٦.2.1ُ مثالاًساظُ ای ثبقس وِ زض  

𝐴 اگط. اؾز =  𝑎, 𝑏 ٍ 𝑉 = (0, χ، آًگبُ، (٢
𝐴

−١
 V = 𝐴 . ِو 𝐴 ًُؿجز ثِ اًساظ 𝜇ِهدوَػ ، 

 . سبثؼی اًساظُ دصیط ًیؿز χ𝐴ثٌبثطایي. اًساظُ دصیط ًیؿز ای

 

    𝑳𝒑فضای 

 . ثبقس μ یه فًبی اًساظُ زلرَاُ ثب اًساظُ  هثجزΧفطو وٌیس، 

١فطو وٌیس،  . ٨.2.1  تعزیف   ≤ 𝑝 < ∞ ٍ  𝑓  یه سبثغ اًساظُ دصیط هرشلٍ ثط  Χ ثبقس . 

 زض ایي نَضر، سؼطیف هی وٌین 

 𝑓 𝑝 =    𝑓 𝑝𝑑𝜇

𝑥

 

١
𝑝

 

ٍ𝐿𝑝 𝜇   اظ سوبم  f  ،ِّبیی سكىیل قسُ اؾز و.  𝑓 𝑝 < ∞   

 ثِ ػجبضر زیگط

𝐿𝑝 𝜇 =  𝑓: 𝑋
ُ دصیط  اًساظ
     ℂ:  𝑓 𝑝 < ∞  

 

 قوبضـ 𝐴 ٍ اگط 𝑙𝑝(𝐴) ًظیط ضا ثب 𝐿𝑝  هؼوَلا فًبی،ثبقس 𝐴 اًساظُ ی قوبضقی ثط هدوَػِ μاگط 

 .   ًوبیف هی زّین 𝑙𝑝دصیط ثبقس فمٍ ثب 
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 ثِ ّویي سطسیت سؼطیف هی وٌین

𝐿∞ 𝐴 =  𝑓: 𝐴
ُ دصیط  اًساظ
     ℂ ∶  𝑓 ∞ = 𝑒𝑠𝑠 𝑆𝑢𝑝

𝑥∈𝐴
 𝑓(𝑥) < ∞  

 

١ یه گطٍُ هَيؼب فكطزُ ثبقس ٍ 𝐺  فطو وٌیس.٩.2.1  قضیه  < 𝑝 < ∞ٍ  𝑞  ِػسزی اؾز و

،
١

𝑝
+

١

𝑞
= 𝑝ٍايح اؾز وِ  ) ١ = 𝑞 آًگبُ ١ = +∞ )  𝜇اًساظُ ّبض چخ ثبقساگط𝜑 ∈ 𝐿𝑝 𝐺 . 

𝑔 زضایي نَضر، ػًَهٌحهط ثِ فطزی هبًٌس، ∈ 𝐿𝑞  𝐺  ٍِخَز زاضز و   𝑓 ∈ 𝐿𝑝 𝐺   ٍ 

 𝜑 𝑓 = ∫𝑓𝑔𝑑𝜇.ٍُثِ ػلا.  φ =  𝑔 q ،ثِ ػجبضر زیگط 𝐿𝑞 𝐺  ثبفًبی زٍگبى𝐿𝑝 𝐺  

 .  ثِ ََضََلذب یه ضیرز اؾز 

.٥]خْز اَلاع ثیكشط هی سَاًیس ثِ هطخغ ٣. ٣؛٥ .  هطاخؼِ وٌیس  [

 

.  .١٠.2.1  نتیجه    𝐿١ G  
∗

= 𝐿∞ G   

 

 زض ایي نَضر ،.  زًجبلِ ای اظ اػساز هرشلٍ ثبقس 𝑥𝑛 فطو وٌیس وِ . ١١.2.1تعزیف  

𝑐00 =  𝑥 =  𝑥𝑛 : ∃𝑘  ∀n    (𝑛 > 𝑘 = 𝑥𝑛 = 0)  ٍ             𝑥 =  𝑥 ∞  

𝑐0 =  𝑥 =  𝑥𝑛 : lim𝑛 𝑥𝑛 = 0                    ٍ             𝑥 =  𝑥 ∞   

𝑐0
∗ = 𝑙١ ℕ =  𝑥 =  𝑥𝑛 :   𝑥𝑛  < ∞      ٍ             𝑥 =   𝑥𝑛   

𝑐0
∗∗ = (𝑙١ ℕ )∗ = 𝑙∞ ℕ                              ٍ             𝑥 =  𝑥 ∞  

 

𝑐 =  𝑥 =  𝑥𝑛 : 𝑥𝑛  ّوگطاؾز = 𝑥             ٍ            زًجبلِ   𝑥 ∞  

 .ثٌبثطایي، ضاثُِ شیل ثطلطاض اؾز 

𝑐00 ⊆ 𝑙١ ℕ ⊆ 𝑐0 ⊆ 𝑐 ⊆ 𝑙∞ ℕ     
 

τ ثبقٌس ٍ X زٍ سَدَلَغی ضٍی هدوَػِ τٍ′𝜏فطو وٌین.  ١٢.2.1تعزیف    ⊆ τ′ . زض ایي حبلز

 .اؾز τ لَی سط یب ظطیفشط اظ 𝜏′ اؾز ٍیب 𝜏′اظ  (يؼیف سط  ) زضقشط τگَئین  هی
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ّط ظیط هدوَػِ .   فكطزُ اؾز،یبزآٍضی هی وٌین وِ ّط ظیط فًبی ثؿشِ یه فًبی فكطزُ.  نکته  

هطاخؼِ ]٣ بخش١٨[ثطای اَلاػبر ثیكشط ثِ . فكطزُ اظیه فًبی ّبؾسٍضف هدوَػِ ای ثؿشِ اؾز

. وٌیس 

 
,𝜏اگط . ١٣.2.1مثال   ′𝜏 𝜏 ثبقس Xٍ  زٍ سَدَلَغی ثط   ⊆ 𝜏′ . اگط 𝑋, 𝜏 ٍ یه فًبی ّبؾسٍضف  

 (X, ′𝜏 𝜏 فكطزُ ثبقس آًگبُ ( = ′𝜏 .   

𝜏ثطای اثجبر ایٌىِ  = ′𝜏 𝜏′وِ   ، وبفی اؾز ًكبى زّین  ⊆ 𝜏 .   

𝑈فطو وٌیس ∈ ′𝜏 دؽ 𝑋 − 𝑈 زض′𝜏چَى ّط ظیط هدوَػِ ثؿشِ اظ یه فًبی فكطزُ. ثؿشِ اؾز ، 

𝑋دؽ . فكطزُ اؾز − 𝑈 زض ′𝜏اظَطفی. فكطزُ اؾز  𝜏 ⊆ τ′ دؽ ، 𝑋 − 𝑈 زض 𝜏  هدوَػِ ای 

,𝑋 چَى . فكطزُ اؾز 𝜏   ّبؾسٍضف اؾز، دؽ 𝑋 − 𝑈 زض 𝜏ِثؿشِ اؾز دؽ زض ًشید   ، 𝑈زض 𝜏 

 . ثبظ اؾز 

,𝐵(𝑋 فًبی ثطزاضی سَدَلَغیه ثبقٌس، آًگبُ، 𝑌ٍ 𝑋 هی زاًین اگط .  قزارداد  𝑌)ًِوبیبًگط هدوَػ  

𝑋  یه فًبی ّیلجطر ثبقس𝐻ٍاگط ).  اؾز𝑌 ث𝑋ِ وطاًساضاظ ،ًگبقز ّبی ذُی = 𝑌 = 𝐻 ُآًگب 

 𝐵(𝑋, 𝑌) ضا ثبًوبز 𝐵(𝐻)  ًكبى هی زّین ، .) 

 

 

توپولوصی ضعیف و ضعیف ستاره . ١.٣     
 

∗𝑋  زاضٍ یه فًبی ًطم Xفطو وٌیس  = 𝐵(𝑋, ℂ) زٍگبى𝑋 سَدَلَغی سَلیس قسُ .  ثبقس

 سحز آى دیَؾشِ  ∗𝑥′𝜖 𝑋 وِ ّط𝑋یؼٌی، يؼیف سطیي سَدَلَغی ضٍی ) ضاX ضٍی ∗𝑋سَؾٍ

,𝜍 𝑋آى ضا ثب ًوبز .  هی ًبهینX يؼیف ضٍی  سَدَلَغی(.اؾز 𝑋∗  یب𝑤 – سَدَلَغی ًوبیف زّین 

,𝑓 ٍ ًوبز  𝑥  ضاثطای 𝑓 𝑥  ثِ وبض هی ثطین . 

 زاقشِ ∗𝑥′𝜖 𝑋 ّوگطا اؾز، اگط ٍ سٌْب اگط ثِ اظای ّط، X زض x   ثب سَدَلَغی يؼیف ثِ  𝑥𝛼 سَض

𝑙𝑖𝑚ثبقین، 
𝛼

  𝑥′ , 𝑥𝛼  =   𝑥′ , 𝑥 .  
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𝑓𝑥، ًگبقز 𝑋 زض 𝑥حبل اگط ثطای ّط  : 𝑋∗ →  ℂ ُِضاثب يبث  𝑓𝑥 𝑥
′ =  𝑥′ , 𝑥 ،سؼطیف وٌین   

 .هی وٌین  اؾشفبزُ  𝑥  اظ ًوبز𝑓𝑥گبّی ثِ خبی .  ایدبز هی قَز∗𝑋 ثَيَح یه سبثؼه ذُی ضٍی  

 .  اؾز   ∗𝑋 زض حمیمز ّوبى سَدَلَغی يؼیف ضٍی  ∗𝑋 ضٍی   ∗∗𝑋 سَدَلَغی سَلیس قسُ سَؾٍ 

  ًؿجز ث𝑓𝑥ِاؾز وِ∗𝑋  ،ضا وِ يؼیفشطیي سَدَلَغی ضٍی ∗𝑋  ضٍی 𝑋سَدَلَغی سَلیس قسُ سَؾٍ 

,∗𝜍  𝑋هی ًبهین ٍ آًطا ثب ًوبز ∗𝑋 سَدَلَغی دیَؾشِ اؾز؛ سَدَلَغی يؼیف ؾشبضُ ضٍی  آى 𝑋  یب

𝑤∗-ًكبى هی زّین  سَدَلَغی . 

𝑥𝛼)سَض 
′ ّوگطا اؾز، اگط ٍسٌْب اگط، ثِ اظای ّط ∗𝑋  زض ′𝑥 ثبسَدَلَغی يؼیف ؾشبضُ ثِ ∗𝑋 زض  (

𝑥 ∈ 𝑋 زاقشِ ثبقین 𝑙𝑖𝑚
𝛼

  𝑥𝛼
′ , 𝑥 =   𝑥′ , 𝑥   . زض ایي نَضر، هی ًَیؿین𝑥𝛼

′
𝑤 ∗

   𝑥′ یب 

𝑤∗ − 𝑙𝑖𝑚
𝛼

 𝑥𝛼
′ = 𝑥′  .

 
 

 زض سَدَلَغی اٍلیِ ثب ًطم آى   𝑥α  یه فًبی ثطزاضی ًطم زاض ثبقس ٍ زًجبل𝑋ِاگط . ١.3.1. قضیه 

𝑥α ثبقس آًگبُ xثِ  ّوگطا
𝑤
→𝑥  .  

.١٧]ثطای زیسى ثطّبًی اظ ایي لًیِ هی سَاًیس ثِ لًیِ  ٢. ١؛٢٦   . ضخَع وٌیس [

𝑥αثبیس سَخِ زاقز وِ زض حبلز ولی 
𝑤
→𝑥 ِایدبة ًوی وٌس و 𝑥α    ثب ًطم  سَدَلَغی زضX 

 . ثبقس 𝑥 ّوگطا ثِ
 
 یه ّوؿبیگی نفط زض فًبی ثطزاضی سَدَلَغیه 𝑉،فطو وٌیس (  آلاغلَ–ثبًبخ . )  ٢.3.1.   قضیه 

X ٍ ثبقس 𝐾 =  𝑥′ ∈ 𝑋∗:   𝑥′ , 𝑥  ≤ ١, 𝑥 ∈ 𝑉  . ،زضایي نَضر𝐾 ثب سَدَلَغی يؼیف 

 .فكطزُ اؾز   ؾشبضُ

.٢٠]ثطا ی زیسى ثطّبًی اظ ایي لًیِ هیشَاًیس ثِ ٣. 𝐴 ؛٥   .ضخَع وٌیس [

 
زض ایي نَضر، ثِ اظای ّط .  یه فًبی ثبًبخ ثبقسXفطو وٌیس  ( گلسقشبیي ) .٣.3.1.  قضیه

𝜈 ∈ 𝑋∗∗  سَض ، 𝑥𝛼   زض Xثب ذَال ظیط هَخَز اؾز ؛  
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،αثِ اظای ّط  (١) ∈ 𝐼  𝑥α ≤  ν      

(٢  ) 𝑥𝛼
𝑤 ∗

  𝜈     .  

 .چگبل اؾز ∗∗X  زض 𝑋ثِ ثیبى زیگط 

.  ضخَع وٌیس ٨١٨ نفحِ ] ٥[ثطای اَلاػبر ثیكشط هی سَاًیس ثِ 

 

ًگبقز ذُی .  گَی یىِ ثبظ ثبقس𝐵١ فًبّبی ثبًبخ ٍ 𝑌ٍ 𝑋 فطو وٌیس، .٤.3.1.تعزیف

𝑇: 𝑋 → 𝑌 اگط ثؿشبض ،ضا فكطزُ گَئین T(𝐵١) زض 𝑌ٍايح اؾز وِ .  فكطزُ ثبقسT وطاى زاض 

𝑇اؾز، ثٌبثطایي،  ∈ 𝐵 𝑋, 𝑌  .  

 ثب (𝐵١)T ضا، ثب سَدَلَغی يؼیف، فكطزُ ذَاًین، زض نَضسی وِ ثؿشبض 𝑇حبل ًگبقز ذُی 

.  فكطزُ ثبقس 𝑌يؼیف زض  سَدَلَغی

 
𝑥اگط. ٥.3.1. تعزیف ∈ 𝑋  ُآًگب  𝑥 ػًَی زض فًبی ثبًبخ 𝑋∗∗ هبًٌس 𝑥  ضا ثِ نَضر ظیط سؼطیف 

: 𝑥وٌس  هی 𝑋∗ → ℂ  .  ثِ اظای ّط𝑥′ ∈ 𝑋∗ زاضین 

 𝑥 , 𝑥′ =  𝑥′, 𝑥  

𝑥  ثِ ؾبزگی ًشیدِ هی قَز وِ ثِ اظای ّط ∈ 𝑋  ، 𝑥 =  𝑥   . ًگبقز َجیؼی𝑥 → 𝑥  اظ  

𝑋 → 𝑋∗∗ضا ًگبقز َجیؼی اظ  Xثِ سَی  𝑋∗∗ یب ًكبًٌسُ ی َجیؼی، ذَاًین   .

 
 زض نَضسی وِ .  ضا  اًؼىبؾی گَئین𝑋 فًبی ًطم زاض .٦.3.1.   تعزیف

𝑋∗∗ =  𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋 ≅ 𝑋 

. ثَُض ََلذبیی یىطیرز اؾز ٍ ََلذبیی یه قطٌ لاظم اؾز   𝑋∗∗ًِؿجز ث 𝑋 فًبی اًؼىبؾی 

 ∗∗𝑋 ٍخَز زاضز وِ یه ضیرز ثب 𝑋ًكبى زازًس وِ فًبیی هبًٌس ]١٥ [ خیوع زض همبلِ ١٩٥١زض ؾبل 

.  اؾز ٍلی اًؼىبؾی ًیؿز 
 

١اگط.  ٧.3.1.  مثال < 𝑝 < ,𝐿𝑝(𝑋 آًگبُ ∞ Ω, 𝜇) اًؼىبؾی اؾز ، . 

∗(𝐿𝑝)زض ایي نَضر،  .  ثبقسp هعزٍج q اگط ٧.2.1ظیطا هی زاًین َجك لًیِ ≅ 𝐿𝑞 .ِزض ًشید 
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 𝐿𝑝 ∗∗ ≅  𝐿𝑞 ∗ ≅ 𝐿𝑝 . دؽ𝐿𝑝 اًؼىبؾی اؾز  . 

. اًؼىبؾی ًیؿز ظیطا 𝑐0.  ٨.3.1.  مثال 𝑐0
∗∗ =  𝑙

١
 
∗

= 𝑙∞  , 𝑐0
∗ = 𝑙

١  

 
,𝐵(𝐸 ًگبقشی زض T فًبّبی ًطهساض ٍ 𝐹ٍ𝐸 فطو وٌیس  .٩.3.1.  تعزیف 𝐹) ًگبقز. ثبقس 

𝑇∗: 𝐹∗ → 𝐸∗ ُثب يبثُِ ظیط ضا، ػوگط الحبلی، یب سطاًْبز  T گَئین  . 

 𝑇∗ 𝑦′, 𝑥 =   𝑦′ , 𝑇𝑥             (𝑥 ∈ 𝐸 , 𝑦′ ∈ 𝐹∗) 

∗X زض ایي نَضر، چَى  . زاض ثبقس  یه فًبی ًطمXفطو وٌیس  = 𝐵(𝑋, ℂ)ٍ ℂ یه فًبی 

 .  ًیع یه فًبی ثبًبخ ذَاّس قس ∗X ثبًبخ اؾز دؽ

 
 زض ایي نَضر، گعاضُ ّبی ظیط هؼبزلٌس .  یه فًبی ثبًبخ ثبقس 𝑋فطو وٌیس وِ .  ١٠.3.1.  قضیه

(١ )𝑋 اًؼىبؾی اؾز  . 

(٢ ) 𝑋∗ اًؼىبؾی اؾز  . 

(٣ ) 𝜍 𝑋∗, 𝑋 = 𝜍 𝑋∗, 𝑋∗∗   

 .  فكطزُ يؼیف اؾز ، 𝑋گَی ٍاحس زض فًبی  ( ٤)

 .ضخَع وٌیس ] ٥،٤.٢؛بخش٤ [ثطای زیسى ثطّبًی اظایي لًیِ هی سَاًیسثِ

 
 ضا ثبسَدَلَغی يؼیف، وبهل زًجبلِ ای گَئین، ّطگبُ ّط زًجبلِ 𝑋 فًبی ًطم زاض  .١١.3.1.تعزیف

ّوِ فًبّبی ثبًبخ زاضای چٌیي .  ّوگطا ثبقس𝑋، ثبسَدَلَغی يؼیف زض 𝑋يؼیف زض  وَقی

 . ذبنیشی ًیؿشٌس 

 
,𝐶[0 .١٢.3.1  مثال   . فًبی زًجبلِ ای يؼیف وبهل ًیؿز [١

= 𝑓𝑛 𝑡فطو وٌیس وِ   
١ − 𝑛𝑡     0 ≤ 𝑡 ≤

١

𝑛

0             
١

𝑛
≤ 𝑡 ≤ ١ 

𝑓𝑛 زض ایي نَضر، .   ∈ 𝐶[0, ١]. 

,ϵ𝜇𝑀[0اگط   آًگبُ، ثٌب ثط لًیِ ّوگطایی لجگ، .  [١


