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 چكيده

كنيم. ابتدا معادله هاي طيفي را براي معادلات انتگرال ديفرانسيلي از نوع ولترا بررسي ميدر اين اثر روش

دهيم و دله انتگرال از نوع دوم نمايش ميديفرانسيل از نوع ولترا را به صورت معادل با دو معا-انتگرال

 كنيم. سپس با استفاده از شرايط هم محلي هردو را حل مي

بردن روش هموار هستند كه امكان بكاري اينجا تابع هسته وساير توابع بكار رفته در معادله اصلي به قدر

براي روش گفته  آيد مي دست يك تحليل خطا كه به دشواري به كنند.هاي عددي از مرتبه بالا را فراهم مي

كنيم. به نظر مي رسد نتايج اين تحقيق اولين تقريب طيفي موفق با دلايل نظري است. به  شده نيز ارائه مي

  كند. يد ميتحليل ما را تأينيز علاوه نتايج عددي به دست آمده 

  ولترا  ديفرانسيل -معادله انتگرال، فرمول انتگرال گيري گاوس : روش طيفي لژاندر ،كليدي واژه هاي



 

ارتگف پيش  

است. يك دليل  هاي طيفي انجام شده ديفرانسيل از طريق روش-ت انتگرالهاي كمي براي حل معادلا تاكنون كار

يك روش طيفي  1ها دانست. براي نخستين بار تانگ هاي بالا در اين روش توان نياز به همواري از مرتبه آن را مي

از نوع ولترا معرفي كرد. اگرچه اثبات همگرايي آن بسيار   اژاندر براي حل مسائل انتگرالمحلي  بر اساس هم

نامه  ي كارايي مناسب آن است. ما در اين پايان دهنده رسد، اما نتايج عددي تاحد زيادي نشان پيچيده به نظر مي

كنيم. روند كار به شرح  مي انسيل بيان ديفر-  را براي معادلات انتگرال  علاوه بر روش ذكر شده يك تعميم از آن

  زير است.

دهيم. در فصل دوم بضي از  بندي از انواع آن ارائه مي در فصل پس از تعريف معادلات انتگرال يك دسته

محلي  . فصل سوم به تشريح روش همشود ديفرانسيل بيان مي- الرهاي مقدماتي براي حل معادلات انتگ روش

به بررسي خطاي روش  در فصل چهارم و ديفرانسيل اختصاص دارد- نتگراللژاندر براي حل معادلات ا

هاي كامپيوتري  .در فصل آخر برنامهكند كه همگرايي روش ما را تأييد مي كنيم اي را اثبات مي و قضيه  پردازيم مي

  د.نگرد و نتايج عددي ارائه مي

  :ي ذيل نامه اثري است بر اساس مقاله در واقع اين پايان

 [25] Ying-Jun Jiang, On pectral methods for Volterra-type integro-diffrential           

          equations, J Comp. appl. Math. 230(2009) 33-340. 
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  فصل اول:

 آشنايي با معادلات انتگرال

 

  معادله انتگرال 1.1

)ل است كه در آن تابع مجهواي  يك معادله انتگرال معادله :تعريف )u x      زيـر علامـت انتگـرال قـرار

)كه در آن  خطي معادله انتگرال يك فرم كليدارد.  )u x     تابع مجهولي است كه بايد معلـوم شـود بـه

  صورت زير است:

)1-1(  
( )

( )
( ) ( ) ( , ) ( )           c

x

x
u x f x k x t u t dt x d

β

α
= + ≤ ≤∫  

( , )k x t شود و  ميمعادله انتگرال ناميده  ي  هسته( )xα  و( )xβ  حدود انتگرال هستند. بايد توجه

)معادله يعني  ي كرد كه هسته , )k x t   و تابع( )f x .از قبل معلوم هستند  
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 تقسيم بندي معادلات انتگرال 2.1

 ها يبند سيماين تق ولي معمولاً ي مختلف انجام دادها توان به روش ميمعادلات انتگرالي را  بندي تقسيم

  دهند. مياصيت خطي بودن و همگن بودن آن انجام و خ گيري حدود انتگرال را با توجه به

توانيم معادلات انتگرالي به انواع مختلف فردهلم، ولترا، خطي يا غيرخطي و هم  ميما  ها اين ويژگي با

  .]23[يا غير همگن دسته بندي كنيم چنين همگن و

1معادلات انتگرال خطي فردهلم 1.2.1
   

ي بـه  گيـر  شكل استاندارد معادلات انتگرال خطي فردهلم، كه در آنها حد پايين و حد بـالاي انتگـرال  

  باشد: ميهستند به صورت زير  bو  aترتيب اعداد ثابت 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
q x u x f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫  )2-1(  

)كه در آن  , )k x t و تابع  معاله انتگرال  ي هسته( )f x از قبل مشخص هستند وλ   هم يك پـارامتر

)گويند زيرا تابع مجهول  مي) را خطي 2-1باشد. معادله ( ميمعلوم  )u x   زير علامت انتگرال به طـور

)خطي ظاهر شده است يعني توان  )u x  كهيك است. بر حسب اين ( )q x  كداميك از مقادير زير را

  شوند: ميانتخاب كند، معادلات انتگرال خطي فردهلم به دو دسته عمده تقسيم 

)اگر ) 0q x   شود. مي) به معادله زير تبديل 2-1، معادله ( =

0 ( ) ( , ) ( )
b

a
f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫  )1-3(  

                                            

1- Fredholm 
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  نامند. ميرا معادله انتگرال فردهلم نوع اول  اين معادله

)زماني كه ) 1q x   ) به شكل زير در خواهد آمد.2-1، معادله (  =

)1-4( 
( ) ( ) ( , ) ( )

b

a
u x f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫   

  گويند. ميبه اين معادله، معادله انتگرال فردهلم نوع دوم 

  1معادلات انتگرال خطي ولترا 2.2.1

حـد بـالا و پـايين     ها كه در آن ورت معادلاتي استبه ص كل استاندارد معادلات انتگرال خطي ولتراش

  زير است: شكلشود، به  ميظاهر  xين كه عدد ثابتي باشد به صورت تابعي از اگيري به جاي  انتگرال

)1-5(    ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a
q x u x f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫  

)كه در آن تابع مجهول يعني  )u x  است. ظاهر شدهزير علامت انتگرال به صورت خطي  

توان به عنوان حالـت خاصـي از معـادلات انتگـرال فـردهلم در نظـر        مي) را 5-1بايد توجه كرد كه (

)كه اگر هسته  صورت گرفت، به اين , )k x t  براي x t<  و[ ],x a b∈    صفر فرض شـود آن گـاه

  شود. مي) تبديل 5-1) به (1-2(

) توان با توجه به مقادير ميمعادلات انتگرال ولترا را نيز  )q x .به دو دسته تقسيم كرد  

)در حالتي كه  -1 ) 0q x    ) به معادله5-1معادله ( =

)1-6(  
0 ( ) ( , ) ( )

x

a
f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫  

                                            

1- Volterra 



 4  آشنايي با معادلات انتگرال

 

  گويند. ميآن معادله انتگرال ولترا نوع اول  به تبديل خواهد شد كه

)اگر -2 ) 1q x   ) به شكل 5-1آن گاه ( =

)1-7(  
( ) ( ) ( , ) ( )

x

a
u x f x k x t u t dt

a x b

λ= +

≤ ≤

∫  

  نامند. ميمعادله را معادله انتگرال ولتراي نوع دوم  در خواهد آمد. اين

  

  توانيم نكات زير را داشته باشيم. مي) 7-1) و ( 2-1با توجه به معادلات (

  

در معادلات انتگرال خطي فردهلم و ولتراي نوع اول، تابع مجهول فقط در زير علامت انتگـرال بـه   .1

خطي فردهلم و ولتراي نـوع دوم، تـابع مجهـول    شود. اما در معادلات انتگرال  ميصورت خطي ظاهر 

  شود. ميهم در زير علامت انتگرال و هم در خارج از علامت انتگرال به صورت خطي ظاهر 

شود. اما  ميگيري روي يك فاصله متناهي با حدود ثابت انجام  انتگرال فردهلم، انتگرال در معادلات .2

گيـري متغيـر اسـت و معمـولاً همـان حـد بـالاي         در انتگرال ولترا، حـداقل يكـي از حـدود انتگـرال    

  شود. ميگيري به عنوان متغير انتخاب  انتگرال

)در معادلات انتگرال خطي فردهلم و ولترا تابع مجهول .3 )u x زير علامت انتگـرال بـه صـورت     در

)شود. اگر به جاي  مي توان يك ظاهر )u x  تابعي غير خطي بر حسب ( )u x معادلات داشته باشيم ،

  شود.   ميانتگرال مورد نظر، معادلات انتگرال غير خطي فردهلم يا ولترا ناميده 

  غيرخطي هستند: ي ولتراياز معادلات انتگرال ييها ي زير نمونهها مثال

3( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
u x f x k x t u t dtλ= + ∫ 

( )( ) ( ) ( , )
b

u t

a
u x f x k x t e dtλ −= + ∫  
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( ) ( ) ( , ) cos( ( ))
b

a
u x f x k x t u t dtλ= + ∫  

)به جاي  ها در اين مثال )u t  به ترتيب( ) 3cos  ( ) ,  ,  ( )u t
u t e u t

  ظاهر شده است. −

))، شرط7-1) و (4-1اگر در معادلات انتگرال نوع دوم ( .4 ) 0f x  ـ برقرار باشد، آن  =  ي هگـاه معادل

 ي مورد نظر را يك معادلـه  ي نامند. در غير اين صورت معادله ميعادله انتگرال همگن محاصل را يك 

  گويند. ميغير همگن 

 معادلات انتگرالي منفرد 3.2.1

گيري نامتناهي باشـند،   گرالحد پايين، حد بالا يا هر دو اين حدود انت ها را كه در آنمعادلات انتگرالي 

 ـ   انتگرال در يك نقطه  ي علاوه اگر هسته نامند. به ميعادله انتگرال منفرد م  ي هيـا نقـاط بيشـتري از دامن

از  زيـر  نامند. مثال ميگونه معادلات را، معادلات انتگرال منفرد  گيري نامتناهي باشد باز هم اين انتگرال

گيـري   هي بودن حدود انتگرالانامتن ها كه علت منفرد بودن آن معادلات انتگرال منفرد آورده شده است

  باشد.   مي

0

1
( ) cos( ) ( )

2
u x x x t u t dt

∞

= + +∫  

) هسـته   معادله زير مثالي از معادلات انتگرال منفرد است. در اين مثال , )k x t   1  وقتـي كـهt → −  

  .استمنفرد  نيز انتگرال شود، لذا، اين معادله ميهي نامتنا

2

0

1
( )

x

x u t dt
x t

=
−∫   
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  ديفرانسيل -معادلات انتگرال 3.1

)گونه معادلات تابع مجهول در اين )u x  شود، در يك طرف زير علامت انتگرال  ميدر دو طرف ظاهر

در فيزيـك و بيولـوژي در قالـب     هـا  مشتق معمولي. تعدادي از پديـده و در طرف ديگر به عنوان يك 

گونـه معـادلات در هنگـام تبـديل يـك معادلـه        شوند. البته اين ميديفرانسيل ظاهر  -معادلات انتگرال

ديفرانسـيل   –دسـته بنـدي معـادلات انتگـرال      گردنـد.  ميانتگرال به يك معادله ديفرانسيل هم نمايان 

  باشد. ميادلات انتگرال بندي مع تههمانند دس

  .هستندديفرانسيل  -يي از انواع معادلات انتگرالها ي زير نمونهها مثال

0   الف:
"( ) ( ) ( )

(0) 0,   '(0) 1

x

u x x x t u t dt

u u

= − + −

= =

∫ 

   ب:
'( ) sin 1 ( )

(0) 1

x

a
u x x xu t dt

u

= − − −

=

∫ 

تقسيم بندي بر اساس حدود . اين هستندديفرانسيل خطي ولترا  –معادلات انتگرال الف وب  معادلات

  نجام شده است. گيري ا انتگرال

  ديفرانسيل –پيدايش معادلات انتگرال و انتگرال  4.1

و بيولـوژي    ميديفرانسيل در بسياري از مسائل مهندسي، فيزيـك، شـي   –معادلات انتگرال و انتگرال  

رونـد.   مـي كار  يش جواب معادلات ديفرانسيل هم به. البته معادلات انتگرال به عنوان نماشوند ميظاهر 

گاه معـادلات   رت يك مسأله مقدار مرزي باشد، آناگر معادله ديفرانسيل مورد نظر به صو به طوري كه
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هلم خواهد شد و اگر معادله ديفرانسيل مورد نظر در قالـب يـك     شود از نوع فرد ميانتگرالي كه ظاهر 

  گاه معادله حاصل يك معادله انتگرال ولترا خواهد بود. مسأله مقدار اوليه باشد، آن

ي مختلفـي بـراي   ها شود، تكنيكها و ايده ميظاهر اي  كه معادله انتگرال از چه نوع مسأله اين بر حسب

  .]11.12[شود ميبه كار برده  ها تعيين جواب آن

  پردازيم. ميتبديل يك مسأله مقدار اوليه به يك معادله انتگرال  ي نحوه بهدر مثال زير 

  گيريم: ميمسأله مقدار اوليه زير را در نظر  .1-4.1مثال 

'( ) 2 ( )    0u x xu x x= ≥  

(0) 1u =  با شرط اوليه 

 معادلـه  ايـن  جداكردن متغيرها حل كرد. جـواب  ي كار بردن ايده توان به سادگي با به ميرا  معادلهاين 

 به صورت زير خواهد بود. فرانسيلدي

( ) x
u x e=  

  انتگرال بگيريم خواهيم داشت: tتا  0از    tنسبت به معادله مقدار اوليه اما اگر از طرفين 

( ) ( )
00

2
xx

t d tu t tu dt=∫ ∫   

  داريم: و استفاده از شرط اوليهبالا گيري از طرفين و در نتيجه با انتگرال

0
( ) 1 2  ( )

x

u x t u t dt= + ∫  

)با هسته برابر بـا   يانتگرال در اين معادلهتوان دريافت كه  ميروابط  يهساز مقاي , ) 2k x t t=   و تـابع 

( ) 1f x )هدف اصلي ما تعيين تابع مجهول باشد. مي = )u x ل نظيـر ظـاهر   كه در زير علامت انتگرا

  باشد.   ميكند،  ميشده و در معادله انتگرال داده شده صدق 
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  جواب يك معادله انتگرال  5.1

)گيـري يـك تـابع     ديفرانسيل روي فاصله انتگرال –جواب يك معادله انتگرال يا معادله انتگرال )u x 

شده صدق كند. به عبارت ديگـر اگـر جـواب داده شـده در     است به طوري كه آن تابع در معادله داده 

طرف راست معادله جايگذاري شود و در نتيجه دو طرف چپ و راست معادلـه بـا هـم برابـر شـوند      

)گاه  آن )u x  باشد. ميجواب معادله  

)دهيم كه  مينشان  .1-5.1مثال  ) x
u x e= است. يك جواب معادله انتگرال ولتراي زير  

0
( ) 1 ( ) 

x

u x u t dt= + ∫  

)با جايگذاري  ) xu x e= داريم: در طرف راست معادله  

00
1 1 1 1

x x
x t t xe e dt e e + = + = + − ∫  

اب را بـه  تـوان جـو   مـي جاي آن  با يك فرم بسته مشخص كنيم اما بهتوانيم جواب را  ميالبته هميشه ن

  شكل يك سري به دست آورد.

رود و در ايـن حالـت    مـي كار  دست آمده به شكل يك سري معمولاً براي محاسبه تقريبي به هجواب ب

جملات بيشتري را به دست آورديم دقت نتيجه حاصل بهتر خواهد بود. بايد بـه تفـاوت بـين     هر چه

اب تقريبي به شكل يك سري توجه اساسي كرد. اگـر بـه   جواب دقيق به صورت يك فرم بسته و جو

شويم كه جواب دقيق به صورت يك فرم بسته بـه وسـيلة تـابع نمـايي      ميبنگريم متوجه  1-4.1مثال 

( ) xu x e= .داده شده است  

 دهيم كه جواب معادله انتگرال ميبعداً نشان  

0

1
( ) 1  ( )

4

x

u x x u t dt= + ∫  
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  شود: ميبه وسيلة سري زير مشخص 

2
4 61 1

( ) 1 .....
4 48 960

x
u x x x= + + + +  

شود مشكل است كه بتوان اين سري را به صورت يك فـرم بسـته    ميهمان طوري كه به سادگي ديده 

تواند جهت تعيين يك جواب تقريبي عددي به كار رود. براي بـه   ميمعادل آن نوشت. البته اين سري 

 ت آوردن يك جواب خيلي دقيق بايد تعداد زيادي از جملات آن را به كار گرفت.دس

  تبديل معادلات انتگرال ولترا به معادلات ديفرانسيل معمولي 6.1

در اين بخش تكنيكي كه معادلات انتگرال ولتراي نوع دوم را به معـادلات ديفرانسـيل معـادل تبـديل     

در زمينه مشتق يـك انتگـرال انجـام     1نيتز يپبا اعمال قاعده لا شود. اين كار به سادگي ميكند ارائه  مي

براي مشتق گرفتن از  شود. مي
( )

( )
( , )

x

x
G x t dt

β

α∫  نيتز به صورت زيـر بـه    يپبه قاعده لا      ، نسبت به

  رود: ميكار 

( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( , ( )) ( , ( )) ( , )

x x

x x

d d d
G x t dt G x x G x x G x t dt

dx dx dx x

β β

α α

β α
β α

∂
= − +

∂∫ ∫  )1-8(  

)نكه در آ , )G x t  وG
x

∂

∂
در صفحه است كـه  اي  ناحيه Dباشند و  مي Dتوابعي پيوسته روي دامنه 

}باشد و  مي Rشامل مستطيل  }0 1( , ) : ,R x t a x b t t t= ≤ ≤ ≤ ≤  

)گيري يعني  در ضمن حدود انتگرال )xα  و( )xβ ي پيوسته روي فاصله ها توابعي هستند كه مشتق 

( ),a b .دارند  

                                            

1- Leibniz 



 10  آشنايي با معادلات انتگرال

 

  گرديم. مياكنون به هدف اصلي يعني تبديل يك معادله انتگرال ولترا به يك معادله ديفرانسيل بر 

نيتـز   يـپ ي با مشتق گرفتن از دو طرف معادله انتگرال مورد نظر و استفاده از قاعده لااين كار به سادگ

شود. البته به هر تعداد دفعه كه لازم باشد بايد از روند مشـتق گـرفتن اسـتفاده نمـود تـا بـه        ميانجام 

برسيم كه علامت انتگرال حذف شود و يك معادله ديفرانسيل خالص حاصـل شـود . البتـه    اي  مرحله

0xتـوان بـا قـرار دادن     مـي شرط اوليه مورد نياز را   –در معادلـه انتگـرال و يـا معادلـه انتگـرال       =

  ديفرانسيل حاصل به دست آورد. 

  كنيم: مي. معادله انتگرال زير را به يك مسأله مقدار اوليه تبديل 3مثال 

( )
0

( )  ( )
x

u x x t x u t dt= + −∫   

  آوريم: ميبا مشتق گرفتن از دو طرف معادله انتگرال به دست 

( ) ( )
0

1
x

u ux t dt= − ∫  

گيريم تا علامت انتگرال حذف شود، لذا بـه دسـت    ميمشتق  ديفرانسيل –از دو طرف معادله انتگرال 

  آوريم: مي

"( ) ( )u x u x= −  

  توان نوشت: مييا 

"( ) ( ) 0u x u x+ =  

0xبا جايگـذاري   )در  = )u x  و"( )u x     (0)آوريـم كـه   مـي در معـادلات بـالا بدسـت 0u  و   =

'(0) 0u =.  

  شود.  ميبا تركيب نتايج بالا مسأله مقدار اوليه مرتبه دوم معادل به صورت زير حاصل 

"( ) ( ) 0,  (0) 0,  '(0) 1u x u x u u+ = = =  



 11  آشنايي با معادلات انتگرال

 

  معادلات انتگرال ولترابه ل مقدار اوليه تبديل مسائ 7.1

نتگـرال ولتـرا را مـورد مطالعـه قـرار      در اين بخش روش تبديل يك مسأله مقدار اوليه به يك معادله ا

كند معرفـي   ميتبديل دهيم.قبل از بيان روش، يك فرمول كه انتگرالهاي چندگانه را به يك انتگرال  مي

  كنيم: مي

1 2 1 1

1
0 0 0 0 0

1
..... ( ) ..... ( ) ( )

( 1)!

nx x x x x
n

n n
f x dx dx dx x t f t dt

n

− −= −
−∫ ∫ ∫ ∫ ∫  )1-9(  

و  ابتدا دو رابطه زير را كه حالت خاص فرمول بالا هستند و به ترتيب جهت تبديل انتگرالهاي دوگانه

  شويم. ميروند، را يادآور  ميگانه به كار گانه به يك انتگرال ي سه

)1-10(    
0 0 0

( ) ( ) ( )
x x x

f t dtdt x t f t dt= −∫ ∫ ∫ 

)1-11(  2

0 0 0 0

1
( ) ( ) ( )

2

x x x x

f t dtdtdt x t f t dt= −∫ ∫ ∫ ∫  

گانـه تبـديل   تگرال دوگانـه را بـه يـك انتگـرال ي    پردازيم كه يك ان مي) 10-1اكنون به اثبات فرمول (

  كند. مي

)باشـد لـذا آن را بـه     مـي  ) يك تابعي از10-1ست معادله (كه طرف را با توجه به اين )I x    نشـان

  دهيم. مي

  يعني: 

0
( ) ( ) ( )

x

I x x t f t dt= −∫  

  نيتز داريم: يپبا مشتق گرفتن از طرفين معادله و استفاده از قاعده لا

0
'( ) ( )

x

I x f t dt= ∫  


