
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 



 

 

 

 

 علَم ریاضی داًشکذُ

 

 وبرؽٌبعی ارؽذ رؽتِ ریبمی هحل  پبیبى ًبهِ ثزای دریبفت درخِ

 

 ی لْستاًیّاّا در فضافاصلِهجوَعِ  

 

 :ًگبرًذُ

 هحیا هلک لاسوی

 

 :اعتبد راٌّوب

 آلای دکتز سیذ هحوذ تالزی

 

 0991دی



  

 :      تقدیم به

  

 پاس همه حمایتهایش ام بهپدر گرامی

 هایشمادر مهربانم به پاس همه تشىیق

 هایشهمسر عزیزم به پاس همه دلگرمی

هایشان خىاهر و برادرم به پاس همه کمک



 هي لن یشکز الخالك لن یشکز الوخلَق

 

 

 :اس

اعتبد راٌّوبی گزاًمذرم خٌبة آلبی دوتز عیذ هحوذ ثبلزی وِ سحوت ّذایت ّوِ خبًجِ هزا در    

ؽبى راُ ّبیًبهِ ثزػْذُ داؽتٌذ، ثغیبر عپبعگشارم، چزا وِ فجز ٍ ثزدثبری فزاٍاى ٍ راٌّوبییایي پبیبى

ذیبى وِ سحوت داٍری ّوچٌیي اس خٌبة آلبی دوتز پَرهْ. ًبهِ را ّوَار ًوَدپیؾجزدم در ایي پبیبى

اس خٌبة آلبی گلؾٌی، داًؾدَی دوتزی داًؾگبُ . ام راثز ػْذُ داؽتٌذ، ووبل تؾىز را دارمرعبلِ

 . ّب  هتؾىزموزدى اثجبت تزّبیؾبى در وبهلؽْیذ ثبٌّز وزهبى، ًیش ثِ خبىز ووه

ام ّغتن ب در سًذگیثَعن ٍ عپبعگشار ّویؾگی ّوِ تلاؽْبی ؽوپذر ٍ هبدر ػشیشم دعتبًتبى را هی   

 .ام ًوبیذوٌن خذاًٍذ هٌبى ًؼوت ٍخَد ؽوب را ّویؾِ گزهبثخؼ سًذگی ٍ چزاؽ راُ آیٌذٍُ آرسٍ هی

 

 

 

 

 

 



 

 

 چکیذُ

ثِ . یه فنبی لْغتبًی اعت( ثیي ًمبه)ّبی ی فبفلِی حبمز، ّذف هب ثزرعی هدوَػِدر ًَؽتِ   

فقل اٍل آؽٌبیی وَتبّی ثب فنبّبی لْغتبًی ٍ اًَاع خبؿ فنبّبی هتزیه،  ّویي هٌظَر، در

 . ّبی افىٌؾی، آًبوبٍیه ٍ هىول آًبوبٍیه خَاّین داؽتهدوَػِ

فقل . ّبی آًبوبٍیه را ثزرعی هی وٌینای فنبّبی لْغتبًی ٍ هدوَػِدر فقل دٍم، لنبیبی پبیِ   

ی یه فنبی هتزیه لْغتبًی را ی فبفلِِ وِ هدوَػًِبهی ایي پبیبىتزیي لنیِعَم ًیش، ثب افلی

ّبی ولاعْبیی خبؿ اس فنبّبی لْغتبًی ی فبفلِوٌذ، ؽزٍع هی ؽَد ٍ در ًْبیت هدوَػِثزرعی هی

 .  را ثزرعی هی وٌین... هبًٌذ فؾزدُ، ّوجٌذ راّی ٍ 

 

بّی فبفلِهدوَػِآًبوبٍیه، فنبی لْغتبًی، : کلیذ ٍاژُ
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 همذهات ٍ پیص ًیاسّا: فصل اٍل

 

 همذهِ

-خذایی)لْغتبًی در فنبّبی " پذیزّبی تؼزیفهدوَػِ"ی ّبی تَفیفی، هيبلؼِی هدوَػًِظزیِ  

ّبیی وِ ثز اعبط پیچیذگی تؼزیف ّب در پبیگبىدر ایي رٍیىزد، هدوَػِ. اعت( پذیز ٍ ثب هتز وبهل

ّب در ّز وذام اس عيَح، ثزرعی ؽًَذ ٍ عپظ عبختبر ایي هدوَػِثٌذی هیآًْب تؼییي ؽذُ، دعتِ

 .ؽَدهی

ّبی ثبس اس یه فنبی لْغتبًی ثب گزفتي َػِّبی ثَرل را دارین، یؼٌی آًْبیی وِ اس هدواثتذا هدوَػِ   

ایي . ؽَدًؾبى دادُ هی ّبیی ثبولاط چٌیي هدوَػِ. آیٌذّبی ؽوبرا ثِ دعت هیهىول ٍ اختوبع

، ثِ ًبم پبیگبى ثَرل، (اٍلیي اردیٌبل ًبؽوبرا) تَاى در یه پبیگبى تزاهتٌبّی ثِ ىَل ولاط را هی

اؽتزان ) ،(ّباختوبع ؽوبرای ثغتِ) بی ثبس، ثغتِ،ّایي پبیگبى ؽبهل هدوَػِ. ثزرعی وزد

 .اعت... ٍ ( اؽتزان ؽوبرایی اس)، (اختوبع ؽوبرایی اس ) ، (ؽوبرای ثبسّب

-ًوبیؼ دادُ هی       ثزای  ٍ  در ًؾبًِ گذاری هٌيمی خذیذ، ایي ولاعْب ثب    

 :ؽًَذ وِ در آى
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;ٍ ثبس   ;ثغتِ   

اعت وِ               در  }nA  

; ّبی هىول هدوَػِ   

 

(.ٍ غیزُ ثٌبثزایي، )
 

: ؽَدثِ فَرتی وِ در پبیگبى سیز آهذُ اعت، هٌؾؼت هیپظ 
 

0

1     …   …   

0

1    …  …   

𝜂   در ایٌدب     در ولاط عوت راعت خَدػ هؾوَل اعت ٍّز ولاط  ،   

     
     

 

        

 

ّبی افىٌؾی را دارین، وِ آًْبیی ّبی ثَرل، هدوَػِ ّبی دیگزی ثِ ًبم هدوَػِفزاعَی هدوَػِ   

 . آیٌذّبی ثَرل ثِ دعت هیگیزی اس هدوَػٍِ هىول( تقَیز پیَعتِ)ّغتٌذ وِ ثب افىٌؼ 

ؽَد، در یه پبیگبى ًبهتٌبّی ثِ ىَل، ًوبیؼ دادُ هیوِ ثبّبی افىٌؾی، ولاط هدوَػِ   

تقَیز ( ))ّبی آًبوبٍیهثِ ًبم پبیگبى افىٌؾی، وِ ؽبهل هدوَػِ( اٍلیي اردیٌبل ًبهتٌبّی)

-تقَیزّبی پیَعتِ)،(آًبوبٍیهّبی هدوَػِ هىول( ))آًبوبٍیه ، هىول(ّبی ثَرلپیَعتِ

-گذاری هٌيمی لزار هیدر ًؾبًِ. ؽَدبؽذ، هٌؾؼت هیثهی... ٍ ( ّبیهىول) ،(ی

 :دّین

 

آًبوبٍیه    

آًبوبٍیه هىول   
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ّبی ی هدوَػِتقَیزّبی پیَعتِ  

1 1

1 1n n    ّبی هىول هدوَػِ  

 :ثِ ىَری وِ در ًوَدار پبییي ّز ولاط در ولاط عوت راعت خَدػ هؾوَل اعت      

 

        ...  ... 

 ٍ 

 

-ّبی تؼزیفّبی تزاهتٌبّی اس آى ٍحتی هدوَػِتَاى اس پبیگبى افىٌؾی فزاتز رفت ٍتَعیغالجتِ هی 

ّبی افىٌؾی ٍ ثَرل وِ تزی اس فنبّبی لْغتبًی را هيبلؼِ وزد، اهب هب خَد را ثِ هدوَػِپذیز پیچیذُ

 .وٌینّبی تَفیفی ولاعیه اعت، هحذٍد هیی هدوَػِهَمَػی اس ًظزیِ

ّبی هْن ّبی تَفیفی ثزای هذتی ًشدیه ثِ یه لزى تبوٌَى، یىی اس خٌجِی هدوَػًِظزیِ    

ّبی گًَبگًَی اس ػلاٍُ ثز ایي، ًتبیح ایي ًظزیِ در ؽبخِ. ّب ثَدُ اعتی هدوَػِتحمیمبت در ًظزیِ

 ًیه، آًبلیش تبثؼی،ریبمیبت هبًٌذ هٌيك ریبمی، تزویجیبت، تَپَلَصی، آًبلیش حمیمی ٍ آًبلیش ّبرهَ

در ایي فقل، ّذف افلی هب، فزاّن . ّبی تَپَلَصیه لبثل اعتفبدُ اعتی اًذاسُ ٍ احتوبل ٍ گزًٍُظزیِ

 .آٍردى یه هؼزفی رٍؽي ٍ عبدُ اس ًظزیِ هدوَػِ ّبی تَفیفی ولاعیه اعت

 فضاّای لْستاًی

 فضاّای هتزیک ٍ تَپَلَژیک. 1

 فضاّای تَپَلَژیک. الف.0

یه یه هدوَػِ اعت ٍاعت وِ در آىفنبی تَپَلَصیه، خفتی هبًٌذ یه: تعزیف

ّبی ّبی دلخَاُ ٍ اؽتزانتحت اختوبعٍ اعت ثِ ىَری وِّبیگزدایِ اس سیزهدوَػِ
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-ّبی ثبس ًبهیذُ هیٍ اػنبی آى هدوَػِ ای یه تَپَلَصی رٍیچٌیي گزدایِ. هتٌبّی ثغتِ اعت

ّبی دلخَاُ اًذ ٍ اؽتزانثغتِ ٍ ّن  ّن . ؽَدًبهیذُ هیّبی ثبس، ثغتِ هىول هدوَػِ. ؽًَذ

 .اًذّبی ثغتِ ًیش ثغتِّبی هتٌبّی اس هدوَػٍِ اختوبع

ًبهیذُ هی ؽَد ٍ  ّب ثبس ّغتٌذ، یه هدوَػِ nUوِ در آى  ای ثِ ؽىل هدوَػِ    

 .ؽَدًبهیذُ هی ی اًذ، یه هدوَػِّبیی ثغتِ ّب هدوَػِ وِ  ای ثِ ؽىل هدوَػِ

  .ثب تَپَلَصی المبیی اعت ای چَى ؽبهل سیزهدوَػِ فنب اس یه سیز: تعزیف

ی اعت ثب ایي خبفیت وِ ّز هدوَػِ ای چَىگزدایِ یه پبیِ ثزای یه تَپَلَصی: تعزیف

ؽزه لاسم ٍ (. دّذهیی تْی را وٌین وِ اختوبع تْی، هدوَػِلزارداد هی)اعت  ثبس اختوبع اػنبی

، یه پبیِ ثزای یه تَپَلَصی ثبؽذ ایي اعت وِ ّبیاس سیز هدوَػِیوبفی ثزای ایٌىِ گزدایِ

  .ًَؽت را ثتَاى ثِ فَرت اختوبػی اس اػنبی اؽتزان ّز دٍ هدوَػِ اس هدوَػِ ّبی

ی توبم ػِاعت ثِ ىَری وِ هدوَ ای چَىگزدایِپبیِ ثزای یه تَپَلَصییه سیز : تعزیف

 .ثبؽذ ای ثزایپبیِ ّبی هتٌبّی اػنبیاؽتزان

ؽبهل ، وَچىتزیي تَپَلَصییّبی یه هدوَػِاس سیز هدوَػِ ثزای ّز خبًَادُ دلخَاُ    

ّب ایي تَپَلَصی ؽبهل توبهی اختوبع. ؽَدًبهیذُ هی ٍخَد دارد ٍ تَپَلَصی تَلیذ ؽذُ تَعو  

 ثِ ٍمَح،(. دّذرا هی وٌین اؽتزان تْی،لزارداد هی)اعت  ّبی هتٌبّی اس اػنبی اس اؽتزان

 . اعت پبیِ ثزاییه سیز

 .ای ؽوبرا داؽتِ ثبؽذؽَد ّزگبُ پبیِیه فنبی تَپَلَصیه، ؽوبرای ًَع دٍم ًبهیذُ هی: تعزیف
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ی ثبس هدوَػِ، یه ، یه ّوغبیگی ثبس حَلیه فنبی تَپَلَصیه ثبؽذ ٍ اگز: تعزیف

 .اعت ؽبهل

ای ، گزدایِی ّوغبیگی اسیه پبیِ. یه فنبی تَپَلَصیه دلخَاُ ثبؽذ فزك وٌیذ :تعزیف

ای ،  اس اعت ثِ ىَری وِ ثزای ّز ّوغبیگی ثبس  ّبی ثبس اساس ّوغبیگی چَى

 .ٍخَد دارد وِ 

، پیَعتِ اعت ّزگبُ ًگبؽت. اًذدادُ ؽذُ فزك وٌیذ فنبّبی تَپَلَصیه: تعزیف

اعت اگز ( ثِ تزتیت ثغتِ)ایي ًگبؽت ثبس . ای ثبس ثبؽذی ثبس، هدوَػِتقَیز هؼىَط ّز هدوَػِ

ایي . ثبؽذ( ثِ تزتیت ثغتِ)ای ثبس هدوَػِ( ی ثغتِثِ تزتیت هدوَػِ)ی ثبس تقَیز ّز هدوَػِ

در . َعتِ ٍ ّن ثبس اعتًگبؽت یه َّهئَهَرفیغن اعت ّزگبُ یه دٍعَیی هَخَد ثبؽذ وِ ّن پی

)ٍ  Xگبُ َّهئَهَرفیغوی ثیي ؽَد ّزًْبیت ایي ًگبؽت، ًؾبًذى ًبهیذُ هی )f X ( ثب تَپَلَصی

 .ثبؽذ( المبیی اػ

ای اس تَاثغ ثبؽذ، خبًَادُای اس فنبّبی تَپَلَصیه ثبؽذ ٍخبًَادُ اگز   

ایي تَپَلَصی، تَپَلَصی . ّب پیَعتِ ثبؽٌذ ٍخَد داردی وِ ّوِ تَپَلَصی رٍیوَچىتزیي 

 یؽَد ٍ خبًَادًُبهیذُ هی تَلیذ ؽذُ تَعو 

ثبس     

هحذٍد  را در ایٌدب ثِ تَاىثبؽذ، هی ای اس تَپَلَصی پبیِسیز اگز . ی آى اعتپبیِسیز   

 .وزد

، فنبی تَپَلَصیىی ؽبهل فنبّبی تَپَلَصیهای اس اس خبًَادُ حبفلنزة   

ّبی اعت وِ تَپَلَصی آى، تَپَلَصی تَلیذ ؽذُ تَعو تبثغ ّبی حبفلنزة دوبرتی هدوَػِ

، وِ در آى ثزای ّز ّبیی ایي تَپَلَصی هدوَػِپبیِ. اعت،تقَیز
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 ای اس تَپَلَصیپبیِ اگز. ، هی ثبؽذ،ثبس اعت ٍ ثِ خش تؼذاد هتٌبّی در 

، ٍ ثزای ّب ثِ خش تؼذاد هتٌبّی اس آًْب،یوِ ثزای ّوِ ّبی ثِ فزمثبؽذ، هدوَػِ

،یاگز ثزای ّوِ. دٌّذ، تؾىیل یه پبیِ ثزای تَپَلَصی حبفلنزثی هیّب،ثمیِ

 :دّین، آًگبُ لزار هی

  

هبًٌذ سیز تؼزیف ( َّهئَهَرفیغندر حذ )ای اس فنبّبی تَپَلَصیهاس خبًَادُ هدوَع   

 :ؽَدهی

ّبیتَاًین فزك وٌین هدوَػِّب را ثب یه وپی َّهئَهَرفیه ػَك وٌین، هیاگز ّز یه اس    

 ثبس اعت اگز ٍتٌْب اگز یهدوَػِ. :لزار دّیذ. دٍ ثِ دٍ هدشا ّغتٌذ

 .ثبس ثبؽذ در ثزای ّز

 فضاّای هتزیک. ب.1   

 یه هدوَػِ اعت ٍاعت وِسٍخی چَى یه فنبی هتزیه: تعزیف

 .وٌذثزآٍردُ هی ی یه ًگبؽت وِ ؽزٍه سیز را ثزای ّز عِ ًميِ

 

(0 )  

(2 )  

 (9 )   

 .ؽَدًبهیذُ هی چٌیي ًگبؽتی یه هتز رٍی     

 :ؽَدایٌگًَِ تؼزیف هی ٍ ؽؼبع  گَی ثبس ثب هزوش : تعزیف
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 :ؽَدگَی ثغتِ ًیش ثِ فَرت سیز تؼزیف هی)   

(                        

دٌّذ وِ تَپَلَصی فنبی هتزیه ًبهیذُ ّبی  ثبس تؾىیل یه پبیِ ثزای یه تَپَلَصی هیایي گَی   

.ؽَدهی  

هَخَد  رٍی  گبُ هتزی چَىؽَد ّزپذیز ًبهیذُ هییه فنبی تَپَلَصیه، هتزیه: تعزیف

 .اعت هتزی عبسگبر ثب  گَیین وِ در ایي فَرت هی. ثبؽذ تَپَلَصی  ِثبؽذ و

ی ثبس ، چگبل اعت اگز ثب ّز هدوَػِاس فنبی تَپَلَصیهییه سیزهدوَػِ: تعزیف

پذیز ی چگبل ؽوبرا ثبؽذ، خذاییؽبهل یه هدوَػِ اگز فنبی. ًبتْی، هميغ هؾتزن داؽتِ ثبؽذ

                             اهب ػىظ ایي هيلت لشٍهب  درعت )پذیز اعت ی ؽوبرای ًَع دٍم، خذاییّز هدوَػِ. ؽَدًبهیذُ هی

 (.      ًیغت

 .پذیز اعت اگز ٍ تٌْب اگز ؽوبرای ًَع دٍم ثبؽذخذایی پذیز ثبؽذ، آًگبُهتزیهاگز    

یه ایشٍهتزی اعت اگز یه  ٍ ثیي دٍ فنبی هتزیه تبثغ: تعزیف

 .دٍعَیی ثبؽذ ٍ

یاعت وِ ثب هتزیه المب ؽذُ اس ی، سیز هدوَػِفنبی هتزیهیه سیز فنب اس : تعزیف

 (.ثزای ّز . )هدْش اعت 

 اعت وِ در آى ، فنبی هتزیهای اس فنبّبی هتزیهحبفلنزة دًجبلِ   

 
 

dX

( , )X dd

D XX

X

XX

:f X Y( , )XX d( , )YY d

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))X Yd x x d f x f x

( , )X dYX

|d Y| ( , ) ( , )d Y x y d x y,x y X

(( , ))n n nX d ( , )n

n

X d

1

0

( , )
( , ) 2

1 ( , )

n n n n

n n n n

d x y
d x y

d x y


 










8 
 

ّبیٍ تَپَلَصی ایي فنبی هتزیه، حبفلنزة تَپَلَصی ٍ وِ   

 .پذیز اعتپذیز، هتزیهفنبّبی تَپَلَصیه هتزیهای اس ثٌبثزایي، حبفلنزة دًجبلِ. اعت

 :ؽَدایٌگًَِ تؼزیف هی( در حذ ایشٍهتزی)اس فنبّبی هتزیه  یهدوَع خبًَادُ 

ّب دٍ تَاًین فزك وٌینرٍی یه هدوَػِ ثب وبردیٌبل هغبٍی، هی ثب وپی وزدى هتزیه ّز    

 :وٌینرا ایٌگًَِ تؼزیف هی رٍی dهتزیه. :لزار دّیذ. ثِ دٍ هدشا ّغتٌذ

       اگز                                                                           

 

( , ) 1 , ,j id x y i j y X x X     اگز   

 .پذیز اعتپذیز، هتزیهثٌبثزایي هدوَع فنبّبی تَپَلَصیه هتزیه

 درخت .2   

 هفاّین پایِ. الف.2   

آًچِ در . ّبی تَفیفی اعتی هدوَػِای در ًظزیِهفَْم درخت یىی اس اثشارّبی تزویجیبتی پبیِ  

ی ی گزاف یب ًظزیِاػ در ًظزیِؽَد، ّوبًٌذ هؾبثِایٌدب ثِ آى ثِ ػٌَاى درخت ارخبع دادُ هی

 .ی تزویجیبتی ًیغت، اگز چِ هفَْهی ًشدیه اعتهدوَػِ

 ّبی هتٌبّی چَىی دًجبلِهدوَػِ. ثبؽذ ٍ ای ًبتْی هدوَػِ فزك وٌیذ   

 
 

 .دّینًوبیؼ هی را ثب  اس  ثِ ىَل    

ی تْی اعت، هدبس ی دًجبلِدر ایٌدب ًؾبى دٌّذُ ٍ  ، وِ در آىّوچٌیي حبلت

 .ؽوبرینهی
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. ثٌبثزایي . دّینًوبیؼ هی را ثب  ی هتٌبّی هبًٌذ ىَل یه دًجبلِ   

 :دّینهی ، لزارٍ  اگز 

 
 

 (.ثٌبثزایي )   

 گَیین ، هی ،ای وِثبؽٌذ ٍ ثزای ی هتٌبّی اس دٍ دًجبلِ اگز  

 ثٌبثزایي (.ًوبیؼ هی دّین  ٍ ثب) اعت یه تَعیغ اس  اعت یب ی اثتذایی اس یه ليؼِ

 .، ثزای ّز

ؽًَذ ٍ در غیز ایي عبسگبر ًبهیذُ هیی اثتذایی اس دیگزی اعتیىی ليؼِی هتٌبّی وِدٍ دًجبلِ   

.دّینًوبیؼ هی  ًبعبسگبر ثبؽٌذ ثب  اگز. ؽًَذًبهیذُ هی فَرت ًبعبسگبر

 :در ًْبیت لزار دّیذ   

       

   

 

. ّبی هتٌبّی اسی دًجبلِی ّوِهدوَػِ    

 .گیزینهی  اس ّبی ًبهتٌبّیی توبم دًجبلِرا هدوَػِ    

وِ تحت ليؼبت اثتذایی  اعت       یهدوَػِسیز یدرخت رٍی یه هدوَػِیه : تعزیف

اػنبی(. ًبتْی ثبؽذ،  ثِ خقَؿ، اگز. )، آًگبُ ٍ  ثغتِ اعت، یؼٌی اگز

اعت ثِ ىَری وِ  ای چَى دًجبلِ ی ًبهتٌبّی اسیه ؽبخِ. ًبهینهی ّبیرا گزُ 

 . ،ثزای ّز 

اعت؛  ّبی ًبهتٌبّی اس ی ؽبخِی ّوِؽَد، هدوَػًِوبیؼ دادُ هی ، وِ ثب ی تٌِ     

 یؼٌی
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یه تَعیغ عزُ داؽتِ ثبؽذ؛ ثِ ایي هؼٌی  ًبهین اگز ّز را ّزط هی در ًْبیت، درخت    

sای هَخَد ثبؽذ وِ وِ  t

  ٍ. 

 (.0-0ًوَدار)وٌین آهذُ اعت تدغن هیی ثؼذ یه درخت را ّوبًگًَِ وِ در ًوَدار ففحِ   

درختی وِ در ایي . دّذرا ًوبیؼ هی ی ًبهتٌبّی خو پزرًگ یه ؽبخِ   

ًوبیؼ دادُ ؽذُ  2-0وِ در ًوَدار         درخت دٍدٍیی وبهل . ثیٌیذ، ّزط ًیغتًوَدار هی

 .اعت، ّزط اعت

در ایي . تَپَلَصی گغغتِ در ًظز گزفترا ثِ ػٌَاى یه فنبی تَپَلَصیه ثب یتَاى هدوَػِهی    

پذیز اعت ثب هتز ایي فنبی تَپَلَصیه، هتزیه. ثبس اعت ی ی هدوَػِهدوَػِتَپَلَصی ّز سیز

 .، اگز :                                                                               عبسگبر
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