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  :چکيده 

  

  

ما در اين پايان نامه يک مساله بهينه سازی محدب را در نظر مى گيريم که مجموعه موجه در آن به 
. وسيله قيود مساوی آفين ، قيود نابرابری محدب و خلاصه اينکه مجموعه قيود محدب تعريف مى شود

مساله بهينه  پرتودر يک-εتاکر و فريتز جان را برای جواب های   –در ادامه  شرايط لازم وکافى کان 
 برای اين منظور مساله بهينه سازی چند هدفه را از طريق .سازی چند هدفه مورد بررسى قرارمى دهيم

به مساله  بهينه سازی اسکالر تبديل مى  ، مجموع وزنى از اهداف و تابع جريمه  تابع ماکزيممسه روش 
  .بهينگى استفاده مى کنيم- εرای کنيم و برای  انجام اين کار از شرايط لازم و کافى فريتز جان  ب

  

  

  

  :کلمات کليدی
  زيرديفرانسيل – εپرتو ،    - 		εموثر  ،  توابع ماکزيمم ، بهينگى - εجواب های تقريبى ، 
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  :مقدمه 

در طى بيست سال گذشته توجه وعلاقه زيادی برای به دست آوردن جواب های تقريبى مسائل بهينه 
  :وعلاقه به دو دليل است اين توجه .سازی وجود داشته است 

استفاده از الگوريتم در کامپيوتر برای : ثانيا. مدلهای رياضى يک تقريبى از موقعيت های عملى است :اولا 
  .حل مسائل بهينه سازی اغلب منجر به به دست آوردن جواب تقريبى مى شود 

ناحيه مطالعات به قصد اين علاقه در مسائل بهينه سازی چند هدفه تاکيدشده است زيرا : به ويژه 
  .مدلهای وسيع در عمل استفاده شده است

موثر در مسائل بهينه سازی چند هدفه توسط کوتات ليدز -εاولين مفهوم از جواب های تقريبى يا جواب 
  .ارائه شده است ]١٨[و وايت ]  ١۵[ولريدن  ]٨[

بهينه  -εپرتو را برای يک مجموعه تعريف مى کند وبا شروع از اين مفهوم يک جواب  - εلريدن نقطه 
د هدفه گسترش مى پرتو از مساله بهينه سازی چن -εاز مسائل بهينه سازی  اسکالر رابه يک جواب 

  .دهد

نسها اين مفهوم بيشتردر کنفرا.معرفى شده است ]٨[اين تعاريف شبيه تعاريفى است که در کوتات ليدز 
جواب -εشش مفهوم متفاوت از  ]١٨[در وايت . وبرای مسائل بهينه سازی چند هدفه استفاده مى شود

  .موثر و پنج روش حل مسائل بهينه چند هدفه آناليز شده است

بهينگى مسائل بهينه سازی اسکالر را در - εدر گذشته تحقيقات از اين نقطه شروع مى شد که نتايج 
  .هدفه گسترش مى دادند  مسائل بهينه سازی چند

و گوتيريز  ]٣[، دوتا و وتريول  ]١٣[،ليو و يوکوياما در  ]٢٠[،يوکوياما در  ]١٠,١٢[به خصوص اينکه ليو 
موثر در مسائل بهينه سازی چند هدفه را مورد بررسى قرار  پرتو-εشرايط کان تاکر برای جواب  ]۴,۶[

  .داده اند
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بدست آوردن شرايط کان تاکر برای جوابهای تقريبى وجود  در بهينه سازی اسکالر دو روش کلى در
زيرديفرانسيل -εپايه ريزی شده است و روش دوم به وسيله  ]١۴[روش اول بر اصل تغييرات اکلند.دارد

   ]١٧,١٩[. در مسائل بهينه سازی محدب طراحى شده است

پرتو موثر استفاده کنيم -εدر برنامه ريزی چند هدفه ما مى توانيم از شرايط کان تاکر  برای جواب های 
از قبيل اينکه  واز تکنيکهايى که بتوانيم مسائل بهينه سازی چند هدفه را به مسائل اسکالر تبديل کنيم

  .پرتو موثر مساله اسکالر تقريبى از جواب مساله چند هدفه است-εجواب 

  :رای تبديل مسائل بهينه سازی چند هدفه به مسائل اسکالر سه روش وجود داردب

 ]۴،٩[توابع ماکزيمم -٣  ]١،٣،١٢[مجموع وزنى از اهداف - ٢   ]١٠،١١،١٢،١٣[تابع جريمه  - ١

ما از تابع ماکزيمم برای ساده کردن شرايط فريتز جان و کان تاکر در به دست آوردن :در اين پايان نامه 

  .پرتودر مسائل بهينه سازی چند هدفه محدب استفاده مى کنيم-εجواب 

پرتو موثر به دست آمده توسط مساله بهينه اسکالر را به -εجواب های )ماکزيمم(با استفاده از اين روش 

 ]٣،١١،١٢،١٧،٢٠[. مساله بهينه سازی چند هدفه مربوط کرده وجواب را توسيع مى دهيم

  .مفاهيم مقدماتى مى پردازيم در قسمت بعدی به بيان تعاريف و

پرتو در مسائل بهينه سازی چند هدفه و تقريب جواب در -εدر بخش سوم ، ارتباط بين جواب های 

  .مسائل بهينه سازی اسکالر را بيان مى کنيم

در بخش چهارم ،توجه خود را به مسائل چند هدفه محدب محدود مى کنيم و شرايط کان تاکر و فريتز 

مى کنيم و نتايج به دست آمده رابا روش وزنى دوباره باز خوانى  بررسىپرتو موثر -εاب جان را برای جو

 .در نهايت نتايج خلاصه کار را توضيح مى دهيم.مى کنيم
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ــائل         ــريح مس ــرای تش ــا ب ــت م ــوط اس ــم مرب ــه ه ــيات ب ــائل رياض ــر مس ــه اکث ــه اينک ــه ب ــا توج ب
ــايای     ــاريف و قض ــان تع ــه بي ــاز ب ــان ني ــن پاي ــدماتاي ــم   مق ــث داري ــن مبح ــه اي ــوط ب ــن  .ى مرب اي

بــه بيــان يــک ســری  از تعــاريف و مفــاهيم      در بخــش اول . شــامل دو بخــش اســت   فصــل 
قـــدماتى و نتـــايج کليـــدی مـــى پـــردازيم و در بخـــش دوم بـــا معرفـــى يـــک مســـاله بهينـــه  م

ــای     ــواب ه ــه ، ج ــد هدف ــازی چن ــو -εس ــو -ε	،   پرت ــعيف  و   پرت ــو -ε	ض ــف   پرت ــره تعري س
 ]٣،٧،١۵،٢١[  . مى کنيم
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  مفاهیم اولیه ١- ١

  ١-١تعریف 

A. باشد ��زير مجموعه  �فرض کنيد    ⊆ X را يک مجموعه محدب مى ناميم اگر برای هر
x, y	 ∈ A   وλ ∈ λx      :داشته باشيم  �0,1� � �1 � λ�y	 ∈ �    

,�xفرض کنيد  x�, … , x�  باشد،در اين صورت مجموع �عناصری از مجموعه محدب   

	X � ∑ λ�x�
�
∑ هرگاه، است A	به متعلق ��� λ� � 1�

�λو ��� � را ترکيب محدب از 	 X .باشد  0
,�xعناصر x�, … , x� مى ناميم.  

  ٢-١تعریف 

�فرض کنيم ⊆ گوييم  �را غلاف محدب  �	محدب شاملدر اين صورت کوچکترين مجموعه  �
  . �وبرابراست با اشتراک تمام مجموعه های محدب شامل مجموعه 

    ٣-١تعریف 

�مجموعه  ⊆ λرا مخروط مى ناميم اگر به ازای هر  � � �λ	: داشته باشيم 0 ⊆ � .  

در اين قسمت تعاريفى ازتوابع محدب و مقعرکه نقش مهمى در مسائل بهينه سازی دارند ارائه مى 
fتابع  و ��زيرمجموعه محدب از  X زير وقضايایدر تعاريف . دهيم ∶ X	 ⟶ R	 ∪ در نظر  �∞�

  .گرفته شده است

  ۴-١تعریف 

fتابع . باشد  �يک زير مجموعه ناتهى ومحدب از  �اگر  ∶ X	 ⟶ R	 ∪ محدب است  �روی  �∞�
,�xاگر به ازای هر  x� ∈ S    وx� � x�  وهرλ	 ∈   :داريم  �0,1�

f�λx� � �1 � λ�x�� � 	λ	f�x�� � �1 � λ�f�x��  

  .محدب باشد f�را مقعر مى گوييم هرگاه  fتابع 
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  .اگر نامساوی اکيد باشد توابع محدب و مقعر را توابع محدب و مقعر اکيد مى ناميم

�f�xمانند تابع  � |x|  محدب و تابع  �که رویf�x� � �|x| مقعر است.  

  ۵-١تعریف 

  .را آفين مى ناميم ، هرگاه هم محدب و هم مقعر باشد مانند توابع خطى fتابع 

  ۶-١تعریف 

:fفرض کنيد تابع  �	 ⊆ �	 ⟶ � ∪   :  مساله بهينه سازی  �∞�

min 			          f�x�  

s. t		       x	 ∈ C  

را به ترتيب  �و مجموعه  f	نشان مى دهيم ،تابع ��را يک مساله برنامه ريزی رياضى مى گوييم و با 
  .تابع هدف و مجموعه قيود مى گوييم 

 �برابر  �را يک مساله برنامه ريزی مقيد و اگر  ��باشد ،  �وعه سره از ميک زير مج �چنانچه 
  .را نامقيد مى ناميم  ��باشد 

	xمى گوييم،  اگر به ازای هر   ��را مينيمم سراسری  �x نقطه ∈ C  داشته باشيم   :f�x� � f�x��  

وجودداشته باشد به  �xمى گوييم ، هرگاه يک همسايگى حول نقطه   �� موضعىرا مينيمم  �xنقطه
x  طوريکه برای هر   ∈ ��x��  داشته باشيم :f�x� � f�x��  

εقصد داريم يک جواب تقريبى بدست آوريم ،برای اين منظور با فرض هم اکنون ما   � يک جواب  0
ε- تعريف مى کنيم  ��مينيمم از مساله،.  

  ٧-١تعریف 

:fتابع  �	 ⊆ �	 ⟶ � ∪ �xنقطه .را در نظر مى گيريم �∞� ∈ C  را يکε- مينيمم از مساله�� 
	xمى ناميم ،هر گاه به ازای هر  ∈ C  داشته باشيم:  

f�x�� � ε �	 f�x�  
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  ٨-١تعریف 

:fتابع   X → R ∪   :غير تهى باشد يعنى  fرا سره مى گوييم اگر دامنه  �∞�

�	x ∈ X	 ∶			  f	�x� � ∞		� 

  ٩-١تعریف 

در نظر مى گيريم که اين مجموعه به صورت زير  fمجموعه ای به نام زبر نمودار  fهر تابع حقيقى برای 
  :تعريف مى شود 

epi	f	 � ��x, λ� ∈ X � R	 ∶ 			f�x� � 	λ	�  

  ١٠-١تعریف 

X	يک مخروط محدب و بسته در  Pفرض کنيد  ⊆ R�  روی ≥باشد و همچنين رابطه X به صورت زير
x                         :                                   تعريف شده باشد   �� y  ⟺	  y � x	 ∈ P     

,xرا صعودی گوييم ،اگر برای هر  Xروی  fدر اينصورت تابع  y ∈ X   کهx �� y  داشته باشيم
f�x� � f�y� .  

  ١-١قضیه 

,�fفرض کنيد توابع  f�, … . f� ∶ X	 → R ∪   :محدب باشد در اينصورت  �∞�

,�αبرای اسکالرهای دلخواه ونامنفى )الف α�, … . α�  تابع،f�x� � ∑ α�f�
�
  .محدب است ���

,�f��xتابع )ب f��x�, … . f��x�	�	 f�x� � max� محدب است.  

gاگر تابع ) ج ∶ R → R  محدب وصعودی باشد ، آنگاه تابع�gof� محدب است.  

  ) ج(اثبات قسمت 

g�f�λx: بايد ثابت کنيم  � �1 � λ�x�� � 	λg�f�x�� � �1 � λ�g�f�x�� .  
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�λf�xمحدب است پس  fچون تابع  � �1 � λ�f�x� � f�λx � �1 � λ�x�  وهمچنين چون تابع
g  صعودی است داريم :g�f�λx � �1 � λ�x�� � g�λf�x� � �1 � λ�f�x��  وچون تابعg 

�g�λf�x: محدب نيز هست در نتيجه  � �1 � λ�f�x�� � λg�f�x�� � �1 � λ�g�f�x��	 . لذا با
  :توجه به اين نابرابری ها داريم 

 g�f�λx � �1 � λ�x�� � 	λg�f�x�� � �1 � λ�g�f�x��وحکم ثابت مى شود.  

  ١١-١تعریف 

λهمگن مثبت است اگر و فقط اگر برای هر  fتابع  � �f�λ:  داشته باشيم 	0 � λf  

  ٢-١قضیه 

fتابع  اگر ∶ R� → R ∪   .پيوسته است  f	dom	intروی  f اهگمحدب وسره باشد، آن �∞�

  ]٢[اثبات 

  ١٢- ١تعریف

	lim: نيم پيوسته پايينى مى گوييم هرگاه  �xرا در نقطه  f	تابع inf�→��
f�x� � f�x��  

  :نيم پيوسته پايينى اگر و فقط اگر  �xرا در نقطه  fتابع به راحتى مى توان نشان داد که : تذکر 

 lim	 inf�→��
f�x� � f�x��  زيرا برای هرδ � ������∋�inf: داريم 0 f�x� � f�x��  بنابراين  

lim�→��inf�∈������ f�x�� � f�x��   در نتيجه:	lim	 inf�→��
f�x� � f�x��  از طرفى چون

	lim	:    نيم پيوسته پايينى است داريم   fتابع  inf�→��
f�x� �	 f�x��  

,fهرگاه توابع  g  نيم پيوسته پايينى باشد ،آن گاه تابعf � g نيم پيوسته پايينى است.  

  :١٣-١تعریف  

xيک مجموعه محدب بسته غير تهى باشد و  Cفرض کنيد  ∈ C   تابع شاخص را به صورت زير تعريف
  : مى کنيم
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I��x�  � � 0									if	x ∈ C
∞									if	x ∉ C

�  

بسته ومحدب است اگر و فقط اگر تابع شاخص آن نيم پيوسته پايينى  و محدب  �از  �زير مجموعه  
  .باشد

  :با مساله نامقيد زير معادل است ��حال با توجه به تابع شاخص مساله 

min�∈� f	�x� 	� I��x�  

  :١۴-١تعریف  

نيم پيوسته پايينى نباشد مى توان يک تابع نيم پيوسته پايينى وابسته به آن توليد کرد که اپى  fاگر تابع
��clf	epiنشان مى دهيم ،چون  clfبرابر است و با  fگراف آن با بستار اپى گراف  � epıf�����  

 صورت به  clfبسته است ،پس اين تابع نيم پيوسته پايينى است ،هم چنين ضابطه   clfلذا اپى گراف 
  : زير است

clf�x� � lim	inf f�y�
�→�

  

�f�x� clf�x:  داريم  f	برای بيان نيم پيوسته پايينى �  

fاکنون به بيان دوگان تابع  ∶ X	 → R ∪   :تعريف مى شود،مى پردازيم ∗Xکه روی  �∞�

  :١۵-١تعریف  

fتابع سره  ∶ X	 → R ∪ fرا در نظر مى گيريم ،تابع  �∞� ∗ ∶ X	∗ → R ∪ ∗xبرای هر  �∞� ∈ X∗  

  :تعريف مى شود به صورت زير 

f ∗�x∗� �  sup�∈��� x∗, x � �f�x��  

  .اين تابع را مزدوج فنچل مى ناميم

fهمچنين تابع  ∗∗ ∶ X → R ∪ xبرای هر  �∞� ∈ X به صورت زير تعريف مى شود:  

f ∗∗�x� �  sup�∈��� x∗, x � �f ∗�x∗��  
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fکه تابع    .مى ناميم fرا مزدوج دوم تابع  ∗∗

∗x برای هر ∈ X∗ و هر x ∈ X رانامساوی زير :  

� x∗, x �  � f�x� � f ∗�x∗�  

xنا مساوی يانگ فنچل گوييم ، به علاوه برای هر  ∈ X داريم:  

f ∗∗�x� �	 f�x�  

  ٣-١قضیه 

:fتابع X → R ∪ fسره و محدب ونيم پيوسته پايينى است،  اگر وتنها اگر        �∞� ∗∗�x� � f�x� 	

xبرای هر  ∈ X اگر و همچنين h�x� � λf�x� آنگاه ،باشد :	�∗�x∗� � λf ∗�
�∗

�
�.  

  ]٢[اثبات 

  ١۶- ١تعریف

  :به صورت زير است  �Iباشد ، تابع مزدوج  Xزير مجموعه    K	کنيد فرض

I∗��x
∗� �	 sup�∈� � x∗, x �  

 I∗� را تابع محمل مجموعهK  مى گوييم و به صورت زير نشان مى دهيم:  

I∗��x
∗� � σ��x

∗�: � σ�K, x∗� � sup�∈� � x∗, x �  

  ١٧-١ تعریف

fتابع  ∶ 	 R� 	→ R  را در نقطهx�  مشتق پذير مى گوييم اگر بردار�f�x�� ∈ R�  موجود باشد به
  :طوريکه

f�x� � f�x�� �  � �f�x��, x � x� � ���∥ x � x� ∥�  

�و                       0  lim�→�� O�∥ x � x� ∥� ∥ x � x� ∥⁄   

  :نکته 
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�xفرض مى کنيم ∈ int	dom	f ير ابع محدب و مشتق پذت .باشدf  مينيمم خود را در نقطهx�   اختيار
��x���مى کند ،اگر و فقط اگر  � 0  

  ]٢[اثبات 

  ١٨- ١تعریف

xمحدب وسره باشدو  fفرض کنيد تابع  ∈ dom	f  آنگاه،x∗ ∈ X∗  را يک زير گراديانf در	�    

  :گوييم، اگر

f�y� – f�x� �		� x∗, y � x	 �                                                        ∀	y ∈ X 

  

  ١٩- ١تعریف

xمحدب وسره باشدو  fفرض کنيد تابع  ∈ dom	f ، زير گراديان های  تمامآن گاه مجموعه ای f در� 
  :مى ناميم وبه صورت زير نشان مى دهيم  �در f	را زير ديفرانسيل

∂f�x� � 		 �  x∗ϵX∗		 	 ∶ 		f�y� � f�x� 	�		� x∗, y � x � 											 ∀		y	 ∈ 	X	�   

xهمچنين اگر  ∉ dom	f   آنگاه∂f�x� � 0 .  

�f�x	:مثال  � |x|    ⇒				 ∂f�0� � ��1,1�  

  ۵-١قضیه 

�xمحدب وسره باشدو  fفرض کنيد تابع  ∈ dom	f  نقطه ،x� مينيمم تابع	f  است ،اگر وتنها  �روی
0اگر  ∈ ∂f�x�� .  

  ]٢[اثبات 

را در يک مساله بهينه سازی بدست آوريم پس با فرض  f	مينيمم تابع-εاز آن جايى که مى خواهيم 
ε �   .به بيان قضايای بعدی مى پردازيم 0
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  ٢٠- ١تعریف

:f: فرض کنيد  X ⟶ R ∪ �xيک تابع سره محدب و   		�∞� 	∈ 	dom�f�    وε � 0	 .  

ε –  زير ديفرانسيل تابعf درx�     را به صورت زير تعريف مى کنيم:  

∂εf�x�� � 		 �  x∗ϵX∗		 	 ∶ 		f�x� � f�x�� � 	ε�� x∗, x � x� � 											 ∀		x	 ∈ 	X	�   

  ٢١- ١تعریف

 C ⊂ X   يک زير مجموعه محدب بسته و غير تهى وx� 	∈ 	C   را در نظر مى گيريم . 

N	�C	, x�	�   را مخروط نرمال نسبت به زير مجموعهC   ازX  در نقطهx�  مى ناميم وبه صورت زير
  :تعريف مى کنيم

N	�C	, x�	� � �			x∗ϵX∗		 ∶	� x∗, x � x� �	� 0	          	∀		x	 ∈ C			�   

  ٢٢- ١تعریف

 C ⊂ X   يک زير مجموعه محدب بسته و غير تهى وx� 	∈ 	C   را در نظر مى گيريم . 

N�	�C	, x�	�  -را مخروط	نرمال نسبت به زير مجموعه  �C   ازX  در نقطهx�  مى ناميم وبه صورت
  :زير تعريف مى کنيم

N�	�C	, x�	� � �			x∗ϵX∗		 ∶	� x∗, x � x� �	� �	          	∀		x	 ∈ C			�   

  

  ١-١گزاره 

�xيک مجموعه محدب بسته غير تهى باشد و  Cفرض کنيد  ∈ C  را به صورت زير در  تابع شاخص
  :نظر مى گيريم 

I��x�  � �0									if	x ∈ C
∞									if	x ∉ C

�  
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  :زير ديفرانسيل داريم – εحال باتوجه به تعريف 

∂�I��x�� � �			x∗ ∈ X∗			:	� x∗, x � x� �	� �				∀		x ∈ C			�  

��I��x  � زيرا                                                                                � 0     I��x�  

,	�C	I��x�� N��∂:                               باتوجه به تعاريف بالاداريم   x�	� �  

  ۶-١قضیه 

	0است ، اگر و فقط اگر  Xروی f	پرتو از تابع محدب و سره  – εيک نقطه  �xنقطه  ∈ ∂�f	�x� باشد.  

  :اثبات 

	0ابتدا فرض مى کنيم  ∈ ∂�f�x� باشد آن گاه داريم:  

f�x� � f�x�� � ε �	� 0, x � x� �                                                        ∀x	 ∈ X  

�f�xدر نتيجه   � f�x�� � ε � �xو  0	 ∈ Min	��	f	, X	� .  

  :بر عکس 

�xاگر  ∈ Min	��	f	, X	�  داريم:	f�x� � f�x�� � ε �   در نتيجه0	

 f�x� � f�x�� � ε �	� 0, x � x� 	0و  � ∈ ∂�f�x�  

  ٧-١قضیه 

  :سره باشد ، دراين صورت  fفرض کنيد تابع 

x∗ ∈ ∂�f�x��                     ⟺         f�x�� � f ∗�x∗�    �	� x∗, x� � 	�ε            
  :اثبات

∗xابتدا فرض مى کنيم  ∈ ∂�f�x��  با توجه به تعريف داريم:  

f�x� � f�x�� � 	ε�� x∗, x � x� �    ⟺   f�x� � f�x�� � 	ε�� x∗, x � �� x∗, x� � 

  ⟺  � x∗, x� � �f�x�� � ε �� x∗, x � �f�x�				 ⟺																						  
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� x∗, x� � �f�x�� � ε � sup�∈��� x∗, x � �f�x��	       

�	:پس x∗, x� � �f�x�� � ε � f∗�x∗�	                 

�:       در نتيجه  x∗, x� � � ε � f∗�x∗� � f�x��  اگر روابط را از پايين به بالا برويم عکس قضيه
  .نيز اثبات مى شود

  ٢٣- ١تعریف

:�fفرض کنيد توابع X	 → � ∪ �∞�	, f�: Y	 → � ∪ ��fسره باشند،تابع  �∞� f�  را به صورت
   :زير تعريف مى کنيم

�f1� f2��x� � inf��,��∈��  f��x�� � f��x�� |  	x� � x� � x �   

  ٢۴- ١تعریف

:fفرض کنيد  X	 → � ∪ �محدب باشد و تابع  �∞� ∈ ���, f�تابع  �� ∶ Y	 → � ∪ را به  �∞�
  :مى کنيم صورت زير تعريف 

��f���� � inf 	�f�x�		|		Ax � y	�.  

 inf Af � inf	f     وdom	Af � A�domf�												 .  

:�fيدتوابع    فرض کن �	 → � ∪ :�fو     �∞� �	 → � ∪   تابع. محدب و سره باشد �∞�

	φ: X	 � Y	 → R ∪   :را به صورت زير تعريف مى کنيم  �∞�

φ�x, y� � f��x� � f��y�.همچنين واضح است که تابع	φ  محدب وسره است.  

  ٢- ١گزاره

:φ	تابع  X	 � Y	 → R ∪ ,φ�xرا به صورت   �∞� y� � f��x� � f��y�  تعريف مى کنيم و تابع
A: X	 � X	 → X به صورت َA�x�, x�� � x� � x� باشد ، آن گاه :  

�f1� f2��x� � ��φ��x�  کهx � x� � x�  
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  : اثبات 

  :    داريم  �φ��با توجه به تعريف 

��φ��x� � inf�φ�x�, x��	|	��x�, x�� � x�  در نتيجه:  

��φ��x� � inf�	f��x�� � f��x��	|			x� � x� � x		�  و برابر است با�f1� f2��x�.  

  ٨-١قضیه 

,�	fفرض کنيد توابع  f	� ∶ X	 → R ∪ :φ	سره باشد و �∞� X	 � Y	 → R ∪   : آن گاه  �∞�

�φ∗�x) الف
∗, x�

∗� � f�
∗�x�

∗� � f�
∗�x�

�x�برای هر   �∗
∗, x�

∗� ∈ X∗, Y∗  

∗�f��) ب � f ∗o	A∗     و�f�� f��
∗
�x∗� � f�

∗�x�
∗� � f�

∗�x�
∗�  

  :اثبات 

�φ∗�x) الف
∗, x�

∗� � sup 	� � x�
∗, x � �� x�

∗ � y � �φ�x, y�	|�	x, y� 	 ∈ ��, ��	�  

,φ�xبا توجه به تعريف  y�  داريم:  

φ∗�x�
∗, x�

∗� � sup 	� � x�
∗, x � �� x�

∗ � y � �f��x� � f��y�|�	x, y� 	 ∈ ��, ��	�  
φ∗�x�

∗, x�
∗� � sup�� x�

∗, x � �f��x�	|	x ∈ X	� �sup�� x�
∗ , y � �f��y� 	|	y ∈ Y	�   

φ∗�x�
∗, x�

∗� � f�
∗�x�

∗� � f�
∗�x�

∗�   

∗�f��ابتدا نشان مى دهيم که ) ب � f ∗o	A∗  

��f�∗��∗� � sup 	� � �∗, y � ���f��y�	|y ∈ Y�   

�f��y��حال با توجه به تعريف  � inf 	�f�x� 		|		Ax � y	�  داريم:  

��f�∗��∗� � sup�∈� 	� � �∗, y � �inf��|�����f�x�	�   

��f�∗��∗� � sup 	� � y∗, y � ���x�|	�x, y� 	 ∈ �X, Y�, Ax � y�   
�Af�∗�y∗� � sup 	� � y∗, Ax � ���x�|	x	 ∈ X� �  sup 	� � A∗y∗, x � ���x�|	x	 ∈ X�   
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� f ∗�A∗�∗� �  f ∗o	A∗��∗�																			   

�f1�	:حال چون در گزاره بالا ثابت کرديم   f2��x� � ��φ��x�  کهx � x� � x�  داريم:  

�f�� f��
∗
�x∗� � �Aφ�∗�x∗� � φ∗o	A∗�x∗�	.  

:Aتابع با توجه به مفروضات گزاره بالا  X	 � X	 → X به صورت َA�x�, x�� � x� � x�   است
∗�پس . ∶ 	 X∗ 	→ 	X∗ � X∗  وA∗�x∗� � �x�

∗, x�
  :در نتيجه  �∗

 φ∗o	A∗�x∗� � φ∗�x�
∗, x�

∗� � f�
∗�x�

∗� � f�
∗�x�

  لذا  �∗

  �f�� f��
∗
�x∗� � f�

∗�x�
∗� � f�

∗�x�
  .نيز اثبات مى شود) ب(وقسمت   �∗

  

  ٩-١قضیه 

,�fفرض کنيد توابع  f� ∶ X	 → R ∪ �x محدب و سره و نيم پيوسته پايينى باشد و �∞� ∈ X د وجو
,�f داشته باشدبه طوريکه f�  در آن متناهى و يکى از آنها درx� پيوسته باشد،در اينصورت:  

�f� � f���x�� �	 ∪ ����
����

�������

�		���	f��	x�� � ���f��	x��	� ��  

  :ابتدا نشان مى دهيم 

�f� � f���x�� 	⊆	 ∪ ����
����

�������

�		���	f��	x�� � ���f��	x��	� ��  

∗x	:فرض مى کنيم  ∈ ∂���f� � f���x��	                

  :داريم  ٧-١در نتيجه طبق قضيه

�f � f��
∗�x∗� ��f� � f���x�� � 	�	�	� x∗, x� �  

�x،  ٨-١حال با توجه به قضيه 
∗	, x�

∗ ∈ X∗   ،x�
∗ � x�

∗ � x∗  وجود دارد به طوريکه:  

f�
∗�x�

∗� � f�
∗�x�

∗� �f��	x���f��	x�� � �	�	� x∗, x� �  
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f�
∗�x�

∗� � f�
∗�x�

∗� �f��	x���f��	x���� x�	
∗ , 	x� � �� x�

∗, 	x� � � �  
f�
∗�x�

∗� � f��	x���� x�	
∗ , 	x� �	� ���    , f�

∗�x�
∗��f��	x���� x�	

∗ , 	x� �	� ��  

  :با توجه به روابط بالا داريم 

 ε�� � ε� � ε  حال�� � � � ��پس    �� � �� � �   

  :در نتيجه 

f�
∗�x�

∗� � f��	x���� x�	
∗ , 	x� �	� ��   ,   f�

∗�x�
∗��f��	x���� x�	

∗ , 	x� �	� �� 

  :داريم  ٧-١حال با توجه به قضيه 

x�
∗ ∈ 	���	f��	x��	  ,  x�

∗ ∈ 	���	f��	x��  

  :که نشان مى دهد 

x∗ � x�
∗ � x�

∗   ∈ 	 	���	f��	x�� � 	���	f��	x��  

 x∗	  ∈ 		∪ ����
����

�������

�		���	f��	x�� � ���f��	x��	�  

  :در نتيجه 

�f� � f���x�� 	⊆	 ∪ ����
����

�������

�		���	f��	x�� � ���f��	x��	� ���  

  :اثبات عکس قضيه 

∪		 ∋  	∗x :فرض مى کنيم  ����
����

�������

�		���	f��	x�� � ���f��	x��	�                

,�εوجود دارد  ε� � �εبه طوريکه  0 � ε� � ε    وx∗	  ∈ 	 		���	f��	x�� � ���f��	x��    
x�
∗	, x�

∗ ∈ X∗   ،x�
∗ � x�

∗ � x∗	  وجود دارد  ، به طوريکه:  

x�
∗ ∈ 	���	f��	x��	  ,  x�

∗ ∈ 	���	f��	x��  

  :داريم  ٧-١با توجه به قضيه 


