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1-1  

جـايي را تعريـف كـرده و ارتبـاط آن بـا      هروي حلقه هـاي جاب ـ  »يك ماتريس رتبه«ابتدا  ،در اين فصل
 را، )جبر خطي معمولي كه اسكالرها از ميدان انتخاب مي شـوند (كلاسيك خطي حالت مشابه در جبر 

در  كرده و اثباتجايي را بيان و هيلتون روي حلقه هاي جابمه -قضيه كيلي ،در ادامه. كنيمبررسي مي 
  .م داديپيرامون فرم نرمال اسميت مطالبي را ارائه خواه ،پايان

، هرگـاه  مرا يك حلقه گويي) .,+,R(سه تايي . يك مجموعه ناتهي باشد Rفرض كنيد : تعريف 1-1-1
)R,+ (ضـرب نسـبت بـه    و بـوده  پـذيري بت به ضرب داراي خاصيت شركتنس كهآبلي بوده  يگروه 

RRرا يكدار گوييم هرگاه ) .,+,R(حلقه ي . دداراي خاصيت پخشي باش جمع به قسـمي موجـود    1∋
Ra∈ ،aa..aباشد كه براي هر  RR ==  Rيم ويجـايي باشـد گ ـ  ههمچنين اگر عمل ضـرب جاب ـ . 11

  .نمايش مي دهيم Rرا با ) .,+,R(، از اين پس براي سهولت در  نوشتن. جايي استهيك حلقه جاب
ايـن مطلـب را   شـوند البتـه گـاهي بـراي تأكيـد بيشـتر       ها يكدار فرض ميدر اين پايان نامه حلقه :تذكر

  .كنيممييادآوري 

R(M(يك حلقه باشد آنگاه  Rاگر  :مثال 1-1-2 mn×  مجموعه ي تمام ماتريسـهاي ،m×n    بـا درايـه
]و  Rهاي در  ]x))R(M( mn×  مجموعه ي تمام چند جمله ايهاي با ضرايب در)R(M mn×،  همراه بـا

حلقه ها هستند؛ كه زمينه ي اصلي مطالب اين فصل و فصـلهاي بعـدي را تشـكيل     جمع و ضرب طبيعي
  .مي دهند

 Rو در حالـت جابجـايي بـا     Tجايي حلقه را بـا  همعمولاً در حالت ناجاب( حلقه باشد يك Tفرض كنيد 
}بـه عبـارتي   ،بـه جـز صـفر اسـت     T يهق ـعناصـر حل  T∗منظـور از  ). نمايش مـي دهـيم   }0−=∗ TT .

 .∋Ty*بـراي بعضـي  yx=0يـا  xy=0را مقسوم عليـه صـفر گـوييم هرگـاه      ،∋Txهمچنين عنصر
متعلق بـه    x عنصر. به كار مي بريم Tتمام مقسوم عليه هاي صفر حلقه را به عنوان نماد Z(T)همچنين 

==1را يكه گـوييم هرگـاه    )T,,+⋅(حلقه  yxxy ،   بـراي برخـيTyو)T(U را بـه عنـوان نمـاد     ∋
  .مي بريمكارهب Tتمام عناصر يكه  ةمجموع

موجود باشد به  ∋Ruشريك مي ناميم هرگاه عنصر يكه  را Rجايي هحلقه ي جابر د yو xعنصر  ود
uyxقسمي كه yxمي نويسيم ،شريك هم باشند  yو xگاه هر. = يـك   " ~ "واضـح اسـت كـه   . ~

Ry,xيك حلقه ي جابجايي باشد و  Rوقتي . رابطه ي هم ارزي است ايـن اسـت    yx، منظور از ∋
yxzكند به عبارت ديگر مي را عاد yعنصر  xكه عنصر     .∋Rzبراي بعضي  ،=
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F(M)a(A(فرض كنيد : يادآوري nnij ×∈=)Fماتريس  ندترمينا .)يك ميدان استA   را بـاdet(A) 
  به صورت زير تعريف مي كنيم داده ونمايش 

∑
∈σ

σσσσ=
nS

)n(n)()( a...aa)sgn()Adet( 2211  

 )σ)sgn=1آنگـاه جايگشتي زوج باشد  nS∈σو اگر  حرف بوده nگروه جايگشتهاي روي  nSكه 
  .)σ)sgn=−1آنگاهفرد باشد واگر

لـذا   نداشـته و Fميـدان رونپذيري عناصـر  تباطي به واراكنيد تعريف دترمينان،همان طور كه مشاهده مي
  .شودجايي نيز به همين صورت بيان ميجابههاي اين تعريف در حلقه

F(MT(فرض كنيد  :مثال 1-1-3 nn×=  حلقه ي تمام ماتريسهايnn)n( ×≥ يـه هـاي در   آ، با در2
   و جايي استهحلقه اي ناجاب Tصورت  در اين .باشد Fميدان 

{ } { }.)Adet(TA)T(Zو)Adet(TA)T(U 00 =∈=≠∈=  
}رابطه  در اينجا }0=∈= )Adet(TA)T(Z، كنيمرا اثبات مي .  

     BA=0چنـان موجـود اسـت كـه    ، TB∈≠0بنابراين ماتريس. باشد ∋T(ZA(كنيمابتدا فرض مي
)0=AB( .0دهيمنشان مي=)Adet(.  0هرگاه≠)Adet( در ايـن صـورت مـاتريس    باشدA  داراي

كــه  B=0خــواهيم داشــت A−1در) BA)0=AB=0اســت، بنــابراين بــا ضــرب طــرفين A−1وارون
}بنـــــابراين  .تنـــــاقض اســـــت  }0=∈⊆ )Adet(TA)T(Z . كنـــــيم فـــــرض مـــــي حـــــال

{ }0=∈∈ )Adet(TAA ، 0بنــابراين معادلــه=AXهرگــاه ايــن . داراي جــواب غيــر بــديهي اســت
R(MB(اول ماتريس تونجواب را در س nn×∈  خواهيم  هاي آن صفر است قرار دهيمدرآيهكه ساير

  راينبناب. AB=0داشت
{ } ).T(Z)Adet(TA ⊆=∈ 0  

} بدين ترتيب تساوي }0=∈= )Adet(TA)T(Z شوداثبات مي.  
  .باشد Z(R)=  }0{صحيح گوييم هرگاه ةرا حوز R و يكدار حلقه جابجايي :تعريف 1-1-4

معرفـي   ،5-1-1استفاده قرار مي گيرند را در قالـب مثـال    مورد كراتبهدرادامه حال چند نمادآشنا كه 
  .مي كنيم

  .صحيح هستند ةهاي زير همگي حوز حلقه :مثال 1-1-5
  .حلقه ي تمام اعداد صحيح=  Z) الف
  .هر ميدان دلخواه =  F )ب
  .ميدان اعداد گويا=  Q )ج
]) د ]nX,...,X,XF   .F، با ضرايب در ميدان همتغير nحلقه ي تمام چند جمله ايهاي  21
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گوييم هرگاه تحت جمع  Rحلقه آلايدهيك را  Rاز حلقه ي J ناتهي يزير مجموعه :تعريف 1-1-6
  .باشندJمتعلق به xtو  txعناصر  ∋Jxو  ∋Rtبسته بوده و براي هر 

Z(MT(نيـد ك فرض: مثال 1-1-7 n  ،)nZ(Mبـراي هـر عـدد صـحيح     تايـن صـور   در، =×22 22×  
  . است Tحلقه آلي ازايده

TMگوييم هرگاه  را بيشين Tاز حلقه ي  Mآلايده :تعريف 1-1-8 چنـان   Tاز  Bاگر ايده آل و  ≠
TBMموجود باشد كه  TBآنگاه ⊇⊇ BMيا  = را بـا   Tبيشـين  هـاي  اشتراك تمام ايـده آل . =

J(T) نمايش مي دهيم.  

ــف 1-1-9 ــده :تعريـ  ــدرJآلايـ ــه ي جابـ ــايي هحلقـ ــارا  Rجـ ــا  بـ ــد متنـ ــاه  توليـ ــوييم هرگـ هي گـ
nRx...RxRxJ +++= Jx,....,x,x، براي بعضي 21 n آل آن بـا توليـد   كه هر ايده را حلقه اي. 21∋

 نصـر را اصلي گوييم هرگاه توسط يك ع Rدر حلقه ي  Jلآهمچنين ايده. گوييم يمتناهي باشد نوتر
) PIR(اصـلي  آلايـده را يـك حلقـه    R، دنباش ـ اصـلي  Rاي حلقههلآهرگاه تمام ايده. توليد شده باشد

 (PID)اصـلي  آلايـده حوزه  يكRآنگاه گوييمباشد، حوزه صحيحيك  Rعلاوه براين اگر . ناميممي
  .است

  .استPIDيكX[F[آنگاه  يك ميدان باشد Fاگر همچنين. است PIDيك  Z :مثال 1-1-10
 ،اسـت  Mگروهي آبلي ماننـد ) چپ(مدول −Rيك. يك حلقه باشدRفرض كنيد : تعريف 1-1-11

ــا ــابعي  همــراه ب MMRازت ــارا )m,r(نقــش(×→ ــه ،)هــيمدمــينشــان  rmب ــه ازاي طــوريب كــه ب
Rs,rهر Mb,aو ∋   شرايط زيربرقرارباشند ∋

ba(r(rbra) الف   ؛+=+
)sr(saraa) ب   ؛+=+
rs()sa(r(a) ج =.  

  بوده و يكدار  Rهرگاه 
Mm،mmRبه ازاي هر ) د ∈=1،  

يـك   در اين صـورت  باشد تقسيمي يك حلقه Rهرگاه . مدول يكاني است−Rيك  Mآنگاه گوئيم 
R−نام دارد) چپ(مدول يكاني، يك فضاي برداري.  

پذيرباشــد، بــه تعــويض Rاگــر . شــودابه تعريــف مــيطريــق مشــ بــه) يكــاني(مــدول راســت−Rيــك 
rmmrتـوان بـاتعريف  مي Mمدول چپ −Rهر rوMmRيبـه  ازا ، = مـدول  −Rسـاختار ، ∋∋

  .گوييممدول مي−Rچپ را به اختصار لمدو−Rبه بعد، اينجا از. راست داد
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زيرمـدول از  −Rرا يـك   Mاز Nزيـر مجموعـه نـاتهي   . مدول باشـد −RيكMهمچنين فرض كنيد ِِ
M گوييم هرگاهN زيرگروه جمعي ازM بوده وتحت ضرب اسكالر بسته باشد.R− زيرمـدولN  ازM 
Mx,...,x,xهرگــــاه ،بــــا توليــــد متنــــاهي گــــوييم   را  k د كــــه  ن، چنــــان يافــــت شــــو  21∋

}Rrxr{N i

k

i
ii ∈= ∑

=1
 .باشد

 و Iاي از انديســـها ماننـــد مــدول آزاد گـــوييم هرگـــاه مجموعـــه −Rرا يـــك M :تعريـــف1-1-12
MIi}ix{ iRxIiMدكه نچنان يافت شو ∋⊇ يـك حلقـه باشـد،     Rبـه عنـوان مثـال اگـر    .=⊕∋

  صورت به  هكnRمدول−Rآنگاه
( ){ }Rx,...,x,xx,...,x,xR n

t
n

n ∈= 2121  
  .   مدول آزاد است−Rيك شود تعريف مي

 .)اجعه شـود رم]4-8،2[ ت اثبات بهزئيابراي اطلاع از ج( .اد استمدول آز−Rهر فضاي برداري يك
اش را در فضـاهاي  شود، كـه نمونـه  هاي آزاد ديده ميها در رفتار مدولبا وجود اين، بعضي نابهنجاري

هـاي  ، ولي در مـدول هستند در فضاهاي برداري صادق ذيلبه عنوان نمونه موارد . برداري سراغ نداريم
  .باشندصادق نمي )جاييو ناجابه(جايي اي جابههآزاد روي حلقه

بــراي مثــال قــرار دهيــد . تــوان بــه يــك پايــه گســترش دادهــر زيــر مجموعــه مســتقل خطــي را مــي) 1
MZR }با پايـه   آزاد و مدول،−Zبه عنوان Zدر اين صورت.== }يـا  1{ }اسـت، همچنـين  −1{ }2 

  .نيست Zمدول  -Zولي قابل گسترش به يك پايه براي  مستقل خطي است، Zروي 
MZRبراي مثال، باز هم  قرار دهيد .هر مجموعه مولد شامل يك پايه است) 2 در اين صورت . ==

}مجموعه }32,،Mهايكند اما هيچ كدام از مجموعهرا توليد مي{ }و2{ }3،M كنندرا توليد نمي.  
بـراي مثـال فـرض    . متناهي است هر زير فضا از يك فضاي برداري با توليد متناهي، خود نيز با توليد) 3

X,...,X,X[KR[...,يك ميدان وKكنيد n21=قرار دهيد  .باشدMR يـك   Mدر ايـن صـورت  . =
R- هاي آلهاي آن ايدهبوده و زير مدول 1{}مدول آزاد با پايهR حال فـرض كنيـد   .هستندN   آل ايـده

 مـدول  -RازNزير مـدول  در اين صورت .هايي باشد كه جمله ثابت آنها صفر استايهمه چند جمله
M با توليد متناهي نيست.  

 زير مدول مثال قبل در ،براي نمونه.هر زير فضاي يك فضاي برداري، نيز يك فضاي برداري است) 4 
N باشد آزاد هم نيستعلاوه بر اينكه با توليد متناهي نمي.  

هـاي  بـه طـور كلـي مـدول     .درست هستند 4و3هاي ها گزاراره PIDهاي آزاد روي براي مدول :تذكر
بـراي اطـلاع از جزييـات    .ها در موارد زيادي رفتاري شبيه بـه فضـاهاي بـرداري دارنـد     PIDآزاد روي 

  .مراجعه كنيد، ]16[ به 4. 2هاي بالا به بخشتوضيحات مثال
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  در اين صورت .مدول باشد -Rيك  Mفرض كنيد  :تعريف 1-1-13

  به صورت زير تعريفو  داده نشان m(AnnR(با را Rدر  mاز س، پوچ∋Mmي عنصر برا) الف
  مي كنيم

{ }.xmRx)m(AnnR 0=∈=  
و بـه صـورت    دادهنمـايش  N(AnnR( را با Rدر  Nاز سباشد آنگاه پوچ M ي اززير مدول Nاگر ) ب

  زير تعريف مي كنيم
.{ }Nn;xnRx)N(AnnR ∈∀=∈= 0  

R(M(در اين صورت گروه آبلي ،شدبا جاييهيك حلقه جاب Rهر گاه nm×جمع ماتريسـها و ضـرب    با
)ijE)m,...,iهمچنين ماتريسـهاي   .استل مدو -Rاسكالر، يك  )n,...,j(و=1 كـه بـه صـورت     ،=1

R(M(مدول  -Rزير تعريف مي شوند يك پايه براي  nm× است.  

[ ]
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
)j,i()q,p(;
)j,i()q,p(;

E
pqij 0

1  

=∑∑به وضوح
= =

m

i

n

j
ijijE]A[A

1 1
]كه  ، ]ijA واقع در سطر ةدرايiام و ستونj ام ماتريسA است.  

  .ها معرفي مي كنيمدر نوشتن ماتريسگذاري براي سهولت نماد چنددر ادامه 
A(Col(امـين سـتون آن را بـا    jو  Rowi)A(را بـا  سـطر  امين A،iاتريسدرم j    نمـايش مـي دهـيم .

nmAهمچنين ماتريس    .ايش دهيمو به صورت زير نم ردهكرا بوسيله سطرهايش افراز ×

.
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)A(Row

)A(Row

)A(Row

A

m

M

2

1

  

nmAهمچنين ماتريس    .دادو به صورت زير نمايش  كرد هايش افرازنتوسط ستوتوان را مي ×

.))A(Col)A(Col)A(Col(A nK21=  
توضـيحات  بـا ايـن    .بـه كـار مـي بـريم     Aمـاتريس   را بـراي نمـايش ترانهـاده    tAكنـيم  يادآوري مـي 

)R(MA,R)x,...,x(اگر nm
nt

n ×∈∈=ξ   آنگاهباشد،  1
.)A(Colx...)A(Colx)A(ColxA nn+++=ξ 2211  

nmAفضاي ستوني ماتريس همچنين    اده و به صورت زير تعريف مي كنيمنمايش د CS(A)را با  ×
.{ }nRA)A(CS ∈ξξ=  

nmA ماتريسفضاي سطري  علاوه،به   اده و به صورت زير تعريف مي كنيمنمايش د RS(A)را با  ×
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.{ })R(MA)A(RS m×∈δδ= 1  
)Bdet().Adet()ABdet(و)Adet()Adet(از آنجا كه در اثبات دو معادله  t  F فقـط خـواص   ==

جـايي  هه ي جاب ـحلق ـ هردر  اين معادلات، لذا جابجايي مورد استفاده قرار مي گيردحلقه به عنوان يك 
  .نيز برقرارند

مـاتريس روي حلقـه هـاي      كه در بخـش بعـدي بـراي تعريـف رتبـه      مفاهيمي است نيز از  كهادمفهوم 
يك زيرماتريس مربعـي  ن ، دترمينا Aاز ماتريس×ttكهادمنظور از يك . جايي به آن نياز داريمهجاب

tt× ازA تـر شـدن   بـراي روشـن  . مـي آيـد  دست هب آن ف تعدادي از سطر و ستونهايكه با حذاست
  فرض كنيد  ،مطلب

.
hgfe
dcba

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

⎥بـه صـورت    آن 2×2دوتا از زيـر ماتريسـهاي    دراين صورت باشد
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
fe
ba

و
he
da كه اولـي بـا   هسـتند

بدسـت   Aف سـتونهاي سـوم وچهـارم مـاتريس    دومي با حذ و Aحذف ستونهاي دوم وسوم ماتريس
beafمربوط به هركدام به ترتيب هايكهاداند وآمده deahو  −   .باشندمي −

R(MA(فرض كنيد  :تعريف14- 1-1 nn×∈ دراين صورت .باشد  
A(Mij(،n,...,,j,iبراي هر ) الف )n()n( كهادرا به عنوان نماد  =21 11 كـه از   Aمـاتريس   −×−

  .ام تشكيل شده است بكار مي بريمjام و ستون iحذف سطر 
)A(M)(عنصر) ب ij

ji+−1 را )j,i(−ماتريس ي سازهامين همA   ناميده و بـا)A(Cofij  مـي  نمـايش 
  .دهيم

R(M)a(A(فرض كنيد  :)لاپلاس( هقضي 1-1-15 nnij   در اين صورت. باشد =∋×

Adet()A(Cofa(,n,...,,k,i) الف
n

j
ikkjij 21

1
=∀δ=∑

=

.  

Adet()A(Cofa(,n,...,,k,j) ب
n

i
jkikij 21

1
=∀δ=∑

=

.  

 يعني ،در اينجا همان دلتاي كرونكر است ijδكه 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=δ
ji;
ji;

ij 0
1.  

  ■].19-4،2[ :اثبات
ــاتر    ــه مــ ــته بــ ــاقي وابســ ــاتريس الحــ ــا  Aيس مــ ــايش دا A(adj(را بــ ــورت نمــ ــه صــ  ده و بــ

)A(Cof)]A(adj[,)n,....,,j,i( jiij ==  هـــايفرمـــولدرايـــن صـــورت  .تعريـــف مـــي كنـــيم 21
  .آيندصورت زير در مي ، به15-1-1 قضيه

 )1(                                                     nI)Adet(A)A(adj)A(Aadj ==   
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  .است×nnماتريس هماني  nIكهيجاي
R(MA(فرض كنيد  :نتيجه 1-1-16 nn×∈دراين صورت . باشدA   وارون پذير است اگر و تنها اگـر
)R(U)Adet( ∈.  

R(MB(بنـابراين مـاتريس  . وارون پـذير اسـت   Aفرض كنيـد   :اثبات nn×∈  كـه  سـت چنـان موجـود ا 
nIBAAB ــابراين. == )Bdet()Adet()ABdet()Idet(بن n ــذا نتيجــه مــي .1=== ــريم كــه ل گي
)R(U)Adet( ∈.  

)R(U)Adet(اگر  ،برعكس   ، داريم)1(طبق معادله  ∋
.[ ] [ ] nIA)A(adj))A(det()A(adj))A(det(A == −− 11  

  ■.وارون پذير است Aبنابراين 
در  كـه اجامـا از آن  .ت مشابه در جبر خطـي كلاسـيك اسـت   فوق تعميمي از حال يجهتواضح است كه ن

 Aدر مـي آيـد كـه مـاتريس     اين صـورت  نتيجه فوق به  لذا ها هر عضو ناصفر، وارون پذير استميدان
  .)Adet(≠0وارون پذير است اگر و تنها اگر 

R(M(هـاي حلقـه  آلي از خواص ايدهعضبقسمت به اين  پاياندر nn×    هـاي  آلبـا ايـده   و ارتبـاط آنهـا
  .كنيماشاره مي ،Rي حلقه

  باشد آنگاه  Rايده آلي دو طرفه از حلقه ي  uهرگاه  :قضيه 1-1-17
[ ]{ })n,...,j,i(;uA)R(MA)u(M ijnnnn 1=∈∈= ــه  ×× ــه از حلق ــي دوطرف ــده آل R(M(اي nn× 

R(M(در حقيقت هر ايده آل دوطرفه . است nn× ين شكل استبه هم.  
   ■.]10-4-16،2[ :اثبات

21فرض كنيد  :گزاره1-1-18   u,u ةايده آل حلق ود R دراين صورت .باشند  
21اگر ) الف uu u(M)u(M(آنگاه  ⊇ nnnn 21 ×× ⊆.  
u(M)u(M)uu(M() ب nnnnnn 2121 ××× = II.  
u(M)u(M)uu(M() ج nnnnnn 2121 ××× +=+.  
.u(M)u(M)uu(M( )د nnnnnn 2121 ××× =  

  ■.شوندبه سادگي اثبات مي :اثبات
F(M(يك ميدان باشد آنگاه  Fاگر  :نتيجه 1-1-19 nn×حلقه اي ساده است.  

  ■.شودنتيجه حاصل مي،17-1-1قضيه اي ساده است با استفاده از  حلقه Fاز آنجا كه ميدان  :اثبات
 J، هرگا باشد Tعنصر خودتواني از حلقه ي  eيي و حلقه اي نه لزوماً جابجا Tفرض كنيد  :مل 1-1-20

e)T(eJ)eTe(Jدر اين صورت باشد  Tآلهاي ماكسيمال حلقهاشتراك تمام ايده =.  



 9                 جايي                                                                  هاي جابهماتريسها روي حلقه
 

 
 

   ■.]6-4،3[ :اثبات
R(J(M)R(M(J((صورت  در اين باشد حلقه اي جابجاييRفرض كنيد :قضيه 1-1-21 nnnn ×× =.  

  ■.]10-4،3[ :اثبات
  
  جاييهاي جابهرتبه يك ماتريس روي حلقه 1-2
  
مسـتقل خطـي آن مـاتريس    ) هـاي ستون(رتبه يك ماتريس با تعداد سطرهاي ، جبر خطي كلاسيك در

جـايي  هدر اين بخش سعي داريم تا تعريفي مشابه از رتبه يك ماتريس روي حلقه هاي  جاب. برابر است
  .حالت فوق باشدطوري كه تعميمي از هارائه دهيم، ب

R(MA(فـرض كنيـد    :تعريف 1-2-1 nm×∈ باشـد و}n,mmin{r  tبـراي هـر  درايـن صـورت    .=
)r,....,t( 1=، )A(It  ايده آلي از حلقه يR   كهادهـاي تمـام   ةاست كـه بوسـيل tt× مـاتريس   ازA 

  .توليد شده است
را محاسـبه   Aاز  ×ttتمـام زيـر ماتريسـهاي     ن، ابتدا بايد دترميناA(It(بنابراين براي مشخص كردن  

  .ها را پيدا كنيمناين دترمينا ةو سپس ايده آل توليد شده بوسيلكرده 
)t()t( هركهاد ،)15-1-1(قضيه ي لاپلاسبنابر 11   درنتيجهاست و  A(It(عضوي از  +×+

.R)A(I)A(I....)A(I)A(I rr ⊆⊆⊆⊆⊆ − 121  
  منظور قرار مي دهيمبراي اين  .تعريف فوق را مي توان به تمام اعداد صحيح گسترش داد

{ }
⎩
⎨
⎧

≤
>

=
.t;R

n,mmint;)(
)A(It 0

0  
  بنابراين

)2(                    {} .R)A(I)A(I...)A(I)A(I rr =⊆⊆⊆⊆= + 0110  
  
R(MB(كنيد فرض  :مل 1-2-2 mp×∈ و)R(MC nm×∈در اين صورت  .باشند  

.Zt;)C(I)B(I)BC(I ttt ∈∀⊆ I  
  ■.]5-4،4[ :اثبات

نمـايش   Gl(m,R)را بـا   Rروي حلقـه ي    m×mهاي وارون پـذير  تمام ماتريس مجموعه :نمادگذاري
  .مي دهيم

R,n(GlQ(وGlP)R(MA،)R,m(فرض كنيد :نتيجه 3- 1-2 nm×∈∈∈صورت در اين .باشد 
)PAQ(I)A(I tt =.  
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PA(I))PA(P(I)A(I)PA(I(:اثبــات tttt ⊆=⊆ A(I)PA(I(ابراين ، بنــ1− tt ــ .= طــور مشــابه هب
)PAQ(I)PA(I tt =.■  

  خواهيم داشت )2(بنابراين باتوجه به رابطه  ،از جهت شمول را عوض مي كندسچون اثر پوچ
.

( ) .R)(Ann))A(I(Ann...))A(I(Ann))A(I(Ann)R(Ann)( RrRRRR =⊆⊆⊆⊆⊆= 00 21
  

A(I(Ann((توجه كنيد كه اگر  tR آنگاه  ،مخالف صفر باشد))A(I(Ann)tk( kR≤  نيز مخـالف ،
  . صفر است

R(MA(فرض كنيد :تعريف 1-2-4 nm×∈در اين صورت رتبه ماتريس . باشدA را با)A(rk  نمايش
  اده و به صورت زير تعريف مي كنيمد

.( )( ){ })(AIAnntmax)A(rk tR 0==  
R(MA(فرض كنيد  :نتيجه 1-2-5 nm×∈. در اين صورت  

}) الف }n,mmin)A(rk. ≤≤⋅  
PAQ(rk)A(rk( )ب R,m(GlP),R,n(GlQ(، براي هر = ∈∈.  
.A(rk)A(rk( )ج t=  
01اگر و تنها اگر  A(rk(=0) د ≠≥∀ ))A(I(Ann)t.( tR  
nmاگر) ه n)A(rkآنگاه  = )R(Z)Adet(تنها اگر و اگر > ∈.  

  ■.]11-4،15[ :اثبات
ZR},,,,,{فرض كنيد  :مثال 1-2-6 5432106   .باشد ==

R(MA(قرار دهيد ) الف nm×∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 20

 نـين همچ. يك مقسوم عليـه صـفر اسـت    Aهر درايه ي . 22
R)A(IوR)A(I 42 21 ==،034032 ≠=≠= R)R(AnnوR)R(Ann RR. 

  .A(rk(=0بنابراين

R(MB(فرض كنيد ) ب 2230
02

×∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
 Z(R)متعلق بـه   Bدر اين جا هم تمام درايه هاي ماتريس . =

ــتند و  ــمت هســ ــق قســ ــه»  ه«طبــ ــي . B(rk(>5،2-2-1نتيجــ RRR)B(Iاز طرفــ =+= و 321
)()B(I(AnnR 01  .B(rk(=1، بنابراين =

R(MC(راگ) ج 2253
21

×∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)R(U)Cdet(، 5-2-1 نتيجـه  » ه«آنگاه طبق قسمت باشد= ∈= 5. 

  .C(rk(=2 لذا
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جايي هحلقه هاي جابروي  ماتريس يك شاره كرديم، تعريف رتبههمان طور كه در ابتداي اين بخش ا
 Fلـب، فـرض كنيـد    براي روشن تر شدن مط. كلاسيك استتعميمي از تعريف نظير آن در جبر خطي 

F(MA(يك ميدان و  nm×∈ ي مـاتريس  در جبـر خطـي كلاسـيك، رتبـه    . باشـدA ،  تعـداد  مـاكزيمم
را  Aاز  ×ttو زيـر مـاتريس    tبـر برا A(rankF(حـال اگـر   . اسـت  Aسطرهاي مستقل خطي ماتريس 

واضـح   ،سطر آن همان سطرهاي مستقل خطي مذكور در توضيح فـوق باشـند   tچنان انتخاب كنيم كه 
از آنجـا   ده ووب ـلف صـفر  امخ ـ A(It(بنابراين . اين زير ماتريس مخالف صفر است ناست كه دترمينا

A(I(Ann((س پ ،صحيح است حوزه Fكه  tR نكه هر زير مجموعـه  اما با توجه به اي .برابر صفر است
>≠0ســـتقل خطـــي، خـــود، مســـتقل خطـــي اســـت پـــسم ةاز يـــك مجموعـــ )A(I)tr( r، لـــذا  و

00 =≤≤ ))A(I(Ann)tr( rR .  از آنجا كـهt   مـاتريس  سـطرهاي مسـتقل خطـي     تعـداد مـاكزيممA 
)A(I)tr(}{پس  ،است r )R))A(I(Ann)tr و بنابراين ،<=0 rR در نتيجه تعريف رتبه يـك  . <=

   .مطابقت دارد كلاسيك با تعريف مشابه آن در جبر خطي ،جاييهجاب ماتريس روي يك حلقه
ــيه 1-2-7 ــد : )N.McCoy(قض ــرض كني R(MA(ف nn×∈ــد ــادلات  . باش ــتگاه مع در اينصــورت دس

n)A(rkداراي جواب نابديهي است اگر وتنها اگر  AX=0همگن <.  
  ■ .]3-4،5[ :اثبات
  .ش را با نتيجه زير به پايان مي بريماين بخ

R(MC(وMB)R(فرض كنيد :نتيجه 1-2-8 pmnp ××   صورت اين درباشد ∋∋
{ }.)C(rk),B(rkmin)BC(rk ≤  

   ■.]14-4،4[ :اثبات
  
  هميلتون -قضيه كيلي 1-3
  
قبـل از پـرداختن   . جايي استههميلتون روي حلقه هاي جاب -اثبات قضيه كيلي ،ف نهايي اين بخشهد

  .ت اين قضيه را در جبر خطي كلاسيك يادآوري مي كنيمرصو ،به اين موضوع
  .)شودمتغير فرض ميXدر اين بخش (

R(MA(يك ميدان و  Fفرض كنيد  nm×∈در اين صورت  .باشد)AXIdet( n را چنـد جملـه اي    −
هميلتـون در جبـر خطـي     -كيلي قضيه .نمايش مي دهيم X(CA(با آن را ناميده و Aماتريس  مشخصه
 ،صـدق مـي كنـد    خـود  در چنـد جملـه اي مشخصـه    Aماتريس  ،بيانگر اين مطلب است كه كلاسيك

 X[T[ يك حلقه باشد آنگاه حلقه چند جملـه ايهـاي   Tكه اگر يادآوري مي كنيم . A(CA(=0يعني
ــ ــر    هجابـ ــا اگـ ــر و تنهـ ــت اگـ ــايي اسـ ــ Tجـ ــد هجابـ ــايي باشـ ــين . جـ ــه همچنـ ــد جملـ اي در چنـ
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nn
nn aXaXaXa)X(f +++= −
−

1
1

10،0a   را ضــريب پيشــرو وn را درجــه)X(f   ناميــده و بــا
n)f( 10را تكين گوييم هرگاه  X(f(چند جمله اي . نمايش مي دهيم∂= =a باشد.  
        X[T[در ايدو چندجملـه  X(g(وf)X(و )جاييهنه لزوماً جاب(حلقه يكTفرض كنيد :قضيه 1-3-1

X(T)X(s),X(v),X(r),X(u(هايياچند جمله اين صورت در .باشند   نان موجودند كهچ∋
)g()r(  )الف =+=0يا   ∂>∂ )X(r;)X(r)X(g)X(u)X(f.  
)g()s(  )ب =+=0يا   ∂>∂ )X(s;)X(s)X(v)X(g)X(f.  

   ■.]2-4،7[ :اثبات
ي راسـت  را باقيمانـده  X(r(، )و با نماد گذاري مـذكور در آن ( ، 1-3-1 در قضيه ي :تعريف 1-3-2

  .مي ناميم X(g(بر  f)X(را باقيمانده ي چپ تقسيم  s)X(و  g)X(بر f)X(تقسيم 
  فرض كنيد :مثال 1-3-3

[ ] )Q(MT,XTX)X(f 2211
31

11
11

×=∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

]و = ]XTX)X(g ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= 10

ــند 21 . باشــــ
  دراين صورت

)X(f)X(g)X(u

XX

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

31
11
11

10
21

11
11

  

⎥بنابراين 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 00

00
)X(r  باقيمانده ي راست تقسيم)X(f  بر)X(g همين طور  . است  
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  .لزوماً باهم برابر نيستند Z(fL(وfR)Z( بنابراين جايي باشد،حلقه اي ناجابه Tآنجا كه ممكن است 


