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تشͺر و تقدیر

دادن ادامه توان و کرد عطا تحصیل توفیق بنده این به که گویم مͬ فراوان سپاس را منان خداوند

نکرد. صلب را

همچنین کنم. مͬ قدردانͬ بودند من یاور و مشوق جا همه و همیشه که عزیزم مادر و پدر از ابتدا

کمال کردند شایانͬ ͷکم نیز علمͬ لحاظ از تشویق و صبر بر علاوه راه این در که مهربانم همسر از

این در که انصاری اسماعیل دکتر آقای جناب دلسوز معلم و راهنما استاد از همچنین دارم. را تشͺر

ساخت روشن ادامه برای را راه چراغͬ مانند و آموخت بنده به را کردن اثبات راه اثبات جای به راه

پایان این داوری دار عهده و نموده زحمت قبول که گرامͬ داوران از پایان در و دارم. را تشͺر کمال

خاطر به خسروی الʓه امین آقای و ها اتاقͬ هم دوستان، تمامͬ از نهایت در و سپاسگذارم. شدند نامه

دارم. را تشͺر نهایت تحصیلم دوران طول در شان همراهͬ

ب



چͺیده

ͷاتوماتی پیوستگͬ از برگزیده هایی مثال

رستگار محمد

و زیبا مثالهایی ارائه با کنیم.سپس مͬ اشاره ͷاتوماتی پیوستگͬ مفهوم به ابتدا نامه پایان این در

مͬ�کنیم. بررسͬ را ͷاتوماتی پیوستگͬ توانمندی و قدرت ساده

ث
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مقدمه

لذا برعکس. وگاهͬ است ساده�تر جبری خواص از ͬͺتوپولوژی خاصیتهای آوردن دست به گاهͬ

کنند. پیدا جبری خواص و ͬͺتوپولوژی خواص بین رابطه�ای بتوانند که صددند در دانشمندان اکثر

جبری خواص از را است ͬͺتوپولوژی خاصیت ͷی که پیوستگͬ خاصیت تا مͬ�کنیم سعͬ ما بنابراین

آوریم. دست به ... و الحاقͬ خود بودن ضربی بودن خطͬ مانند

پایان این در ما چیست؟ بحث این از هدف چه؟ یعنͬ ͷاتوماتی پیوستگͬ که است این سوال اولین

دهیم. گسترش را ͷاتوماتی پیوستگͬ معنͬ که داریم این بر سعͬ سوالات این به پاسخ بر علاوه نامه

داد. خواهیم نشان را ͷاتوماتی پیوستگͬ قدرت و توانمندی ساده قضیه�های و مثالها ارائه با همچنین

جبری شرایط که باشد ساختارها یادیͽر باناخ جبر یا باناخ فضای دو بین تابع ͷی T کنید فرض

که گرفت نتیجه توان مͬ آیا مͬ�کند ایفا را ... و الحاقͬ خود بودن، ضربی بودن، خطͬ مانند خاصͬ

است؟ پیوسته T

پایان این در مͬ�شوند. نامیده ͷاتوماتی پیوستگͬ قضایای باشند خاصیتͬ چنین دارای که قضایایی

سوال این بررسͬ همچنین و دارد اشاره ͷاتوماتی پیوستگͬ قضایای به موجود قضیه�های و مثالها نامه،

برد؟ بین از یا کرد تضعیف را قضیه�ها این شرایط توان مͬ آیا که

هایی مثال ارائه به دوم فصل در شویم. مͬ آشنا بحث این برای نیاز مورد تعاریف با اول درفصل

این در همچنین شویم. مͬ آشنا ضربی - خطͬ توابع با آخر فصل در و پرداخته ͷاتوماتی پیوستگͬ از

این بررسͬ همچنین و آورده ͷاتوماتی پیوستگͬ زمینه در ضربی - خطͬ توابع از هایی قضیه فصل

برد؟ بین از یا کرد تضعیف را قضیه�ها این شرایط توان مͬ آیا که سوال

چ



اول فصل

اولیه قضایای و تعاریف



فصول در آنها از که را تابعͬ آنالیز و آنالیز مبحث از نیاز مورد قضایای تعاریفو برخͬ فصل این در

را آن اثبات و نموده نظر صرف فصل این قضایای اثبات از مͬ�کنیم. بیان کرد، خواهیم استفاده بعدی

مͬ�دهیم. ارجاع تابعͬ آنالیز و آنالیز کتابهای از موجود مرجعهای به

ͬͺتوپولوژی فضاهای .١

مجموعه�های زیر از ای گردایه τ = {Gi : i ∈ I} و ناتهͬ Xیͷمجموعه فرضکنید تعریف١-١:

است: زیر خواص دارای که باشد X

X, ∅ ∈ τ(١∪
i∈J Gi ∈ τ آنگاه J ⊆ I ∩٢)اگر

i∈J Gi ∈ τ باشد متناهͬ J ⊆ I اگر (٣

همراه X مͬ�شود. نامیده X روی ͷتوپولوژی ساختار ͷی یا و توپولوژی ͷی τ صورت این در

مجموعه�های τ اعضای مͬ�دهیم. نشان (X, τ) با را آن و مͬ�نامیم ͷتوپولوژی فضای ͷی را τ با

(X, τ) جای به صورت این در باشد شده مشخص X روی τ توپولوژی اگر مͬ�شوند. نامیده باز

مͬ�گیریم. نظر در ͷتوپولوژی فضای عنوان به را X خود

توپولوژی پایه ͷی Bرا ∈ P (X) گردایه باشد تهͬ غیر یͷمجموعه X فرضکنید تعریف٢-١:

اگر: گوئیم X برای

باشد. موجود X شامل B از B عضو ͷی کم دست x ∈ X هر ازای ١)به

که طوری به باشد موجود B3 مانند B از عضوی باشد متعلق B2 و B1 عضو دو به x ٢)اگر

.B3 ∈ B1 ∩B2

مͬ�خوانند X در توپولوژی ͷی برای زیرپایه ͷی را X های زیرمجموعه از S گردایه تعریف٣-١

توپولوژی را S اعضای متناهͬ مقاطع اجتماعهای همه و باشد X برابر S اعضای اجتماع هرگاه

(C یا R (مانند میدان ͷی F کنید فرض تعریف۴-١: مͬ�نامیم. S زیرپایه توسط شده تولید

مͬ نامیده بردار عناصرش که X مجموعه ͷی از است عبارت F روی برداری فضای ͷی باشد.

مͬ�شوند: تعریف زیر جبری خواص با اسͺالر ضرب و جمع عمل دو آن در و شوند

که طوری به مͬ�شود متناظر x+ y بردار ͷی y و x بردارهای از زوج هر به الف)

x+ y = y + x , x+ (y + z) = (x+ y) + z , x, y, z ∈ X.

٢



xداریم ∈ X هر برای که طوری به مͬ�باشد مبدا) یا صفر (بردار 0 یͺتای بردار ͷی شامل X

.x+ (−x) = 0 که طوری به مͬ�شود متناظر −x یͺتای بردار ͷی x ∈ X هر به و x+ 0 = x

که طوری به مͬ�شود متناظر αx بردار x ∈ X و α ∈ F که (α, x) زوج هر به ب)

1x = x , α(βx) = (αβ)x

پذیری توزیع قانون دو و

α(x+ y) = αx+ αy , (α+ β)x = αx+ βy

است. برقرار

اعداد میدان را F نامه پایان این در مͬ�رود. کار به نیز اسͺالر میدان صفر عنصر برای 0 نماد

نظرمͬ�گیریم. در مختلط یا حقیقͬ

ͷتوپولوژی Xیͷفضای هرگاه توپولوژیͷنامیم برداری فضای Xرا برداری فضای تعریف۵-١:

جمع: عمل و بوده

+ : X ×X −→ X

(x, y) 7→ x+ y

اسͺالر: ضرب و X ×X روی حاصلضربی توپولوژی با

. : X × F −→ X

(α, x) 7→ αx

باشند. بسته یͺانͬ مجموعه�های همچنین و بوده پیوسته X × F روی حاصلضربی توپولوژی با

هر برای هرگاه نامیم کراندار را X ͷتوپولوژی برداری فضای از E مجموعه زیر تعریف۶-١:

.sE ∈ U باشیم داشته s > λ هر برای که باشد موجود چنان λ عدد X از U باز مجموعه

نامیم خطͬ را T : X −→ Y نگاشت باشند دلخواه فضای دو Y Xو کنید فرض تعریف٧-١:

باشیم: داشته X به متعلق y و x و β و α اسͺالر هر ازای به هرگاه

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

را f : X −→ Y تابع باشند ͬͺتوپولوژی برداری فضای دو Y و X کنید فرض تعریف٨-١:

باشد. باز باز، مجموعه هر معکوس تصویر هرگاه نامیم پیوسته

٣



f : X −→ Y خطͬ تابع باشند ͬͺتوپولوژی برداری فضای دو Y و X کنید فرض تعریف٩-١:

باشد. کراندار کراندار، مجموعه هر تصویر هرگاه نامیم کراندار را

نرمدار فضاهای .٢

مͬ�گیریم. نظر در pرا : X −→ Rنگاشت باشد برداری فضای ͷی X فرضکنید تعریف١٠-١:

باشیم: ,xداشته y ∈ X هر برای هرگاه است زیرجمعͬ p الف)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

باشیم: داشته λ ≥ 0 هر و x ∈ X هر برای است،هرگاه مثبت همͽن p ب)

p(λx) = λp(x).

باشیم: داشته λ ∈ F و x ∈ X هر برای هرگاه است، مطلق همͽن p ج)

p(λx) =| λ | p(x).

باشد. مطلق همͽن و جمعͬ زیر هرگاه است، نرم نیم p د)

مͬ�نامیم، X روی نرم ͷی X برداری فضای روی را ∥ . ∥: X −→ [0,∞) تابع تعریف١١-١:

باشند: برقرار زیر خواص هرگاه

a) ∥ x ∥= 0 ⇔ x = 0

b) ∥ αx ∥=| α |∥ x ∥

c) ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥

.α ∈ F و x, y ∈ X آن در که

مͬ نشان (X, ∥ . ∥) با را آن و مͬ�شود نامیده نرمدار فضای ͷی آن، روی نرم ͷی با همراه X

فضای » مͬ�نویسیم « (X, ∥ . ∥) دار نرم «فضای جای به اختصار به نشویم ابهام دچار اگر دهیم.

.« X نرمدار

به ͬͽهمسای ͷی دیͽر عبارت به یا و r شعاع و x مرکز به باز گوی ͷی دار، نرم فضای هر در

مجموعه از عبارتست r شعاع و x مرکز

Br(x) = {y :∥ x− y ∥< r}.

۴



و باز واحد گوی ترتیب به B1(0) = {x :∥ x ∥≤ 1} و B1(0) = {x :∥ x ∥< 1} اینکه خصوص به

مͬ�شوند. نامیده X در بسته واحد گوی

که X به متعلق y و x هر برای هرگاه نامیم هاسدروف را X ͷتوپولوژی فضای تعریف١٢-١:

.y ∈ V و x ∈ U که طوری به باشند موجود جدا هم از V و U باز های ͬͽهمسای x ̸= y

نامیم، کراندار را X از E زیرمجموعه باشد. نرمدار فضای ͷی X کنید فرض تعریف١٣-١:

.∥ x ∥≤Mباشیم داشته x ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته وجود M > 0 هرگاه

حالت در و است ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی دار نرم فضای هر که باشیم داشته توجه باید

معادلند. ١-۶ تعریف با تعریف این نرمدار فضای

توپولوژیهای X روی هرگاه نامیم معادل X خطͬ فضای روی را p2 و p1 نرم دو تعریف١۴-١:

M2 و M1 طبیعͬ اعداد هرگاه نامیم معادل را p1 و p2 نرم دو معادل طور به یا کنند ایجاد یͺسان

که: باشند موجود چنان

p1(x) ≤M1p2(x) p2(x) ≤M2p1(x).

همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه نامیم تام یا کامل را X ͬͺتوپولوژی فضای تعریف١۵-١:

باشد.

باشد. کامل Xهرگاه نامیم باناخ را X دار نرم فضای تعریف١۶-١:

باشد کننده جدا نرمهای نیم از خانواده ͷی (pα;α ∈ I) و مجموعه ͷی X کنید فرض تبصره

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را V (pα, n) مجموعه�های

V (pα, n) = {x ∈ X; pα(x) <
1

n
}.

تشͺیل B مͬ�کنیم تعریف V (pα, n) های مجموعه متناهͬ اشتراکهای تمام را B مجموعه حال

صورت به را نرمها نیم خانواده توسط شده تولید توپولوژی حال مͬ�دهد. موضعͬ پایه زیر ͷی

مͬ�کنیم: تعریف زیر

τ = {G;G = ∅, G =
∪

x∈X,B∈B
(x+B)}.

.B اعضای انتقالهای تمام یعنͬ

۵



نرمدار جبرهای .٣

نگاشت ͷی همراه به F روی X برداری فضای ͷی از عبارتست Fروی جبر ͷی تعریف١٧-١:

کند صدق زیر اصول در α ∈ F ,xو y, z ∈ X هر برای که X توی به X ×X از (x, y) 7−→ xy

a)x(yz) = (xy)z

b)x(y + z) = xy + xz , (x+ y)z = xz + yz

.c)(αx)y = α(xy) = x(αy)

مختلط جبر ͷی X آنگاه F = C اگر و حقیقͬ جبر ͷی X آنگاه ،F = R اگر فوق تعریف در

y ضربxو ،xy بردار و مͬ�نامیم X در ضرب را (x, y) 7−→ xy نگاشت همچنین مͬ�شود. نامیده

.xy = yx باشیم داشته X در y و x هر برای هرگاه گوئیم جابجایی جبر ͷی را X مͬ�شود. نامیده

و F از عنصری α ،F روی برداری فضای ͷی X مجموعه، ͷی E کنید فرض تعریف١٨-١:

به X توی به E از نگاشتهایی عنوان به را αf و f + g باشند. X توی به E از نگاشتهایی g و f

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(αf)(x) = α(f(x)) x ∈ E.

هنگامͬ ترتیب همین به مͬ�شود. نامیده اسͺالر ضرب و نقطه به نقطه تعریفجمع تعریف، این

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را نقطه به نقطه ضرب است، جبر ͷی X که

(fg)(x) = f(x)g(x) x ∈ E.

همریختͬ ͷی باشند. F یͺسان اسͺالر میدان روی جبر دو Y و X کنید فرض تعریف١٩-١:

که طوری به است ϕ : X −→ Y خطͬ نگاشت ͷی ،Y توی به X از

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) x, y ∈ X.

x, y ∈ S اگر هرگاه مͬ�شود، نامیده X گروه نیم زیر ͷی X از S مجموعه زیر تعریف٢٠-١:

.xy ∈ S آنگاه

۶



گروه نیم زیر ͷی W هرگاه نامیم، Xاز زیرجبر ͷی را Xاز Wبرداری زیرفضای تعریف٢١-١:

تحدید آن ضرب و X میدان با یͺسان آن میدان که باشد جبر ͷی آن خود علاوه به و بوده X

است. X ضرب از W ×W روی ضرب،

∥ . ∥ و جبر ͷی X آن در که (X, ∥ . ∥) جفت از است عبارت نرمدار جبر ͷی تعریف٢٢-١:

:X در y و x هر برای که خاصیت این با است X روی نرم ͷی

∥ xy ∥≤∥ x ∥∥ y ∥

» جای به اختصار به باشد، شده مشخص X روی نرم هرگاه گوئیم. جبری نرم ͷی نرم این به

.« X دار نرم جبر » مͬ�نویسیم « (X, ∥ . ∥) نرمدار جبر

ͷی نرم این با X که طوری به (X, ∥ . ∥) دار نرم جبر از عبارتست باناخ جبر ͷی تعریف٢٣-١:

باشد. کامل فضای

مانند عنصری شامل هرگاه نامیم یͺدار را جبر این باشد جبر ͷی X کنید فرض تعریف٢۴-١:

که: طوری به باشد e

∀x ∈ X ; ex = xe = x.

باشد موجود y ∈ X مانند عنصری هرگاه نامیم معکوسپذیر را X جبر از x عنصر تعریف٢۵-١:

که: طوری به

xy = yx = e.

صورت به و مͬ�دهیم نشان Inv(X) با Xرا جبر معکوسپذیر عناصر تمام مجموعه تعریف٢۶-١:

مͬ�شود: تعریف زیر

Inv(X) = {x ∈ X ; ∃ y ∈ X ; xy = yx = e}

زیر صورت به و داده نشان sing(X) با را X ناپذیر معکوس عناصر تمام مجموعه همچنین و

مͬ�شود: تعریف

sing(X) = X \ Inv(X).

نشان A+F با را A نرمدار جبر شده یͺدار نباشد یͺدار A نرمدار جبر فرضکنید تعریف٢٧-١:

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را آن در ضرب و اسͺالر ضرب و جمع که داده

٧



(x, α) + (y, β) = (x+ y, α+ β)

β(x, α) = (βx, βα)

(x, α)(y, β) = (xy + αy + βx, αβ)

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را A+ F روی آن نرم و

∥ (x, α) ∥=∥ x ∥ + | α | (x ∈ A,α ∈ F )

a ↩→ (a, نگاشت(0 و ∥ (0, 1) ∥= 1 که است (0, 1) همانͬ عنصر با A شده یͺدار جبر A+F جبر

است. A+ F از زیرجبری روی یͺمتر و یͺریختͬ نگاشت ͷی

داده نشان xoy نماد با را کواسͬ ضرب باشند A جبر به متعلق y و x کنید فرض تعریف٢٨-١:

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و

xoy = x+ y − xy

طوری به باشد موجود y مانند عنصری هرگاه است چپ کواسͬ - معکوس دارای A از x عنصر

موجود z مانند عنصری هرگاه است راست کواسͬ - معکوس دارای همچنین و yox = 0 که

معکوس-کواسͬ دارای هم هرگاه نامیم کواسͬ پذیر معکوس را x و xoz = 0 که طوری به باشد

برابرند. هم با صورت این در که باشد چپ کواسͬ - معکوس هم و راست

مͬ�دهیم نشان q−Inv(X) با Xرا جبر کواسͬ معکوسپذیر عناصر تمام مجموعه تعریف٢٩-١:

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و

q − Inv(X) = {x ∈ X ; ∃ y ∈ X ; xoy = yox = 0}

با را X کواسͬ ناپذیر معکوس عناصر تمام مجموعه همچنین و

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و داده نشان q − sing(X)

q − sing(X) = X \ q − Inv(X).

ͷی مͬ�شود داده نمایش sp(X, a) نماد با که X مختلط جبر از a عنصر طیف تعریف٣٠-١:

است: زیر شͺل به شده تعریف مختلط اعداد از مجموعه

باشد ١ عنصر دارای X جبر اگر (١

sp(X, a) = {λ ∈ C;λ− a ∈ sing(X)}

٨



نباشد ١ عنصر داری X جبر ٢)اگر

sp(X, a) = {0} ∪ {λ ∈ C \ {0} ; λ−1a ∈ q − Sing(X)}.

متر ͷی از حاصل توپولوژی با X توپولوژی هرگاه مͬ�نامیم فضا - F ͷی را X تعریف٣١-١:

باشد. منطبق کامل

بنگارد Y مجموعه توی به را X مجموعه f و باشند مجموعه دو Y و X اگر تعریف٣٢-١:

: از عبارتست f گراف

G(f) = {(x, f(x));x ∈ X} ⊆ X × Y

صفر غیر خطͬ تابعک ͷی از عبارتست A جبر روی ضربی خطͬ تابعک ͷی تعریف٣٣-١:

باشیم: داشته دارد تعلق A به که y و x هر برای طوریͺه به A روی φ مانند

φ(xy) = φ(x)φ(y).

Λ : X −→ Y نگاشت و باشند ͬͺتوپولوژی برداری فضای دو Y و X کنید فرض قضیه٢-١:

معادلند: هم با زیر های گزاره آنگاه باشد خطͬ

است. پیوسته Λ تابع (١

است. کراندار Λ تابع (٢

است. کراندار {Λ(xn);n = 1, 2, 3, ...} آنگاه xn −→ 0 اگر (٣

.[١٩] برهان:

صفحه از باز زیرمجموعه ͷی روی بر که هستند توابعͬ ͷهولومورفی توابع تعریف٣۴-١:

بر دلالت بودن ͷهولومورفی دارند. مختلط مشتق نقطه هر در که شده�اند تعریف C مختلط

ضرایب با Z در چندجمله�ای توابع مثال عنوان به است پذیر مشتق بار بینهایت تابع که دارد آن

هولومورفی�ͷاند. مختلط

مͬ�نامیم. تحلیلͬ تابع باشد ͷهولومورفی C مختلط صفحه کل بر که تابعͬ

٩



دوم فصل

اولیه مثالهای



خطͬ نگاشت .١

پیوستگͬ مفهوم بتوانیم که داریم این بر سعͬ ساده قضیه�های و مثالها ارائه با فصل این در ما

دهیم. نشان را مقوله این گستردگͬ و توانایی همچنین و داده قرار بحث مورد بیشتر را ͷاتوماتی

خطͬ f : Cn −→ X و بوده مختلط ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی X کنید فرض : قضیه١-٢

است. پیوسته f آنگاه باشد

ek =< 0, 0, ..., 1, ..., 0 > طوریکه به Cnباشد از اصلͬ یͷپایه { e1, e2, ... , en} فرضکنید برهان:

فرض و uk = f(ek) مͬ�دهیم قرار حال است. صفر آن مؤلفه�های دیͽر و ͷی آن kام مؤلفه که

لذا داد نمایش z = z1e1 + z2e2 + ...+ znen صورت به توان مͬ را z بنابرابن باشد z ∈ Cn کنید

است.� پیوسته f پس است خطͬ f چون f(z)حال = z1u1 + z2u2 + ...+ znun داریم

و باشد X,Y نرمدار و خطͬ فضای دو بین خطͬ تابع ͷی T : X −→ Y فرضکنید قضیه٢-٢:

است. پیوسته T آنگاه dimX <∞

� است. پیوسته T لذا X ∼= Cn چون قضیه شرط و قبل قضیه به بنا برهان:

کنید: فرض بسته: گراف قضیه

باشند Fفضا دو Y و X (١

باشد خطͬ Λ : X −→ Y (٢

باشد. بسته {(x,Λ(x));x ∈ X} یعنͬ Λ گراف (٣

است. پیوسته Λ آنگاه

.[١٣] برهان:

و مͬ�دهیم. نشان Y ∗ با را میدانش توی به Y از کراندار و خطͬ نگاشتهای تمام تعریف١-٢:

باشیم: داشته x1 ̸= x2 که x1 , x2 ∈ Y هر برای اگر مͬ�سازد جدا را Y نقاط Y ∗ مͬ�گوئیم همچنین

∃ Λ ∈ Y ∗ =⇒ Λ(x1) ̸= Λ(x2)

T : X −→ Y و سازد جدا را Y نقاط Y ∗ و باشند فضا - F دو X,Y کنید فرض قضیه٣-٢:

است. پیوسته T آنگاه T (xn) −→ 0 کند ایجاب xn −→ 0 هرگاه و باشد خطͬ

١١



داریم: آنگاه Λ ∈ Y ∗ و T (xn) −→ y و xn −→ xکه کنید فرض برهان:

xn −→ x⇒ xn − x −→ 0

فرض: بر بنا

T (xn − x) −→ 0 ⇒ T (xn) −→ T (x)

داریم: لذا

Λ(y) = Λ( lim
n→∞

T (xn)) = Λ(T (x))

{(x,Λ(x)) ; x ∈ X} یعنͬ T گراف بنابراین .y = T (x) لذا مͬ�کند جدا را Y نقاط Y ∗ چون و

لذا: است بسته

هستند. فضا - F دو Y و X(١

است. خطͬ T : X −→ Y (٢

است. بسته T ٣)گراف

� است. پیوسته T بسته گراف قضیه به بنا پس

هیلبرت فضای .٢

هر به اگر گوئیم داخلͬ ضرب فضای ͷی را مختلط میدان روی H برداری فضای تعریف٢-٢:

داخلͬ ضرب حاصل نام به < x, y > مانند مختلط یͷعدد H در y و x بردارهای از مرتب جفت

که باشد شده مربوط چنان y xو اسͺالر یا

1) < x, y >= < x, y >

2) < x+ y, z >=< x, z > + < y, z >

3) ∀x, y ∈ H,α ∈ C =⇒< αx, y >= α < x, y >

4) ∀x ∈ H < x, x >≥ 0

5) < x, x >= 0 ⇐⇒ x = 0

تبدیل نرمدار فضای ͷی به مͬ�توان ∥ x ∥ =
√
< x, x تعریف< با را داخلͬ ضرب فضای هر

مͬ�نامیم. هیلبرت فضای ͷی را آن باشد کامل حاصل نرمدار فضای این اگر حال کرد

١٢



هرگاه نامیم الحاقͬ خود را T خطͬ نگاشت تعریف٣-٢:

∀x, y ∈ H;< x, T (y) >=< T (x), y >

خود و خطͬ تابع ͷی T : H −→ H و هیلبرت فضای ͷی H اگر توپلیتس١: هلینگر قضیه

است. پیوسته T آنگاه باشد الحاقͬ

کنید فرض همچنین و xn −→ 0 که طوری به باشد H در دنباله ͷی xn کنید فرض برهان:

داریم: لذا T (xn) −→ y

< T (xn), y >−→< y, y >=∥ y ∥2

< xn, T (y) >−→< 0, T (y) >= 0

داریم دو این به بنا لذا

∥ y ∥2= 0 ⇒ y = 0

مجموعه یعنͬ T گراف داریم ١-١ قضیه به بنا پس T (xn) −→ 0 داریم xn −→ 0 هرگاه لذا

پس هستند هیلبرت فضای دو Y و X چون بنابراین است. X × Y در بسته {(x,Λ(x));x ∈ X}

از و خطͬ T فرض به توجه با همچنین هستند. فضا - F دو بنابراین کامل�اند. نرمدار فضاهای

است. پیوسته T لذا است برقرار بسته گراف قضیه فرضهای مͬ�شود نتیجه T گراف بودن بسته

�

مͬ T نرم شد مطرح ͷاتوماتی پیوستگͬ از مثالهایی عنوان به که قضیه دو این در که کنید توجه

پیوسته T که گرفت نتیجه توان مͬ خودکار طور به که حالͬ در بͽیرد را مقداری هر توانست

بͽیریم، را نتیجه�ای چنین یͺنواخت)مͬ�توانیم ای، (نقطه پیوستگͬ نوع به توجه بدون ما است.

اهمیت قابل و ͬͺتوپولوژی خاصیتͬ که پیوستگͬ آوردن دست به که دید خواهیم بخشبعد در اما

نیست. شده بیان مثالهای سادگͬ به همیشه است

باناخ جبرهای .٣

e−xصورت این در ∥ x ∥≤ 1 همچنین و x ∈ A و بوده باناخ جبر ͷی A فرضکنید قضیه۴-٢:

است. معکوسپذیر

١Hellinger toeplitz

١٣


