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چͺیده

یکگروه n-مرکز زیر�گروه از برخیخاصیت�ها

وسیله�ی: به

شͺور رضایی شهناز

آن در که کرد بیان را Z(G,n) n-مرکز زیر�گروه مفهوم بئر١ ١٩۵٢ سال در

Z(G,n) =
{
z ∈ G | (zx)n = znxn , (xz)n = xnzn ∀x ∈ G

}
.

. Z
(
G,n

)
⊆ Z

(
G,m

)
به�طوری�که آورد خواهیم به�دست mرا صحیح اعداد تمام ،G گروه هر برای نامه پایان این در

.
∩

n∈S Z
(
G,n

)
= Z(G) به�طوری�که آورد خواهیم به�دست را S صحیح اعداد از مجموعه�ای نیز پایان در

دو�آبلͬ گروه n-انگل، حاشیه�ای، زیر�گروه n-مرکز، n-جابجایی، کلیدی: واژه�های

١ Baer

د
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پیشگفتار

گروه، عضو هر با که عناصر از مجموعه�ای به�عنوان را گروه ͷی از Z
(
G,n

)
n-مرکز بئر ١٩۵٢ سال در

یعنͬ کرد. تعریف باشد n-جابجایی

Z(G,n) =
{
z ∈ G | (zx)n = znxn , (xz)n = xnzn ∀x ∈ G

}
.

از تعدادی به پایان�نامه این در که دارد را مرکز شبیه خاصیت�هایی و است گروه از مشخصه زیر�گروه n-مرکز

را مرکز که مͬ�دانیم کرد. مراجعه [٣] و [٢] به مͬ�توان بیشتر خاصیت�های مشاهده برای کردیم اشاره آن�ها

n-مرکز که مͬ�دهیم نشان پایان�نامه این در کرد مشخص [x, y] جابجاگر کلمه از حاشیه�ای به�عنوان مͬ�توان

حاصل نتیجه، این که کند مشخص را (xy)ny−nx−n n-جابجاگر کلمه از حاشیه�ای مشابه به�طور مͬ�تواند

متوالͬ صحیح عدد سه برای که گروهͬ حاشیه�هاست. روی هال٢ از حدس ͷی نظر مورد رابطه�های برخͬ

مرکز برابر n-مرکزها از متوالͬ صحیح عدد سه اشتراک که مͬ�دهیم نشان مشابه به�طور است آبلͬ باشد، n-آبلͬ

برای n-مرکزها اشتراک که به�طوری آورد خواهیم به�دست S صحیح اعداد از مجموعه ͷی کلͬ به�طور است.

پیش�نیازها عنوان با که اول فصل در مͬ�باشد. فصل چهار شامل پایان�نامه این برابرمرکزباشد. S در nها همه

دوم فصل در مͬ�باشند. نیاز مورد بعدی فصول در که مͬ�پردازیم تعاریفͬ و قضایا بیان به است، شده مطرح

همچنین و آن با رابطه در نتایجͬ و گروه n-مرکز از مفاهیمͬ بررسͬ به شده، مطرح گروه n-مرکز عنوان با که

به شده، بیان n-مرکز مشخصه زیر�گروه عنوان با که سوم فصل در مͬ�پردازیم. n-جابجاگر حاشیه�ای زیر�گروه

٢P. Hall

١



به همچنین و دو�آبلͬ گروه�های با انگل�ها رابطه و n-انگل�ها از نتایجͬ و ۴ n-توان حاشیه و ٣ تعریفn-انگل

m-مرکز در n-مرکز نشاندن عنوان با که آخر فصل در مͬ�پردازیم. گروه ͷی چهار-مرکز با رابطه در قضایایی

نتایجͬ بر�اساس که مͬ�نشانیم m-مرکز در را n-مرکز و کرده تعریف را لوی سیستم و نمایی نیم�گروه شده مطرح

مͬ�پردازیم. پایان�نامه این اصلͬ قضیه اثبات و بیان به پایان در و است [١١] از

٣n-engel

۴n-power Margin

٢



١ فصل

پیشنیازها

مͬ�کنیم. بیان است نیاز مورد بعدی فصل�های در که را مقدماتͬ قضایای و مفاهیم فصل این در

٣



مقدماتͬ تعاریف ١-١

مشخصه�ی١ زیرگروه Hرا این�صورت در باشد. آن از Hزیرگروهͬ و گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. Hنشان EcG نماد با را آن و α(H) ⊆ H باشیم داشته α ∈ Aut(G) هر به�ازای هرگاه Gمͬ�نامیم

کامل٢ پایای زیرگروه Hرا این�صورت در باشد. آن از Hزیرگروهͬ و گروه ͷیG فرضکنید .٢.١.١ تعریف

نشان H Ef G نماد با را آن و α(H) ⊆ H باشیم داشته α ∈ End(G) هر به�ازای هرگاه مͬ�نامیم G از

مͬ�دهیم.

صورت به x٢ و x١ جابجاگر٣ Gباشند. از عناصری xn, · · · , x٢, x١ و Gگروه فرضکنید .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر

[x١, x٢] = x−١١ x−١٢ x١x٢ = x−١١ xx٢١

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت استقرایی به�طور چپ از شده مرتب n وزن۴ از ساده جابجاگر ͷی کلͬ، حالت در

[
x١, x٢, . . . , xn

]
=

[
[x١, x٢, . . . , xn−١], xn

]
n ≥ ٢

مͬ�شود. گرفته نظر در ͷی وزن از جابجاگر ،x١ که

جابجاگر زیرگروه دراین�صورت Gباشند. گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه X٢دو X١و فرضکنیم تعریف١.١.۴.

مͬ�شود تعریف زیر X٢به�صورت X١و

[
X١, X٢

]
=

⟨[
x١, x٢

] ∣∣ x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢
⟩

جابجاگر زیرگروه باشند، G گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه�های Xn, · · · , X٢, X١ ،(n ≥ ٢) هرگاه به�علاوه

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت استقرایی به�طور ،Xn, · · · , X٢, X١

[
X١, X٢, · · · , Xn

]
=

[
[X١, X٢, . . . , Xn−١], Xn

]
١Characteristic Subgroup

٢Fully-invariant

٣Commutator

۴Weight

۴



جابجاگر گوییم. G گروه مشتق۵ زیرگروه آن به که است G گروه جابجاگر زیرگروه G′ =
[
G,G

]
به�ویژه

مͬ�دهیم. نمایش
[
X١, nX٢

]
نماد با را باشد شده تکرار مرتبه n ،X٢ که

[
X١, X٢, X٢, · · · , X٢

]
در�این�صورت باشند. G گروه از دلخواهͬ عناصر z, y, x و گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

(i)
[
x, y

]
=

[
y, x

]−١
, xy = x

[
x, y

]
(ii)

[
x, yz

]
=

[
x, z

][
x, y

]z
= [x, z][x, y][x, y, z]

(iii)
[
xy, z

]
=

[
x, z

]y[
y, z

]
= [x, z][x, z, y][y, z]

مͬ�شود. نتیجه سادگͬ به (i)قسمت اثبات.

داریم (ii)قسمت اثبات برای

[
x, yz

]
= x−١(yz)−١xyz

= x−١z−١y−١xyz

= x−١z−١xzz−١x−١y−١xyz

=
[
x, z

][
x, y

]z
مͬ�شود. اثبات مشابه به�طور (iii)قسمت

n-گروه و n-عنصر ١-٢

عدد برای هرگاه گوییم G از یnͷ-عنصر۶ را g در�این�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

.gni
= ١ باشیم داشته i صحیح

باشد. عنصرشn-عنصر هر هرگاه نامیم n-گروه٧ را G گروه .٢.٢.١ تعریف

۵Derived Subgroup

۶n-element

٧n-group

۵



حلپذیر گروه و مشتق سری ١-٣

G′ = [G,G]به�صورت را G از مشتق زیر�گروه در�این�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٣.١ تعریف

زنجیر ͷی بنابراین (١+n)Gو = [G(n), G(n)] ′′Gو = G(٢) = [G′, G′] داریم استقرا با مͬ�کنیم. تعریف

مͬ�آید. به�دست زیر شͺل به کامل پایای زیر�گروه�های از نزولͬ

G = G(٠) ≥ G′ ≥ G(٢) ≥ · · · ≥ G(n) ≥ · · ·

است. آبلͬ G(n)

G(n+١) عامل هر مͬ�نامیم. مشتق سری را آن که

سری یعنͬ باشد، داشته آبلͬ سری ͷی هرگاه گوییم حلپذیر٨ را G گروه .٢.٣.١ تعریف

١ = G٠ EG١ E · · ·EGn = G

باشد. آبلͬ Gi+١
Gi

عامل ،١ 6 i 6 n هر برای به�طوری�که باشد موجود

مͬ�نامیم. G مشتق٩ طول را G در آبلͬ سری کوتاهترین طول باشد، حلپذیر گروه ͷی G اگر .٣.٣.١ تعریف

باشد. آبلͬ آن جابجاگر زیر�گروه هرگاه است دو�آبل١٠ͬ G گروه .۴.٣.١ تعریف

وجود N نرمال زیر�گروه اگر تنها و اگر است دو�آبلͬ G در�این�صورت باشد. گروه G کنید فرض .۵.٣.١ لم

طول هرگاه است دو�آبلͬ G حلپذیر گروه دیͽر، به�عبارت باشند. آبلͬ دو هر G

N
و N به�طوری�که باشد داشته

باشد. دو حداکثر آن مشتق

N = G′ مͬ�دهیم قرار است. ′Gآبلͬ تعریفدو�آبلͬ به توجه با در�این�صورت باشد Gدو�آبلͬ فرضکنید اثبات.

است. آبلͬ G
N

بنابراین

است Nآبلͬ طرفͬ ′Gاز 6 N بنابراین Gاست نرمال Nزیر�گروه و آبلͬ G
N

آنجایی�که از عکس، حالت برای

است. دو�آبلͬ G نتیجه در و آبلͬ G′ لذا

٨Soluble

٩Derived Length

١٠Metabelian

۶



پایینͬ و بالایی مرکزی سری و مرکزی سری ۴-١

نرمال سری باشد. دلخواه گروه ͷی G کنیم فرض .١.۴.١ تعریف

١ = G٠ ≤ G١ ≤ · · · ≤ Gn ≤ Gn+١ ≤ · · ·

.Gi/Gi−١ 6 Z
(
G/Gi−١

)
و Gi EG ،i هر به�ازای هرگاه گوییم G مرکزی١١ سری ͷی را

تعریف n ≥ ٠ هر به�ازای باشد. Z١(G) = Z(G) و Z٠(G) = ١ و گروه G کنید فرض .٢.۴.١ تعریف

مͬ�کنیم
Zn+١(G)

Zn(G)
= Z

( G

Zn(G)

)
زنجیر در�این�صورت

١ = Z٠(G) ≤ Z١(G) ≤ · · · ≤ Zn(G) ≤ · · ·

مͬ�شود. نامیده G گروه بالایی١٢ مرکزی سری که است مرکزی سری ͷی

γn(G) = [γn−١(G), G] nتعریفمͬ�کنیم ≥ ٢ به�ازایهر و γ١ = G و Gگروه فرضکنید تعریف١.۴.٣.

ͷی G = γ١(G) ≥ γ٢(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · · زنجیر لذا . γi(G)
γi+١(G)

⊆ Z
( G

γi+١(G)

)
همچنین

مͬ�شود. نامیده G گروه پایین١٣ͬ مرکزی سری که است مرکزی سری

پوچ�توانͬ رده و پوچ�توان گروه ۵-١

شود. ختم G به که باشد مرکزی سری ͷی دارای در�صورتͬ�که نامند پوچ�توان١۴ را G گروه .١.۵.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان c(G) با آن�را و گویند G پوچ�توان١۵ͬ رده را G مرکزی سری کوتاهترین طول .٢.۵.١ تعریف

١١Central Series

١٢Upper Central Series

١٣Lower Central Series

١۴Nilpotent

١۵Nilpotency Class

٧



دراین�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٣.۵.١ قضیه

.γr+١
(
G
)
= ١ به�طوری�که باشد موجود r مانند نامنفͬ صحیح عدد اگر تنها و اگر است پوچ�توان G (الف)

.Zs

(
G
)
= G به�طوری�که باشد موجود s مانند نامنفͬ صحیح عدد اگر تنها و اگر است پوچ�توان G (ب)

کنید. مراجعه [١] از ٢٢٧ صفحه��ی به اثبات.

نامنفͬ صحیح عدد کوچ�ͷترین r اگر دراین�صورت باشد. پوچ�توان گروه ͷی G کنید فرض .۴.۵.١ نتیجه

است. r ،G پوچ�توانͬ رده آن�گاه Zr

(
G
)
= G یا γr+١

(
G
)
= ١ که باشد

کنید. مراجعه [١] از ٢٢٧ صفحه��ی به اثبات.

n طبیعͬ عدد کوچͺترین را G نمای١۶ در�این�صورت باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.۵.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان exp
(
G
)
نماد با و مͬ�کنیم تعریف gn = ١ باشیم داشته g ∈ G هر برای که

n-حلپذیر و n-مشتق سری ۶-١

تعریف زیر به�صورت را n-جابجاگر١٧ زیر�گروه باشد. صحیح عدد n و گروه G کنید فرض .١.۶.١ تعریف

]مͬ�کنیم.
G,G;n

]
=

⟨
(xy)ny−nx−n | x, y ∈ G

⟩
.

تعریف استقرایی به�طور زیر قاعده از استفاده با سریn-مشتق١٨ باشد. Gیͷگروه فرضکنید تعریف١.۶.٢.

مͬ�شود

G(٠;n) = G , G(i+١;n) = [G(i;n), G(i;n);n]

است. G از کامل پایای زیر�گروه�های از نزولͬ زنجیر ͷی n-مشتق سری

به�عبارت باشد. داشته عامل�هایn-آبلͬ با نرمال یͷزنجیر هرگاه گوییم n-حلپذیر١٩ Gرا گروه تعریف١.۶.٣.

است. n-حلپذیر حلپذیر، گروه هر n صحیح عدد برای باشد. داشته ١ به منتهͬ n-مشتق سری ͷی دیͽر

١۶Exponent

١٧n-commutator Subgroup

١٨n-derived

١٩n-soluble

٨



توان n-پوچ گروه و بالایی n-مرکز زنجیر ١-٧

قاعده توسط G گروه از Zi(G;n) بالایی٢٠، n-مرکز زنجیر باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٧.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف استقرایی به�طور زیر

Z٠(G;n) = ١ ,
Zi+١(G;n)

Zi(G;n)
= Z

[ G

Zi(G;n)
;n

]
.Zi(G;n) = Zi(G;١− n) همچنین

G به که باشد بالایی n-مرکز زنجیر ͷی دارای در�صورتͬ�که نامیم توان٢١ n-پوچ را G گروه .٢.٧.١ تعریف

شود. ختم

n-پوچ توان، پوچ گروه�های و هستند n-حلپذیر توان، n-پوچ گروه�های n صحیح عدد برای .٣.٧.١ ملاحظه

هستند. توان

آزاد گروه ١-٨

این�صورت در باشد. تابع ͷی σ : X −→ F و غیرتهͬ Xمجموعه�ای و گروه F کنید فرض .١.٨.١ تعریف

منحصربفرد همریختͬ G گروه به X از α تابع هر برای هرگاه نامیم X روی آزاد٢٢ را (σ, F ) دقیق�تر یا F

به�طوری�که باشد داشته وجود β : F −→ G

α = βσ

باشد. جابجایی زیر نمودار دیͽر عبارت به

٢٠Upper n-center Chain

٢١n-nilpotent

٢٢Free

٩



و G و باشد X مجموعه روی آزاد گروه ͷی F کنیم فرض .( آزاد٢٣ گروه تصویری خاصیت ) ٢.٨.١ قضیه

دراین�صورت باشند. گروه�ها از بروریختͬ ͷی β : G −→ H و همریختͬ ͷی α : F −→ H و گروه Hدو

.βδ = α به�طوری�که دارد وجود δ : F −→ G مانند همریختͬ

شود. مراجعه (١۶) از ۴٩ صفحه�ی به اثبات.

Wزیر�مجموعه و باشد {x١, x٢, . . .} نامتناهͬ شمارای مجموعه روی آزاد Fگروه فرضکنید تعریف٣.٨.١.

کلمه٢۴ در�این�صورت Gباشند گروه از عناصری g١, . . . , gr wو = xl١i١ . . . x
lr
ir
∈W اگر باشد. F از ناتهͬ

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت (g١, . . . , gr) برای را w

w(g١, . . . , gr) = gl١١ . . . g
lr
r .

٢٣Projective Property

٢۴Word

١٠



٢ فصل

گروه n-مرکز

و تعریف را n-جابجاگر حاشیه�ای زیر�گروه و مͬ�پردازیم آن مورد در قضایایی و n-مرکز مفهوم به فصل این در

مͬ�کنیم. بیان را آن به مربوط قضایای

١١



اولیه مفاهیم ٢-١

مͬ��شوند نامیده n-جابجایی١ ،G گروه در y و x عناصر باشد. صحیح عدد ͷی n فرضکنید .١.١.٢ تعریف

هرگاه

(xy)n = xnyn , (yx)n = ynxn.

دو هر هرگاه نامیم n-آبل٢ͬ را G گروه در�این�صورت باشد. صحیح عدد ͷی n کنید فرض .٢.١.٢ تعریف

باشند. عضوشn-جابجایی

تعریف زیر به�صورت را G گروه در�این�صورتn-مرکز٣ باشد. صحیح عدد ͷی n کنید فرض .٣.١.٢ تعریف

مͬ�کنیم

Z
(
G,n

)
=

{
z ∈ G | (zx)n = znxn , (xz)n = xnzn ∀x ∈ G

}
.

است. مشخصه زیر�گروه Z
(
G,n

)
دراین�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۴.١.٢ لم

x ∈ Gͷی g ∈ G هر برای در�این�صورت باشد. z ∈ Z
(
G,n

)
Gو از یͷخودریختͬ α فرضکنید اثبات.

بنابراین .g = α(x) به�طوری�که دارد وجود

(α(z)g)n = (α(z)α(x))n

= (α(zx))n

= α((zx)n)

= α(znxn)

= α(zn)α(xn)

= (α(z))n(α(x))n

= α(z)ngn.

١n-commute

٢n-abelian

٣n-center

١٢


