
داه�یریاિی
ඟ໋وهریاિیکارୀدی

ଔرسا
ریاિیکارୀدی गࢨتا೯ذଥభدනریభرতه

ࣔࣨوان:

اਬࣞفادهازواভعپا�ଢایॲعاਐی उلࠛددیग़عادلاتاวষࢂඟاฮیبا

اণتادراঘ࣒ما:
३༚مୀیدॹمای

اسایدज़شاور:
عਚیدلاورخਊی و य़ھدیدএقان

گارش:زهࠩوضزاده ৽شوو

۱۳۹۰ෙय़









ণپاس

با॰دبൎندوازی�৷مانماراୀباਗیبൎند່ୃودآرد...
وਮࣣࡾمدادیหبൎندواز৪ھامراجاଓࠫملದࣧوشاৣموජ໑اੀय़یا باراঀھاشࢁඟتୀایآن�ਟଦی�భغଘૼنارزایداਠতی،ਟی�৩ھاশࢌণپاسୀایآنૢه

ඟ໊دیඵේज़หرریامراآغاز࣒م.
ودනرय़ھدیدএقاناণتادज़شاور،ࣔࣤوراز ऒୀودواࣿبਗی�داৣمජ໑اࢋণپاسऒودراازاسایدඟ໋اقدرمدනر३༚مୀیدॹمایاণتادراঘ࣒ما

اଌنراهدॴوارراୀام४ࢮل�৶ୃࢤود৯داعلامدارم.
ख़مدय़ھدیਣඇඌࣹیودනرعਚیدلاورخਊیباධ්روऑوصهୀای ازدیࢂඟاسایدБЗرদواردනرषख़ࢤودख़ࡏਣീیग़قدم،دනر່یدمالک༚،دනرণید

ੀࣤودپایان�ଓฬوमࢌඪرف৶ࢤود৯دേ઼࣓ماඖଡࢾพࢁඟم.

ୀایૡঙهدوণتانସ୍یآতناਪیباآฬنھا�ଡای॰دॺหࡗه�یدॴوارূࡗજࣱلبدلଘخاජໍاਦیඵහرଌنඟ໋دد،آرزوਪیطلاਪیدارم.
ماభدॼوزمग़భقال ୀامഊم૰نساࣾتदدرداৣمଘوه ماฮیاীشانথذرازاଌنراهرا ਹग़ࣨویو ऒوলمঙاਘی�ی༜ࢁඟی، ازخاৗواده
اঃیدوارمग़భقال तداکاریاوඵزیୀایಶൔঠن৯دارم؛৮در،ऒواଽانوୀاభانସ୍مঙࢤوارهख़࡛ࢴت�یਟی�భࡂشاناঃیدমࡑشراকمরود.

اଌنૡঙه੪ॸفواࣅ࣎ماد،روزیاঃیدীشانୀایآهਗی�واৣمباॵم،ख़࡛ࡷقඟ໋دد.





چکیده
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حصول براي عددي روش بخش هر در سپس و معرفی تقریب ابزار عنوان به شعاعی پایه�اي توابع ابتدا، در

مورد نیز روش کارایی و دقت همگرایی، قسمت هر در می�گردد. توصیف بحث مورد انتگرالیِ معادلات جواب
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پیشگفتار
پایان�نامه این در تحقیق اصلی محور علوم، و مهندسی ابزارهاي مهمترین از یکی عنوان به انتگرال معادلات

می�پردازیم. انتگرال معادلات عددي حل زمینه در اخیر تحقیقات معرفی و بررسی به ابتدا در بنابراین می�باشد.

مطالعات براي محققان انگیزه�هاي ترتیب بدین و داشته اشاره معادلات از دسته این کاربردهاي برخی به سپس

با موجود روش�هاي توسعه هدف با مطالعه این می�گردد. روشن کارآمد و جدید راه�حل�هاي ارائه براي بیشتر

اول، بخش در ابتدا است: شرح بدین خلاصه طور به آن گزارش و گرفت صورت شعاعی پایه�اي توابع از استفاده

چگونگی از مختصري تاریخچه شامل همچنین بخش این می�پردازیم. لازم مقدماتی مفاهیم و تعاریف بیان به

به شعاعی پایه�اي توابع دوم، بخش در ادامه در می�باشد. انتگرال معادلات اجمالی طبقه�بندي نیز و پیدایش

روش�هاي از مختصري گزارش از پس سوم بخش می�گردند. معرفی انتگرالی معادلات حل اصلی ابزار عنوان

توابع از استفاده با را بالا ابعاد در انتگرال معادلات انواع برخی حل چگونگی انتگرال، معادلات حل موجودِ

بعدي دو انتگرالی معادلات از دیگري دسته چهارم بخش می�دهد. توضیح هم�محلی روش و شعاعی پایه�اي

با جزئی مشتقات با انتگرال-دیفرانسیل معادلات عبارتی به یا می�باشد مجهول تابع جزئی مشتقات شامل که

معادلات حل پنجم، بخش در سپس می�گردد. تشریح متناهی تفاضلات روش و شعاعی پایه�اي توابع از استفاده

رابطه در مباحثی شرح قسمت هر در می�دهیم. شرح هم�محلی روش با را جزئی مشتقات با انتگرال-دیفرانسیل

می�کند. تضمین را روش قابلیت�هاي و کارایی عددي مثال�هاي حل نیز و همگرایی سرعت با

علاقمندان براي زمینه این در پیشنهاداتی نتیجه�گیري، و تکمیلی مباحث از پس پایان�نامه، انتهاي در ضمناً

است. شده ارائه
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1 فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



مقدمه

روش�هاي ارائه براي زیادي مطالعات و می�کنند ایفا پایه و مهندسی علوم در مهمی بسیار نقش انتگرال معادلات

ظاهر گوناگون شکل�هاي در معادلات این .[119 ،97 ،67 ،7] است گرفته معادلاتصورت این جهتحل کارآمد

توسعه براي موثري کمک متفاوت کلاس�هاي تعریف و طبقه�بندي آن�ها، حل پیچیدگی�هاي به توجه با و شده

انتگرالی معادلات براي جامعی طبقه�بندي ، [94] پولیانین راهنماي کتاب می�باشد. زمینه این در تحقیقات

حل سابق روش�هاي شامل بیشتر مرجع این گرچه می�دهد؛ قرار علاقمندان اختیار در آن�ها حل روش�هاي و

.[69 ،25 ،11 ،8 ،2] نیست کافی وجه هیچ به جدیدتر تحقیقات به دست�یابی براي و می�باشد معادلات این

محلی، هم روش�هاي مختصر طور به سپس و می�پردازیم انتگرالی معادلات انواع معرفی به ابتدا بخش این در

به معادلات از دسته این حل براي بعد، هاي فصل در که را انتگرال�گیري عددي روش�هاي و متناهی تفاضلات

می�دهیم. شرح رفته�اند، کار

انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات انواع 1.1

انتگرال1 معادلات پیدایش

نام بوچر2 نظر به بنا دارد. قرار انتگرال علامت زیر مجهول تابع آن در که است معادله�اي انتگرال معادله یک

انتگرال معادله پیدایش اولین چند هر بود، شده پیشنهاد 1888 سال در ریموند3 دوبوا- توسط انتگرال معادله

از معادلاتی روي مطالعه مشغول 1826 تا 1823 سال�هاي در پایان�نامه�اش کار در آبل است. منسوب آبل4 به

قبیل

f(x) =

∫ x

a

(x− t)−αg(t)dt, ٠ < α < ١, (1.1)

.[67] جري جی. عبدل اثر کاربردها” و انتگرال معادلات بر ”مقدمه�اي کتاب از گرفته 1بر

2Bocher

3Du Bois-Reymond

4Abel
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دیگر، روایتی به بنا همچنین کرد. می صدق f(a) = ٠ شرط در و بوده معلوم و پیوسته تابعی f که بود،

و لاپلاس تبدیلات روي مطالعه حال در که برمی�گردد 1782 سال در لاپلاس1 به انتگرال معادله پیدایش

بود. آن�ها معکوس

حل به فوریه معکوس تبدیل �کردن پیدا که کرد مطرح را فوریه تبدیلات مفهوم فوریه 1820 سال در

است معادل دیریکله مسئله جواب یافتن که کرد ثابت نیومان2 1870 سال در می�شود. منجر انتگرال معادله
ولترا3 1896 سال در می�گویند. مرزي انتگرال معادله آن به اصطلاحاً که انتگرالی معادله یک جواب یافتن با

�کردند. ارائه را خود مشهور انتگرالی معادلات فردهلم4 نیز 1900 سال در و

بعدي یک انتگرال معادلات 1.1.1

را زیر کلی صورت� به معادلات

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t, u(t))dt, (2.1)

K(x, t, u(t)) و β(x) ،α(x) ،f(x)، ϕ(x) نیز و مجهول تابعی u(x) آن� در که گویند انتگرال معادلات

و فردهلم فوق معادله�ي باشند ثابت توأما β(x) و α(x) اگر هستند. معلوم همگی و پارامتر λ حقیقی، توابع

ولتراست. این�صورت غیر در

را حاصل انتگرالی معادله آنگاه باشد خطی u به نسبت می�شود نامیده معادله هسته�ي که K تابع اگر

باشد، f(x) = ٠ خطی معادله یک در اگر می�نامیم. غیرخطی را انتگرالی معادله این�صورت غیر در و خطی

می�شود. نامیده ناهمگن صورت این غیر در و همگن انتگرالی معادله آنگاه

اعداد انتگرال�گیري بالاي و پایین حدود ها آن در که فردهلم خطی انتگرال معادلات استاندارد صورت

می�باشد زیر صورت به هستند ثابت

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, a 6 x, t 6 b, (3.1)

می�باشند. معلوم λ پارامتر و f(x) تابع ،K(x, t) هسته�ي آن در که

1Laplace

2Neumann

3Volterra

4Fredholm
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تقسیم عمده دسته دو به فردهلم خطی انتگرال معادلات شود، تعریف چگونه ϕ(x) اینکه حسب بر

بود. خواهد اول نوع خطی فردهلم انتگرال معادله یک فوق معادله آنگاه باشد ϕ(x) = ٠ اگر می�شوند:

نامگذاري�هاي و ϕ(x) بر طرفین تقسیم با گاه آن نگردد، صفر با برابر هیچگاه [a, b] بازه� در ϕ(x) اگر همچنین

داریم جدید

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, (4.1)

گویند. دوم نوع فردهلم خطی انتگرال معادله را آن که

ثابت پایین حد و متغیر انتگرالگیري بالاي حد آن� در که ولترا خطی انتگرال معادلات استاندارد شکل

است زیر صورت به می�باشد،

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt, (5.1)

نامگذاري دوم و اول نوع صورت دو به ϕ(x) تابع تعریف چگونگی به توجه با نیز معادلات نوع این قبل، مشابه

بود خواهد زیر صورت به معادله ،ϕ(x) = ٠ که حالتی در می�شوند.

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt = ٠, (6.1)

داریم ϕ(x) = ١ اگر و می�نامند اول نوع ولتراي خطی انتگرال معادله را آن که

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt, (7.1)

است. مشابه خطی غیر انتگرال معادلات براي تعاریف می�شود. نامیده دوم نوع ولتراي خطی انتگرال معادله که

دیفرانسیل انتگرال- معادلات 2.1.1

انتگرال- معادلات با که بود وراثت تاثیر به�خصوص و جمعیت رشد مطالعه حال در 1900 سال اوایل در ولترا

حداقل طوري�که به شوند ظاهر مشتقاتش و u(x) مجهول تابع معادله یک در زمانی�که �شد. مواجه دیفرانسیل

مشتقات یا مشتق بنابراین می�نامند1. دیفرانسیل انتگرال- را معادله گیرد، قرار انتگرال زیر در آن�ها از یکی

شکل بنابراین شود. ظاهر معادله طرف دو هر یا یک در آن خارج یا انتگرال علامت زیر است ممکن معمولی

دیفرانسیل انتگرال- معادلات دسته�بندي که است ذکر به لازم ندارد. وجود معادلات گونه این براي خاصی

[97] رحمان متیور اثر آن” کاربردهاي و انتگرال ”معادلات کتاب از گرفته 1بر
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از نمونه�هایی زیر مثال�هاي نیست. مجدد توضیح به نیازي و است قبلی انتگرال معادلات بندي دسته همانند

هستند معادلات نوع این

u
′′
(x) = ex − x+

∫ x

٠
xtu

′
(t)dt, u(٠) = ٠, u

′
(٠) = ١, (8.1)

u
′
(x) = −sin(x)− ١−

∫ ١

٠
u(t)dt, u(٠) = ١, (9.1)

n∑
i=٠

µi(x)u
(i)(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)[u(t)]۴dt, (10.1)

s.t. u(i)(a) = αi i = ٠, ١, ..., n− ١.

معادلات شده�اند. ظاهر طرف دو هر در مشتقات که است خطی ولتراي انتگرال-دیفرانسیل معادله (8.1) معادله

باشند. می فردهلم غیرخطی و خطی دیفرانسیل انتگرال- معادلات به�ترتیب نیز (10.1) و (9.1)

مدل�سازي دیفرانسیل انتگرال- معادلات نوع این کمک به فیزیک و زیست�شناسی در زیادي پدیده�هاي

یک به دیفرانسیل معادله یک تبدیل حین در است ممکن معادلات این از برخی همچنین .[58] می�شوند

باشند. آمده وجود به انتگرال معادله

منفرد انتگرال معادلات 3.1.1

در معادله هسته�ي یا بی�نهایت، آن انتگرال�گیري حدود از یکی حداقل اگر گویند منفرد1 را انتگرال معادله یک

زیر انتگرال معادله باشد. نامتناهی انتگرال�گیري بازه�ي نقاط از یکی حداقل

ϕ(x)u(x) = ψ(x)f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t)dt, (11.1)

همچنین باشند. بی�نهایت انتگرال�گیري حدود دو هر یا و β(x) بالاي حد یا ،α(x) پایین حد اگر گویند منفرد

باشد. نامتناهی انتگرال�گیري دامنه از نقاطی یا نقطه یک ,K(xدر t) هسته اگر گویند منفرد را انتگرال معادله

به را معادله باشد ψ(x) = ١ که چنان و منفرد را انتگرال معادله ،ψ(x) = ٠ اگر که است ذکر به لازم

که صورتی در و ،ϕ(x) = ٠ هرگاه گوییم همگن را انتگرال معادله همچنین می�نامند. منفرد2 ضعیف طور

بود. خواهد ناهمگن انتگرال، معادله باشد ϕ(x) = ١

1Singular

2 ُWeakly singular
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است شده ارائه نامتناهی دامنه با انتگرال معادلات از مثال� دو زیر در

F (λ) =

∫ ∞

−∞
e−iλtu(t)dt, (12.1)

L[u(x)] =

∫ ∞

◦
e−λtu(t)dt, (13.1)

انتگرالی معادلات زیر، مثال�هاي همچنین می�باشند. u(x) تابع لاپلاس تبدیل و فوریه تبدیل ترتیب به که

هستند. تکین هسته�هاي با منفرد

آبل یافته تعمیم انتگرال معادله J

f(x) =

∫ x

٠

u(t)

(x− t)α
dt, ٠ < α < ١, (14.1)

می�آید. دست به اول نوع معمولی آبل معادله α =
١
٢
اگر که

دوم) نوع آبل (معادله�ي منفرد ضعیف طور به دوم نوع ولتراي انتگرال معادله J

u(x) = f(x) + λ

∫ x

٠

u(t)

(x− t)α
dt, x ∈ [٠, T ], ٠ < α < ١, (15.1)

و الکتروشیمی و گرما انتقال نظیر شیمی و ریاضی فیزیک، زمینه�هاي از بسیاري در معادلات این

معادله به بستگی T = ١, ٢, ٣, ... و است پارامتر یک λ که کرد توجه باید می�شوند. ظاهر غیره

جواب یک وجود طوري�که به باشد هموار کافی قدر به f(x) است لازم همچنین دارد. مطالعه تحت

�شود. تضمین معادله براي منحصر�به�فرد

معمولی روش�هاي و است دشوار کاري فوق حالت دو از یک هر در منفرد انتگرالی معادلات حل کلی طور به

منجر معادلات این تحلیلی حل چه اگر نیست. کافی هیچ�وجه به معتبر، نتایج تولید براي انتگرالی معادلات حل

همچنان عددي روش�هاي توسعه روش�ها، این کم انعطاف�پذیري علت به اما می�گردد دقیق�تري جواب�هاي به

.[93 ،48 ،3 ،14 ،13] دارد ادامه

8


