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١ ೯دایا...
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از
تلاش توفیق من به آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،
سͺوت، در فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در
گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین
روزی بͬ�توقع، داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن.

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

وظیفه� آغاز در آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
گنجͬ مسعود دکتر آقای جناب خود، فرزانه�ی راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که اقبالͬ نسرین دکتر سرکارخانم از

دارم. را تشͺر کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه، این سازی
تقبˁل را پایان�نامه این داوری و مطالعه زحمت که زاردشت ولͬ دکتر آقای گرانقدرجناب استاد از

مͬ�کنم. سپاسͽذاری فرمودند،
دارم. را تشͺر کمال ننموده�اند دریغ ͬͺکم هیچ از همواره که نیز پارسͬ صفر دکتر آقای از

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به تشͺرمͬ�کنم و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش
دوستان تمامͬ از همچنین بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

دارم. را تشͺر کمال بوده�اند همدمم و یار همواره که تحصیل دوران

رستͽار. ما و باشͬ خشنود تو کار سرانجام کن چنان خدایا

عظیمیان مسعود
١٣٩٢ زمستان



مسعود نام: عظیمیان خانوادگͬ: نام

پایان�نامه: عنوان
منفͬ دوجمله�ای و دوجمله�ای توزیع�های در n پارامتر تجربͬ بیز و بیز برآورد

گنجͬ مسعود دکتر راهنما: استاد
اقبالͬ نسرین دکتر مشاور: استاد

ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
محض گرایش: ریاضͬ آمار رشته:

ریاضͬ علوم دانشͺده: محقق�اردبیلͬ دانشͽاه:
١٣۶ صفحات: تعداد ٩٢/١١/٠۵ دفاع: تاریخ

چͺیده
دیدگاه از منفͬ دوجمله�ای و دوجمله�ای توزیع�های در n پارامتر برآورد مسئله�ی پایان�نامه این در
است. گردیده بررسͬ موفقیت) احتمال ) θ پارامتر بودن نامعلوم و معلوم حالت دو در بیزی
موفقیت�ها تعداد منفͬ دوجمله�ای توزیع در و آزمایش�ها تعداد دوجمله�ای توزیع در n پارامتر
هر در ،n پارامتر بیزتجربͬ و برآوردگربیز مͬ�دهد. نشان برنولͬ آزمایش�های از دنباله ͷی در را
تحت θ برای بتا توزیع ͷی و n برای شده بریده چپ از پیشین توزیع ͷی گرفتن نظر در با توزیع
و گشتاوری روش جمله از برآورد، دیͽر روش�های شده�اند. آورده بدست خطا مربع زیان تابع
است. گردیده معرفͬ نیز شده�اند برده بͺار دیͽر محققان توسط که غیره و درستنمایͬ ماکسیمم

مͬ�گردد. مقایسه قبلͬ برآوردگرهای با آمده بدست تجربͬ بیز و بیز برآوردگرهای پایان در

منفͬ دوجمله�ای توزیع دوجمله�ای، توزیع تجربͬ، بیز برآورد بیزی، برآورد کلیدواژه�ها:



مطالب فهرست

ج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداول لیست

د . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصاویر لیست

و . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشͽفتار

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم و تعاریف ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردیابͬ روش�های ٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معروف نامساوی�های و قضایا ٣.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری توزیع�های ۴.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال عددی محاسبه�ی روش�های ۵.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی استنباط ۶.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی برآورد و مخاطره ١.۶.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی برآوردگر آوردن بدست روش ٢.۶.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربͬ بیز روش�های ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربͬ بیز برآورد ٢.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . دوجمله�ای توزیع در n پارامتر تجربͬ بیز و بیز برآورد ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n پارامتر ͷکلاسی برآوردهای ٢.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری روش ١.٢.٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم�درستنمایͬ روش ٢.٢.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لومبارد و کارول برآوردگر ٣.٢.٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۴.٢.٣

آ



٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n پارامتر بیزی برآوردهای ٣.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دانیل و اردوغان برآوردگر ١.٣.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ٢.٣.٣
۴۴ . . . . . . پواسن پیشین انتخاب با n پارامتر تجربͬ بیز و بیز برآورد ٣.٣.٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۴.٣.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی ۴.٣
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.٣

٧٢ . . . . . . . . . . . . منفͬ دوجمله�ای توزیع در n پارامتر تجربͬ بیز و بیز برآورد ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n پارامتر برآورد روش�های ٢.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری روش برآوردگر ١.٢.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . �درستنمایͬ ماکسیمم روش برآوردگر ٢.٢.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . تجربͬ بیز برآوردگر و بیز برآوردگر ٣.٢.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . n پارامتر تجربͬ بیز نقطه�ای برآوردگر ۴.٢.۴
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی ٣.۴
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۴.۴

١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الف پیوست آ�

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب پیوست ب

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ب

١٠۴

١٠۶

١٣۵

١٠١١٠١



جداول لیست

(١٩۴٣) مایس وون توسط که آزمایش هر در باکتری شامل بطر�یهای تعداد ١.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده�اند. جمع�آوری

کارول برآوردگر بررسͬ برای یافته اغتشاش و اصلͬ نمونه�های برای برآوردها ١.٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لومبارد

و اردوغان برآوردگر بررسͬ برای اغتشاش�یافته و اصلͬ نمونه�های برای برآوردها ٢.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دانیل

مثال در β و α مختلف مقادیر برای EDBE و CLE ، n̂١ برآوردهای مقادیر ٣.٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�شده

MSE مقدار و EDBE ،CLE ،n̂١(emp, α) ،n̂١ برآوردهای میانͽین مقادیر ۴.٣
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . است: نامعلوم θ که حالتͬ برای پرانتز داخل در آنها

برای آنها MSE مقدار و MLE ،MME ،n̂٢(emp) برآوردهای مقادیرمیانͽین ۵.٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است: معلوم θ که حالتͬ

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . است نامعلوم θ که حالتͬ برای پسین توزیع مقادیر ١.۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . است معلوم θ که حالتͬ برای hN(n)مقادیر ٢.۴

در آنها MSE مقدار و ML ،MM ،n̂١(emp, α) برآوردهای میانͽین مقادیر ٣.۴
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . است نامعلوم θ که حالتͬ برای پرانتز داخل

مقادیر برای پرانتز داخل در MSEآن مقدار و n̂١(emp, α) برآورد میانͽین مقادیر ۴.۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α متفاوت

در آنها MSE مقدار و MLE ،MME ،n̂٢(emp) برآوردهای میانͽین مقادیر ۵.۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . است معلوم θ که حالتͬ برای پرانتز داخل

ج



تصاویر لیست

٣١ . θ = ٠٫ ۴۵ با دوجمله�ای توزیع از آمده بدست نمونه براساس D(n) تابع نمودار ١.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n مقادیر برابر در S(n) نمودار ٢.٣

اندازه با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ MSEبرآوردهایnبرای٢ نمودارمقایسه ٣.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠

اندازه با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ MSEبرآوردهایnبرای۵ نمودارمقایسه ۴.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠

با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ ٨ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ۵.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ٢ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ۶.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ۵ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ٧.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ٨ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ٨.٣
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n مقادیر برابر در S(n) نمودار ١.۴
٩٠ . . . . . . . . . . . . . است نامعلوم θ که حالتͬ برای hN(n)مقادیر نمودار ٢.۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n برابر در Y (n) مقادیر نمودار ٣.۴
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . است معلوم θ که حالتͬ برای hN(n)مقادیر ۴.۴

با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ ٢ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ۵.۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ ۵ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ۶.۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای نامعلوم θ = ٠٫ ٨ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ٧.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

د



با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ٢ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ٨.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ اندازه

با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ۵ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ٩.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠ اندازه

با نمونه�های برای معلوم θ = ٠٫ ٨ برای n برآوردهای MSE مقایسه نمودار ١٠.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ اندازه

ه�



پیشͽفتار

محققین توجه که است قرن نیم از بیش مسئله، ͷی عنوان به دوجمله�ای توزیع در n پارامتر برآورد

نامعلوم یا معلوم موفقیت) (احتمال θ وقتͬ n پارامتر برآورد درباره�ی است. کرده جلب خود به را

حائز زیر دلیل چهار به حداقل هم هنوز مسئله این اما است. رسیده چاپ به بسیاری مقالات است

است: اهمیت

است. عملͬ کاربردهای در اساسͬ مشͺل ͷی که n شدید ١ برآورد کم -١

به ͬͺی انتخاب و شده معرفͬ برآوردهای مقایسه�ی و ساده محاسبات با حلͬ راه وجود ٢-عدم

بهینه. برآورد عنوان

نمونه از مشاهده دو یا ͷی در ͬͺکوچ تغییر با که گونه�ای (به شده معرفͬ برآوردهای ٣-ناپایداری

هستیم). n پارامتر برآورد در زیادی بسیار نوسانات شاهد

ͷی کل تعداد درآن که دیͽری زمینه�ی هر و زیست�شناسͬ در احتمال مدل این بسیار ۴-کاربردهای

کنیم. برآورد را آن مشاهدات از دنباله�ای اساس بر بخواهیم و بوده مجهول متناهͬ جمعیت

مورد بیزی دیدگاه از را آن دیͽر برخͬ و ͷکلاسی دیدگاه از را مسئله این آماردانان از برخͬ

معیار لحاظ از آن�ها مقایسه� به و معرفͬ را برآوردگرها این پایان�نامه این در داده�اند. قرار بررسͬ

�است. شده تدوین (٢٠١١) ٢ بایوود مقاله�ی اساس بر پایان�نامه این مͬ�پردازیم. خطا مربع میانͽین

در موفقیت�ها) (تعداد n پارامتر برآورد است گرفته قرار بررسͬ مورد اینجا در که دیͽر مسئله�ی
١underestimate
٢Bayoud

و



مقدمه

در کار این مͬ�شود. آورده دست به تجربͬ بیز روش و بیز روش� با که است منفͬ دوجمله�ای توزیع

١ همͺاران و (گنجͬ مͬ�باشد مقاله ͷی آن حاصل که گردیده ارائه پایان�نامه این از چهارم فصل

موضوعات و تعاریف دوم و اول فصل�های در مͬ�باشد: فصل چهار شامل پایان�نامه این .((٢٠١٣)

n پارامتر برآوردهای سوم فصل در مͬ�گردد. بیان نیازاست، مورد بعدی فصل�های برای که لازم

برآوردهای گفتیم که همانطور چهارم فصل در و مͬ�گردد بیان آنها مقایسه و دوجمله�ای توزیع در

برای ٢ متمتیͺا نرم�افزار از پایان�نامه این در است. شده معرفͬ منفͬ دوجمله�ای درتوزیع n پارامتر

است. شده استفاده شبیه�سازی و عددی محاسبات

١Ganji et al.
٢Mathematica

ز



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



مقدمه ١.١

فصل�های در که لازم قضایای و موضوعات همچنین و اولیه تعاریف و مفاهیم فصل این در

برآوردیابͬ، روش�های بخش�های شامل فصل این واقع در مͬ�کنیم. بیان را مͬ�باشد لازم بعدی

استنباط و انتͽرال عددی محاسبه�ی روش�های آماری، توزیع�های معروف، نامساوی�های و قضایا

شده�است. بیان بخش هر به مربوط قضایای و تعاریف بخش�ها، این از کدام هر در مͬ�باشد. بیزی

برآوردیابͬ روش�های ٢.١

نامعلوم پارامترهای فضای Θ) θ ∈ Θ ⊆ Rk کنید فرض :١ درستنمایͬ تابع .١.٢.١ تعریف

برای باشد. fθ(x) توأم احتمال چͽالͬ تابع با تصادفͬ متغیر n بردار X = (X١, ..., Xn) و است)

،fθ(x) یعنͬ ،X توأم احتمال چͽالͬ تابع را x درستنمایͬ تابع ،X = x شده�ی داده مقدار هر

مͬ�دهیم، نمایش L(θ) نماد با را آن و مͬ�شود گرفته نظر در θ از تابعͬ صورت به که مͬ�کنیم تعریف

.L(θ) = fθ(x) عبارتͬ به

که طوری به باشد θ برای برآوردگری δ(X) اگر درستنمایͬ: ماکسیمم برآورد .٢.٢.١ تعریف

Pθ(δ(X) ∈ Θ) = ١, θ ∈ Θ هر ١)برای

L(δ(X)) ⩾ L(θ), θ ∈ Θ هر ٢)برای

مͬ�شود. تعریف θ (MLE) ٢ درستنمایͬ ماکسیمم� برآوردگر عنوان به δ(X) آنͽاه

و ،θ به نسبت درستنمایͬ تابع ماکسیمم�کردن از است عبارت درستنمایͬ ماکسیمم روش واقع در

مͬ�نامیم. θ �درستنمایͬ ماکسیمم برآورد مͬ�کند، ماکسیمم را درستنمایͬ تابع که θ مقدار آن
١Likelihood function
٢Maximum Likelihood estimation

٢



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

از تایͬ n تصادفͬ نمونه�ی ͷی X = (X١, ..., Xn) کنید فرض گشتاوری: برآورد .٣.٢.١ تعریف

این اول گشتاور k کنید فرض همچنین .θ = (θ١, ..., θk) ∈ Θ ⊆ Rk که طوری به باشد Fθ توزیع

صورت در r−ام، گشتاور که مͬ�دانیم باشد. داشته وجود هستند، θ از توابعͬ صورت به که توزیع

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به وجود

µr = µr(θ)

= Eθ(X
r
١) r = ١, ..., k

اگر

Mr =
١
n

n∑
i=١

Xr
i r = ١, ..., k;

برآوردهای آنͽاه باشد، شده داده تصادفͬ نمونه�ی پایه�ی بر نمونه�ای گشتاور r−امین نمایانͽر

مͬ�شوند: حاصل زیر معادله�ی k حل از θ = (θ١, ..., θk) مجهول پارامترهای گشتاوری

µr = Mr r = ١, ..., k;

فرد به منحصر که ندارد لزومͬ و مͬ�دهند نمایش θ̃ با را θ (MME) ١ گشتاوری برآورد معمولا˟

باشد.

برآوردگرها فضای را پارامتر برآوردگرهایممͺن کلیه�ی مجموعه برآوردگرها: فضای تعریف٢.١.۴.

مͬ�دهیم. نشان D با و گوییم برآوردگرها) (کلاس

تصادفͬ براساسنمونه که را برآوردگر ͷی :٣ ناپایدار برآوردگر و ٢ پایدار برآوردگر تعریف٢.١.۵.

مقادیر در ͷکوچ تغییرات به نسبت اگر گویند، ناپایدار را است آمده بدست X = (X١, ..., Xn)

آن اینصورت غیر در و شود زیادی بسیار تغییرات دچار نمونه تغییر با و باشد حساس بسیار نمونه

گویند. پایدار را
١Method of moment estimation
٢stable
٣unstable

٣



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

متناظر ترتیبͬ آماره�های آنͽاه باشد، تصادفͬ نمونه ͷیX = (X١, X٢..., Xk) اگر .۶.٢.١ تعریف

.X(١) ≤ X(٢) ≤ ... ≤ X(k) درآن که مͬ�دهیم نشان X(١), X(٢), ..., X(k) با را

نظر در را δ(X) ∈ D برآوردگر θ ∈ Θ پارامتر برآورد در کنید فرض :١ زیان تابع .٧.٢.١ تعریف

تا که دهد بدست θ برای را برآوردی که است آن خوب برآوردگر ͷی خصوصیت مهمترین بͽیریم.

با که مͬ�کنیم گیری اندازه زیان تابع با را ͬͺنزدی این میزان باشد. ͷنزدی θ واقعͬ مقدار به ممͺن حد

L(θ, δ(X)) ⩾ ٠ ،δ(X) و θ هر برای که مͬ�شود داده نمایش L(θ, δ(X)) : Θ×D → [٠,+∞) تابع

: از عبارتند مشهور زیان تابع چند .L(θ, δ(X)) = ٠ آنͽاه θ = δ(X) اگر و

L(θ, δ(X)) = (δ(X)− θ)٢ خطا مربع زیان ١-تابع

L(θ, δ(X)) = |δ(X)− θ| خطا قدرمطلق زیان ٢-تابع

L(θ, δ(X)) = b(ea(δ(X)−θ)−a(δ(X)−θ)−١) لاینͺس٢ زیان ٣-تابع

برای است. تصادفͬ متغیر ͷی و نیست ثابت آن مقدار پس دارد δ(X) به ͬͽبست زیان تابع چون

یͺدیͽر با مͬ�باشد θ از تابعͬ که را برآوردگر دو این زیان تابع ریاضͬ امید برآوردگر، دو مقایسه

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که گویند ٣ مخاطره تابع آن به که مͬ�کنند مقایسه

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ(X))].

هم� و مستقل تصادفͬ متغیرهای Xn،...،X٢،X١ کنید فرض :۴ تجربͬ توزیع تابع .٨.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت تجربͬ توزیع تابع آنͽاه باشند. F (t) تجمعͬ توزیع تابع با توزیع

F̂n(t) =
#(Xi ⩽ t)

n
=

١
n

n∑
i=١

I(−∞,t](Xi)

برای نشانͽر تابع ͷی IA(x) و است t مساوی یا کوچͺتر xهای تعداد برابر #(Xi ⩽ t) درآن که

ثابت، t ͷی برای است. صفر برابر اینصورت غیر در و ͷی برابر x ∈ A اگر که است A پیشامد

ͷی nF̂n(t) بنابراین است. p = F (t) پارامتر با برنولͬ تصادفͬ متغیر ͷی ،I(−∞,t](Xi) نشانͽر تابع
١Loss Function
٢Linex Function
٣Risk Function
۴Empirical Distribution Function

۴
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بیانͽر واقع در که است nF (t)(١ − F (t)) واریانس و nF (t) میانͽین با دوجمله�ای تصادفͬ متغیر

هر در که است پله�ای تابع ͷی F̂n(t) است. F (t) برای نااریب برآوردگر ͷی F̂n(t) که، است این

دارد. پرش ١
n
میزان به شده مشاهده مقدار

معروف نامساوی�های و قضایا ٣.١

تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی X١, X٢, ... کنید فرض بزرگ: اعداد قوی قانون .١.٣.١ قضیه

و X̄n =
Sn

n
،Sn =

n∑
i=١

Xi دهید قرار باشند. (Ω,F, P ) احتمال فضای روی توزیع هم� و مستقل

آنͽاه ،E(Xn) = µ

P [ lim
n→∞

X̄n = µ] = ١

نمونه میانͽین گفت مͬ�توان عبارتͬ به .X̄n −→ µ همه�جا تقریباً ،n → ∞ وقتͬ معادل طور به یا

مͬ�کند. میل جامعه میانͽین به جا همه تقریبا احتمال در

.n! ≈
√

٢πnn+ ١
٢ e−n : بزرگ های n ازای به :͹استرلین تقریب .١.٣.١ تعریف

آماری توزیع�های ۴.١

چͽالͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر اگر : بتا توزیع .١.۴.١ تعریف

fX(x;α, β) =
١

Beta(α, β)
xα−١)١ − x)β−١, ٠ < x < ١, α > ٠, β > ٠;

و میانͽین مͬ�دهیم. نشان X ∼ Beta(α, β) نماد با و است بتا توزیع دارای X گوییم آنͽاه باشد،

با: است برابر بترتیب توزیع این واریانس

V ar(X) =
αβ

(α + β)٢(α + β + ١) , E(X) =
α

α + β
.

از: است عبارت بتا توزیع تصادفͬ متغیر تجمعͬ توزیع تابع

FX(x;α, β) = I(٠,١)(x)

∫ x

٠

١
B(α, β)

uα−١)١ − u)β−١du+ I(١,∞)(x).

مͬ�نامند. ناقص بتای را ∫ x

٠ uα−١)١ − u)β−١du که

۵
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احتمال جرم تابع دارای X گسسته�ی تصادفͬ متغیر اگر بتا�دوجمله�ای: توزیع .٢.۴.١ تعریف

fX(x;n, α, β) =
(

n
x

) Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(x+ α)Γ(n+ β − x)

Γ(n+ α + β)
I{٠,١,...,n}(x),

بتا- توزیع دارای X که گوییم است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی n و α > ٠, β > ٠ درآن که باشد

میانͽین مͬ�دهیم. Xنمایش ∼ BB(n, α, β) نماد با را آن و است β و α ،nپارامترهای با دوجمله�ای

با: است برابر ترتیب به توزیع این واریانس و

V ar(X) =
nαβ(n+ α + β)

(α + β)٢(α + β + ١) , E(X) =
nα

α + β
.

احتمال جرم تابع دارای X گسسته�ی تصادفͬ متغیر اگر منفͬ: دوجمله�ای توزیع .٣.۴.١ تعریف

fX(x;n, θ) =
(

n+ x− ١
x

)
θn(١ − θ)x, x = ٠,١,٢, ...

است منفͬ دوجمله�ای توزیع دارای X که گوییم . ٠ < θ < ١ و n = ١,٢,٣, ... درآن که باشد

است برابر ترتیب به توزیع این واریانس و میانͽین مͬ�دهیم. نمایش X ∼ NB(n, θ) نماد با را آن و

با:

V ar(X) =
n(١ − θ)

(θ)٢ , E(X) =
n(١ − θ)

θ
.

دارای و مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X اگر پواسن: و دوجمله�ای توزیع�های بین رابطه�ی

پارامتر با پواسن توزیع دارای Z = X + Y آنͽاه باشند λ′ و λ پارامترهای با ترتیب به پواسن توزیع

است. λ
λ+λ

′ و z پارامترهای با دوجمله�ای توزیع دارای نیز X|Z = z و است λ+ λ
′

Z = X + Y ∼ Poisson(λ+ λ
′
), X|Z = z ∼ Bin(z,

λ

λ+ λ′ ).

انتͽرال عددی محاسبه�ی روش�های ۵.١

که مͬ�کنیم برخورد انتͽرال�هایͬ به معمولا دیͽر زمینه�های در همچنین و اقصادی مسائل حل در

به انتͽرال�هایͬ چنین این محاسبه�ی(عددی) برای هستند.
∞∫
٠
e−xf(x)dx یا

∞∫
−∞

e−x٢
f(x)dx شͺل به

۶
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دراینجا ما مͬ�شود. استفاده ٢ گاوس-لاگر مربع�سازی روش و ١ روشگاوس-هرمیت دو از ترتیب

مͬ�دهیم. توضیح را گاوس-لاگر سازی مربع روش

تقریب
m∑

j=١
wjf(xj) مجموع با را انتͽرال این ،

∞∫
٠
e−xf(x)dx انتͽرال محاسبه�ی برای روش این در

هستند لاگر جمله�ای چند صفرهای مقادیر xj درآن که
∞∫

−∞
e−xf(x)dx ≃

m∑
j=١

wjf(xj) یعنͬ مͬ�زنیم،

چند ریاضیات در مͬ�شوند. تعریف wj = (n!)٢

xi(L
′
m(xi))٢ صورت به که هستند وزن�هایͬ wjها و

با معمولا˟ که ، ( xy′′
+ (١ − x)y

′
+ my = ٠ ) لاگر معادله�ی حل از عبارتند لاگر جمله�ای�های

مشخص زیر فرمول با دنباله این جملات و مͬ�شوند داده نشان , ...L١, L٠ های چندجمله�ای دنباله�

مͬ�شوند:

Lm(x) =
ex

m!

dm

dxm
(e−xxm).

: داریم روش این با است ٠٫ ۵ مقدار دارای که
١∫

٠
e−x sinxdx محاسبه برای مثال عنوان به

١∫
٠

e−x sin xdx ≈
٣∑

i=١
wi(x) sin xi = ٠٫ ۴٩٨٩

xjها مقادیر (١٩٧٠) ٣ استͽان و آبراموویتز دقیق�ترمͬ�شود. نیز تقریب مقدار m افزایش با البته

و m = ٨ برای که کرده�اند مرتب جدول ͷی ودر آورده بدست m مختلف مقادیر برای را wjها و

پیوست در را آنها تولید به مربوط متمتیͺای برنامه همچنین و بردارها این مقادیر جدول m = ١۵

. کرد. تولید را بردارها این مͬ�توان دلخواه m هر برای که کرده�ایم ضمیمه الف

بیزی استنباط ۶.١

نظرمͬ�گیریم در نامعلوم ثابت مقدار ͷی را θ پارامتر ͷکلاسی روش�های در مͬ�دانیم که همانطور

و کرده جمع�آوری بود Fθ(x) توزیع دارای که جامعه�ای از Xn،...،X٢،X١ تصادفͬ نمونه�ی ͷی و

خود که مͬ�گیریم نظر در کمیتͬ ͷی را θ بیزی روش در مͬ�کنیم. استنباط θ مورد در آن براساس
١Gauss-Hermit
٢Gauss-Laguerre quadrature
٣Abramowitz and Stegun

٧


